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RESUMEN

Se trata por métodos geométricos la estructuracaelpo gravitatorio sobre la Tierra.
Luego el caso de una bola que rueda sin resbalampplano inclinado, con una ranura, en
un medio muy enrarecido. El caso anterior permgeutir las leyes de la caida como hizo
Galileo. Luego se discute el mismo caso en medisistentes, donde el roce depende de
una potencia de la velocidad. La misma discusiéextiende al caso del péndulo. Especial
atencion a la pérdida de energia por rebote etidesasos.

PRIMERA PARTE
1.- Estructura del campo gravitatorio sobre la Tiera

El campo gravitatorio puede caracterizarse, ercdiibe, por el de una plomada tomando
en cuenta el hilo de suspension. Veamos cémo ladaeccion (Fig. 1), sean Ay B la
situacion de dos plomadas separadas por la diatarmmoiedida sobre la Tierra. La forma de
la Tierra es, con mucha aproximacion, la de unerasfon radio de 6.37x3@ y una masa
de 5.96x16'%g. Luego, el angulo que forman las dos plomadasiico en radianes es, si
suponemos s=%m = 1km

(1.1)

Figura 1



El angulod, estd medido en radianes. Para reducirlo a seg@stiisiecemos la proporcion

360° 60% 60°. 2_ 2 12)
@ $  1,57x10° '

donde¢” es el angulo medido en segundos, 360x60x60 edlglero de segundos en el
circulo que equivalen a@adianes, por lo tanto, de la ecuacion (1.2) abyters

,_1,57x10" 360x 68 60_ 1,57 1IDx 1.296.08%2,,
2n 2x3,1416

¢ (1.3)

Se requieren entonces observaciones astrono6micpsedision para poner de manifiesto

este angulo. Aqui vimos como varia la direcciomdaanos ubicamos sobre la superficie
de la Tierra sin variar la altura, es decir, suppodo el origen de la altura como una
superficie quieta de agua. Esta hipotesis aproxamesfera de radio constante con mucha
aproximacion. Variemos ahora la altura, teniendcceenta la ley de Newton, podemos

establecer la relacion entre la masa de la Tielasgyavedad

Mm

fR2

=gm (1.4)

f es la constante universal de la gravitacion f67810°cn?/gs’, M es la masa de la Tierra
M = 5.96x13°%, R = 6.37x18cm el radio de la Tierra. Eliminando, m, la masaude
cuerpo muy pequeiio respecto de M, m <<M, se tiene

_ .M _6,67x596 10x 1& cm 1_ o
—f?— (6,37 TeE gg§ Crﬁ~9,80><1(§ 2 (1.5)

Como se comprueba con la experiencia. Si se relainaedicion a una distancia h de la
superficie de la Tierra, donde se midio g se tiene

g+Ag: L: &;
(R+h)2 R2 1+27h+12
2
1 h : r? (-0
g+Ag Dgw s (Ej <<E



En la ecuacion (1.6) consideramos kKR muy pequefio. Finalmente

Ag__ 1 _151_%‘-15—%5—9,43 10° (1.7)

g 1+27h
R

Tomando h= 300m, altura de la torre Eiffel, el experimente fiealizado por von Jolly,
aproximadamente en 1905. Si se transporta una deatkg desde la base de la torre a su
cuspide el peso disminuye en 9.42%40Si la diferencia de altura es de 3m la difer e
peso es de 9.42xTg 01mg. Esa experiencia es facilimente realizable {di}se tiene una
balanza sensible al g se le cuelga 1kg a 3m equilibrando inclusivéikl del cual
cuelga, al pesarlo en la balanza su peso dismienyemg. Se comprueba entonces como
varia el campo gravitatorio horizontalmente y \oaftnente.

2.- Caida de una bola que rueda sin resbalar, poma ranura, en un plano inclinado
Sea (Fig. 2) AB la traza con el plano del dibujd plano inclinado, CD la traza de la

ranura donde la esfera de radio R rueda en unaargue alcanza hasta el radio r de giro
donde apoya la esfera.

Figura 2




Figura 3

Proyectando en un plano perpendicular al del dibnjda Fig. 2 se tiene (Fig. 3) la forma
en que la esfera circula por la ranura. El puntoatgacto E, que puede corresponder a un
plano tangente a la esfera, es el lugar donde gdusber roce o adherencia. Esta
adherencia puede materializarse por una fuerzeaalalia una distancia muy pequefia de E,
hacia debajo de la figura y normal al plano inadimaEstas fuerzas deben ser iguales y por
lo tanto no influyen (Fig. 4).

Figura 4

Obviamente que si la adherencia fuera una soldaguteataria de otro problema. Veamos
qué puede ocurrir con las fuerzas de roce estgtieose ponen de manifiesto en que la
esfera se mueve a partir de cierto andgulque es muy pequefio. Estas fuerzas tendrian que
estar aplicadas en la esfera un poco arriba deuBaalistancia muy pequefia en direccion
paralela al plano inclinado (Fig. 5).



Figura 5

La fuerza F de la figura 5 impide la rodadura, pgrando ella ya empieza, para ver como
afecta al movimiento la trasladamos al centro d&egtad O como dos fuerzas F iguales y
opuestas, paralelas a la fuerza F original. Seiedeven una cupla C y fuerza F que actua
en sentido contrario al de la gravedad. Si el cetiérgravedad O se desplaza una longitud |
la fuerza F realiza un trabajo Fl. La cupla C zakl trabajo ¢ donded es el angulo que

gira, es decir ¢ = - rF(I/r) = -IF. Por lo tanto ambos trabajos se anulan mutuamkeate
ecuacion de la energia da

%Ml'2+—;lw2:Mglsem (2.1)

donde M es la masa de la esfdrda velocidad sobre el plano inclinado, | el monoedé
inercia de una esfera | = (2/5)MRw la velocidad angular de la esfera alrededor de O,
| =ar, g la aceleracién de la gravedadel angulo que con la horizontal tiene el plano

inclinado y | la distancia que recorrio el centre gravedad O. La ecuacion (2.1) se
transforma en

1., 12,12
Z1?+=ZR*—= = glsem 2.2
2 25 P g (2:2)
O lo que es lo mismo
(1 1R
2| =+=— |=glsem 2.3
(2 5#} g 23)

La ecuacion (2.3) se transforma en



12 =kl
_gsem (2.4)
C1,1R
2 5°
Como se ve, la esfera cae més lentamente que uda ldare, no sélo porque g esta

afectado por sensino que ademas dividido por un niumero superigs. &ste valor se
obtiene cuando se trata de un punto material RLa @cuacion (2.4) da

=9 -
dt (2.5)
= jdt j 1 d|
De la ecuacioén (2.5) se obtiene
k
| ==1¢2 2.6
2 (2.6)

Cuandoa = 172, senfv2) = 1 y la ecuacién (2.6) se transforma a | ¥2gtporque debe
tomarse R = 0, y que la esfera no rueda mas. Ranto, se transforma en una caida libre.
Como para angulos pequefios alese tiene k<<g, con una simple cAmara que tome 50
cuadros por segundo se pueden comprobar las |leyksahida y el caracter vectorial del
campo gravitatorio dado. En el caso de una esfera de hierro con R = 1en®.8cm, M =
33g,a = 10°, se obtiene, con una densidad del hierfa@gcni, tomando | = 30cm

k=209,42 F\/Ek: 0,757 2.7)
S

Lo que daria casi 38 imagenes del movimiento, cueearfectamente observable. La
gravedad simulada k disminuye, con el método deiglinclinado, 4.5 veces respecto de g.
Este método fue ideado por Galileo para establasdeyes de la caida.

3.- Choque de la esfera contra un plano

La esfera choca contra la pared CA perpendiculaplaho AB. Punteado se ve la
penetracion de la esfera en la ranura y punteadorailo por donde rueda la esfera en la
ranura. La esfera llega con una velocid#l), donde L es la longitud desde donde rueda
la esfera (Fig.6).



Figura B

Con un choque perfectamente elastico la velocigaidderte ) = V(kL) cuando t = 0, el
nuevo sistema de coordenadas tiene sentido can@hmnterior. Sin embargo, como la
esfera viene rodando con una velocidad angujam choque perfectamente elastico seria
gue a partir de t = Qp se invirtiera. En ambos casos eso no puede séo,cieene que
haber pérdida de energia porque la pared perpdadiquede quedar con alguna
deformacion plastica o generar calor por rocgue absorbe energia. Luego, cuando t = 0,
instante del rebote, la energiade la esfera seria

2
EO:x%wng+u—;|m§:%M|§+u12%|g%M (3.2)
Finalmente
MIZ 2 R
= A+—yu—
S 2( 5”r2j (3.2)
0<A<1 ; -kus

El coeficienteA puede variar entre 0, lo que significa un choaialmente plastico y 1,
totalmente elastico. En cuantopapuede variar entre — 1, lo que significa un choque
totalmente plastico en la rotacion; la superfio@de choca la esfera absorbe la energia de
rotacion o por deformacion plastica o por frotacgemerando calor; hasta= 1, lo que
significa que la rotacion es devuelta elasticamehte el caso estudiado, si el choque
frontal fuera elastica = 1, y el rotacional plastigo = - 1, la variacion de Eseria



A 1
5 RZ__E 1= 1,6 (3.3)
5" 7 50,8
De la ecuacion (3.2) se deduce que un estudio itatard que sea un caso real y permita
determinai\ y U tiene que realizarse tanto determinandmmouwy. Al ascender la energia
de la esfera es

MIZ(. 2 R®) MI?(, 2 R?
M—-—u— |-———| 1+=p— | =Mqglsenu 34
2( 5" rzj 2 (7T )T (3.4)
Determinando cuandb=0 se tiene
12(,. 2 R
2| M—=u— |=dl_sem 3.5
2( ch 2 al, (3.5)

Im es la longitud dondé=0. Bastaria entonces determinar la velocidad dedegle la
esferd, ; y la de partidd, para obtenek en un choque vertical

A :I.— (3.6)
IO
La ecuacion (3.5) permite obtenerconociendosly |y, este valor d@t se puede cotejar con
el obtenido por la medicién de la variacionwleEn nuestro caso, como la esfera rueda sin
resbalar tomaremos=p = 1.

La ecuacion (3.4) se transforma facilmente en

12 = %rg ~ki
1,1 7 R
2 57 2 57

De la ecuacién (3.7) se obtiene la siguiente edunatiferencial

L
|_|0\El k|.02 (3.8)

La longitud maxima de ascension del reboteyes L7k, como se deduce de la ecuacion
(3.7) con un cambio de variable se obtiene
k' |

‘2
IO Im

(3.9)
| ke dx I k'[ |J

t=mm 222 —olm /— 1- [1-—
I k;[\/l-x I Vk |



El tiempo T de ascension se determina cuand@,) eon lo cuall = 2Im/l'0 .

4 .- Mediciones

Suponiendo que se conoce | = I(t) con la ecuaf@&) que corresponde a la caida de la
esfera se tiene
Inl =2Int+Ink-In4 (4.2)

De la ecuacién (4.1) se puede obtener con miniraadrados k y por lo tanto g, pero lo
gue es muy importante el valor | ¢ en el momento del choque) puede medirse

directamente o calcularse por la férmutacr .

La ecuacion (3.7) da la siguiente ecuacion del m@nto

17 =k(l,~-1) (4.2)

Con la ecuacién (4.1) se puede obtener k y la idddcinicial b y oy del rebote y por lo
tanto, todos los parametros del choque.

A partir de la ecuacién (3.8) se obtiene
. 2 .
I I - I
—=1-|1-—"t =l | =2t 4.3
| [ 2l j { 7. j (4-3)

Se debe recordar qugds la velocidad con la cual choca la esfera, I(kl) {2,5}. De la
ecuacion (4.2) se obtiene

kt?

- |0 oo :—T+|0t (44)

Las ecuaciones (4.3) se transforman, teniendo entaqud = 2Im/l'0 , en
(4.5)

5.- Influencia del roce con el medio ambiente

En todo lo anterior no hemos tomado en cuenta & in el medio ambiente. Para
introducirlo tomemos en cuenta la ecuacion del mamto, derivando la ecuacion (2.4) se
tiene la ecuacidon newtoniana



A0 =K
k (5.1)

2
La aceleracion de la masa unitaria es la constd@t® k'/2 en el caso de la caida o el
rebote. El roce puede depender de la velocidad arrha
. d kK )
| =—=—+¢|I 5.2
=5l 62
La ecuacion (5.2) se resuelve facilmente

dl

—=dt (5.3)
K .
4l
La velocidad en funcion del tiempo se obtiene irdedo la ecuacion (5.3)
[ ’
_ d
t_£k+¢0) o4
2

Resolviendo la ecuacién (5.4) se obtiene una funiciplicita de | que se puede explicitar

algunas veces. Recordando glie I'/dl y reemplazando en la ecuacion (5.3) se obtiene
S+9(1)

O lo que es lo mismo

|:j [m. (5.6)

En un medio resistente hay una velocidad limitg,due recordar que la accion del roce es
de signo contrario a la fuerza activa, en el casocdida, en este caso k, luego

k/2+¢(l'):o nos da la velocidad limite. Siempre el movimierga, estos casos tipo

proyectil balistico (donde la fuerza activa estavgdad supuesta constante), la velocidad

es siempre inferior a la limite. ${I ) es un polinomiap(I') = Xa,l" la ecuacién (5.4) se
puede desarrollar en serie convergente lo mismo lguecuacion (5.6). En el caso

de¢(l') =-pl" la velocidad limite es
. k
| = n— 5.7
| sz (5.7)

Tomando como variable llas ecuaciones (5.4) y (5.6) se transforman en



t

_2 'T' dx A7 M xdx
k §1x" k ¢ 1x"

En el caso del rebote tanto la gravedad como liateesia operan en el mismo sentido,

frenan el movimiento y la ecuacion se obtiene @il la ecuacion (3.4)

(5.8)

k
| =—— 5.9
> (5.9)
Introduciendo el roce en la ecuacién (5.9) se tiene
| =—g— pl" (5.10)
Luego se obtiene de las ecuaciones (5.4) y (5.6)
. "
N N (5.11)
k Y 1+x" k 4 1+x"

Cuando se parte de una velociday $e quiere llegar al punto maximo el limite irdede
las integrales de la ecuacion (5.11) es cero.

Es paraddjico, pero cierto, que alcanzando unacigzd infinita se obtiene, en un tiempo
finito, T, una longitud finitad

1

T:2_I|T dx :A}lwxﬁ_ldx_ﬂl T

kK ¢1+x"  k ng 1+x K sen™
n
5L . a1
n (5.12)

2

_Apxdx _ATatxe” A2«

X S
"ok 14Xk ong 14X k 2,21

52 . w2
n

En las ecuaciones (5.12) se usa la integral sitpiien

00

xP™ T
j dx =
c1+x  senp (5.13)

O<p<l1




6.- Influencia del roce cuandap(l) = £ pv

En el caso de la caida las ecuaciones (5.8) s&fdraman en

=2 == (6.1)

t_2_|]'/f dx _2_'02'-/'-' xdx
1-x k < 1-X

0

La integral de la primera de las ecuaciones (&1) e

(] 2l

De la ecuacion (6.2) se puede obtener
.
| =1, [1—e2"} (6.3)

Recordando qdez k/2p, ecuacion (5.7), se tiene

242
I = (1—e‘pt)=ﬁ—£ pt+ P
! 20 2p 2!

=Kk,
2

(6.4)

Cuandop - O se tiene

T

liml =—t 6.5
> (6.5)

p-0
La ecuacion (6.5) coincide con la derivada de laaeidn (2.6) donde = 0. Integrando la

ecuacion (6.3) se tiene

| :Zﬁ(wleﬂj—z—kz (6.6)
p p p

puesto que cuandot=0,1=0.

Veamos donde tiende | cuando- 0, desarrollando en serie

242
SIS RS e
p 2! 2p

(6.7)
ki _ke

4 12

3+



Luego

N ¢

liml ==t? 6.8
2 (6.8)

p-0

Que coincide con la ecuacion (2.6) deducida@en0. Parg pequefios se puede adoptar
los dos primeros términos de la ecuacion (6.7)rylos valores experimentales obteper
puesto que k de la ecuacion (2.4) se puede calcular

En el caso del rebote, de acuerdo a la ecuacitm)(5e tiene

. |/|| . e
=2 ] & :—1ln[—1+.'/".j (6.9)
K oy /I 1+x* p 1+|Or/ll

De la ecuacion (6.9) se obtiene

I =1, {(1+r&je_pt—1} 't LS (6.10)
l 2p

Eliminando las potencias superiores, @omop? etc., se obtiene

..kt Kkt .
I=lo _E"'IOT"mPt (6.11)
en el limite
e kt
iml =1, —— 6.12
0.0 Or 2 ( )

De la ecuacién (6.10) se obtiene

P
| :%(“l%j(l_ &)=t

. t
>t)el
! 0 (6.13)

Desarrollando en serie la ecuacion (6.13) y elimilwalas potencias superiorep al valor
de les

c k2 (k2. t?
| :|0rt_7+p{E_|Or —ZJ (614)



que en el limite cuandw — 0 es la ecuacion (4.4).

Se puede obtener el tiempo T que tarda en lledarattura maxima en el rebote cuando

| =0, o sea
- k [ _
[=0=—||1+ 2 2p [ePT -1 6.15
Por lo tanto
eT-_ 1 (6.16)
20
y finalmente
7=1n (1+E|'Orj (6.17)
p k

Usando el desarrollo en serie siguiente

2 X3 4

X X
In(1+x)—x—7+€——4+ (6.18)
%< 1
Por lo tanto se obtiene
20 Wz Bt 2
Kk or k2 Or k3 Or Kk (03 (6.19)
p-0

El valor de |, ahora se calcula reemplazando en la ecuacion)(@l.Yalor de T.

SEGUNDA PARTE
7.- Sobre el péndulo

Parece que el primero que se ocupd del pénduloGakleo(1l), quien establecid
experimentalmente el isocronismo de las oscilasioles decir, que si la amplitud se
mantiene pequefa, las oscilaciones tienen la misilmacion aunque la amplitud
disminuya. También estableci6 (2) que si un cuegedesde una altura 2| y por | trazamos



una circunferencia (Fig. 7), el tiempo que tardamuvil que recorre un plano inclinado
desde donde corta a la circunferencia B, hastaiéeldp la perpendicular A al plano
horizontal distante | del centro del circulo emémo.

Figura 7

Con este teorema pudo, segun Mach (3) establecaetulacion de una oscilacion.
Efectivamente, el tiempo que tarda un punto mdtpaea caer desde C hasta A es

=2 | (7.1

g
Sobre el plano inclinado BA el peso mg segun laation AB es mgseny el tiempo que
tarda en recorrer el segmento AB = 2ls@&s

t= (25 _, L (7.2)
gsem g
2

Luego, el tiempo para elevarse desde A a B* essshany multiplicado por dos

t=a |l (7.3)

g

Suponiendax - 0 la ecuacion (7.3) es aproximadamente lo quesece actualmente

t=7c\/I (7.4)
g



El libro de Mach, muy famoso y que produjo una ieggdn tan duradera en Einstein que le
dié su nombre a un principio de la relatividad gahdiene una discusion completa de las
ideas y contribuciones de Galileo y Newton, entresp a la mecanica. Es conveniente la
lectura del libro de Mach porque tanto Galileo coNewton (4) no escribian férmulas
como se hace actualmente sino que usaban un lengg@nétrico, con lo cual su lectura es
actualmente muy dificil. La ecuacion (7.4), pudoeserita por Huyghens (5), que tampoco
usaba la escritura literal. Esta debio ser espotaprimera vez por Juan Bernoulli (6) o
Euler (7). La solucién exacta para amplitudes mupéas se encuentra en Legendre (8) y
directamente en Poisson (9) donde después se @rausnestudio del movimiento
pendular en un medio resistente con el cuadrada delocidad, pero para amplitudes muy
pequefas. El estudio completo, para amplitudes gieguen medios resistentes esta en
Routh (10). La ecuacion completa en medios reseteno ha sido tenida en cuenta
actualmente, el tratado de Korn y Korn (11) no eepa del caso con roce y amplitud
finita. Esto es una consecuencia de que en el pasathvestigé la figura de la Tierra con
el péndulo (12), existe un extenso tratado histoéscbre el péndulo de C. Wolf (13) y
actualmente, debido a los métodos modernos estosli@s han perdido totalmente
importancia. En este estudio usamos el péndulo corétmdo simple y practico para
determinar la energia absorbida en el choque paratarial que no sea totalmente elastico.
Complementando lo que se ha hecho antes con & plelmado.

8.- Ecuacion diferencial y solucion general para &licientes de roce pequeiios+0)

Establecer y discutir el caso del péndulo simptersce, o hacen sistematicamente todos
los tratados de Mecanica Racional como Marcoloigd ¢ Appel (15). Es facil ver que la
ecuacion del movimiento es

ml$ = —mgsem —p,lmg + p,ml *p? (8.1)
En la Figura 7, ¢ es la aceleracion tangencial que genéricamentdeia aumentap,
-mgsep es la componente tangencial de la gravedad aatuaobre la particula m,
-piml@ es una fuerza de roce proporcional a la veloclgadp,ml?¢? es una fuerza de

roce proporcional al cuadrado de la velocidad, nraesasa de la particula vinculada a O
por un hilo inextensible de longitud | y de masayrmpequefa respecto de la masa de la
particula.

@ E
mg mg sene

=

Figura 8



A su vez, las dimensiones de la particula son negyefas respecto de la longitud del hilo.
Comog tiende genéricamente a aumenpadebemos tomar la fuerzapghg con signo
negativo. Los coeficientgs; y p, son los de roce por unidad de masa. El térmnud?

es el roce proporcional al cuadrado de la velogidad signo positivo porque tiende a
aumentar el anguld, pero cuand® < 0 debe tomarse con signo negatikaego, la ecuacion
(8.1) es la ecuacion de Newton: fuerza igual a mpasaceleracion.

Las dimensiones de cada término son

ma]=T  [md=2F s [emdl=ms i [emiT]en 62)
de donde se desprende
[p1]=$ : [pz]=% (8.3)
Simplificando la ecuacion (8.1) se tiene
p=-Dse—pp+pd¢’ (8.4)

La ecuacion (8.4) es una ecuacion diferencial artinde segundo orden no lineal. Esto
significa que sip1(t) y ¢2(t) son soluciones de la ecuaciéon (8.1), la sumellds,$; + ¢,

no lo es. Este tipo de ecuaciones es de solucftmil dalvo si suponemos que, p2 — O,

es decir, son muy pequefios respectd,dp: @, pal ¢*) << ¢.

Para estudiar el problema se comienza por consideaso 1, p2) = 0, por lo tanto, la
ecuacion (8.4) queda

e —Igsemﬁ (8.5)
con condiciones iniciales
_A?=9
(= o{ . (8.6)

El procedimiento general consiste en multiplicaedaacion (8.5) poy

PYE —%¢ser¢ (8.7)

La ecuacion (8.7) es la derivada de

P> :$cos¢+ C (8.8)



El valor de la constante es

¢2(o):o:$cos¢o+ C

(8.9)
29
C= T cosp,
Por lo tanto, la ecuacion (8.8) se transforma en
2_29
¢ —l—(cos¢ ~ co%y) (8.10)

La ecuacion (8.10) se puede integrar por una ctigdra

L 4 dg
t=|dt=- |— 8.11
i \/27;«/ COSp — COY, ( )

Usando la formula
cosg = 1- ZSeﬁ% (8.12)

La ecuacion (8.11) se transforma en

(8.13)

t:l\/ijg d¢
2V9% \/ser?¢2°— seﬁﬁ

En la ecuacién (8.11) el signo negativo provienegde para un dt > 0,¢d< O.
Introduciendo el cambio de variable

¢-ser¢osenu , 8 arc

seng) 2 j
2

sendo/ (8.14)

¢o

k =sen'=

la ecuacién (8.13) se transforma en

\/71r/2 l\/T /2 ( )
— 8.15
1- kzser?u 2 {j\/l— I?seﬁuj‘\/—l sténl




Por lo tanto, la ecuacion (8.15) se puede esa@dnito

(8l

u= arcserEMJ
seng,/ 2

(8.16)

Donde en la ecuacion (8.16) ¢4(2) es la integral eliptica completa de primeraeespy
F(o/2,u) es la integral eliptica incompleta de primespecie segun Legendre. Existen
tablas muy desarrolladas de estas integrales (16).

Para angulos pequefids< ¢o) — 0, la ecuacion (8.13) se transforma en

(8.17)

!

= cos[ l\/% (8.18)
T IE\/g (8.19)

al igual que la ecuacion (7.4). Para oscilacionegupfias vale el isocronismo como
descubrié Galileo.

Con lo cual

El periodo es

Como nuestra intencién es determinar la velocidathdnasa suspendida, en el momento
de un choque normal contra una pared plana e imtaedente después, con el objeto de
determinar la energia perdida, esta solucion me ti@lor practico. Hay que intentar otras
vias.



9.- Solucién por series de la ecuacion diferencidel péndulo simple con roce pequefios
(PLp2) - O

Es bien conocido el desarrollo de una funcion eie sie Taylor

00

f (a+h) = Z%f(”)(a)h“ 9.1)

n=0"""

Las condiciones necesarias y suficientes para gueimpla la ecuacion (9.1) se discuten
en los tratados comunes de andlisis (17,18), &stt#s), sin embargo, aseguradas si la
funcién es continua y con derivadas finitas y comds. La funcion eg(t) y estan dadas las
condiciones parat = 0, = ¢o y do(t = 0) = 0, luego la derivada segunda esta daddapo
ecuacion diferencial (8.1) y derivando se obtidiasrderivadas sucesivas.

Veamos primero el caso de amplitudes pequefias sos@) la ecuacion diferencial y las
condiciones de contorno son

5=-9
p==1¢ (9.2)

t=0: g=¢, : = (

A continuacion se calculan sus derivadas sucegigas valores parat =0

y b
1y &y =
p=-¢ B =0
p=-7¢ By =745 =0
2 2

=-20=(2 0 =2 s

g) g\’
¢V :(l_ ¢ ¢(\)/:(|_j ¢0: 0

s el
o ffele e e e



De acuerdo a las ecuaciones (9.3) y (9.1) donde=aG; h =t
2 .4 3.6
_ gt® (g) t'_(g)'t
t)=@y|l-=—+|=| ——| | —+ ...
#() ¢{ | 21 (J 4l (J 6! }

I
=@, co{ tfaJ
Como (8.18).

Continuemos con el caso de amplitudes pequefiay lebecuacion diferencial es

(9.4)

p= ‘lg¢‘P1¢+P2|¢2 (9.5)

con las condiciones de contorno anteriores. Lasat#as sucesivas donde se han eliminado
los términos con potencias superiorepdg p2

¢
¢
p=-70-pp+pI¢*

# =—%¢+|9p1¢—2ng¢¢

2 2
'¢5‘=?—2¢+29|—pz¢2+2|gpl¢-39/92¢2 5:0)
2

2 2
8’ =—2?—2p1¢+?—2¢—2g|—p2¢¢

3 3 2 2
¢ == p+2% 0930 g -2 pp?



Reemplazando las condiciones iniciales

Po

¢o =0

Po = _|9¢0
#,=2 pg,

2 2 9.7
By =15 00+ 25 P o0

s
Py = 2 PP

3 3
=L g2 o}

Usando la ecuacion (9.1) y ordenando se obtiene
_ s gf t t gt g t°
¢(t)—¢0co{ \/l:]+¢ol—(pl§+2ngZ 2p1|—a+2p zl—a+ (9.8)

Se ve que a la ecuacion (9.4) hay que agregarlk&ramno correctivo que proviene del
roce. Las ecuaciones (9.8) pueden prolongarse t@mwm se quiera hasta obtener con
suficiente aproximacioén la llegada de la partiouiaterial al planad = 0 y por lo tanto
determinamp; y p..

Para amplitudes grandes y sin roce la ecuaciéredieal es

b= —Igsem (9.9)



Las derivadas sucesivas son

p = (¢serp-p cog)
¢ = (4 cosp+ Py sep-p cop)
¢ = (~p'serp+ @9 cop+ 87 sqh+ Jp seny apf

(9.10)

Introduciendo en las ecuaciones (9.10) las conagsaniciales y luego aproximando para

angulos pequefios para llegar a las ecuaciones $8.8ptiene

Po = -Igsemﬁo D‘I—g¢o

8’ =0
g =(9jsser¢o( 4sefyp, - )1D—(gj3 b0
¢

(9.11)

Prolongando suficientemente la serie que resultiaslecuaciones (9.11) se obtiene una
aproximacion tan grande como se quiera, la sedeltemte es la funcion inversa de la
integral eliptica de primera especie de Legendrégeeir, k(t) dada por la ecuacion (8.18).

Introduzcamos ahora el roce que depende de laislathcno tomaremos en cuerja
porque es un efecto pequefio respecto del que @peucuego, la ecuacion diferencial en

este caso es



E —%semﬁ—pm 9.12)

Las derivadas sucesivas, eliminando las potenu@eri®res de;, son

p
p

p = lsers—pip

p == posp+p, Jsery 9.13)

|
¢ =?—§cos¢ sep +%¢2 sep+ @%¢cos¢

2 2
@ :?—2¢(co§¢— seﬁ¢)+|g¢3 cog - ?rpl¢259r¢‘ 2’1?_200” sep

Reemplazando las condiciones iniciales

$o
$o=0

Po = -Igsemﬁo

By = pl%servﬁo 9.14)

9’
&= |—2 Cosg, sewp

2
g = —2p1?—2cos¢ose¢o

Cuando en las ecuaciones (9.14) se copaca 0, coinciden con las ecuaciones (9.11) y si
¢o — O coincide con las ecuaciones (9.7).

Puede entonces considerarse el problema comple@mesuelto. Se prolonga la serie
tanto como sea necesario para que los errores areddicionesd(,t) sean mayores que los
de la aproximacion numerica, si hay mas observasiogue parametros se puedan obtener
los valores depi, p2 Y g con minimos cuadrados. De esta manera tandzlular la
velocidad cuand® = 0 y el choque es frontal. Cambiando las cond&saniciales siendo

¢ # 0 al partir el péndulo en el rebote, o sea té 6,0. El calculo de las series permite con
observacionesj(t), obtener el valor iniciabo 0 su velocidad ¢, y la energia que tiene la
masa del péndulo al apartarse después del choque.



Otro método consiste en reemplazar en la ecua@bmdvimiento desarrollos en serie de
las funciones que aparecen. En consecuencia

p(t)=a,+at+at’ +af’+ ...
o(t)=a +2at+3af’+4da’+ .
p(t)=2a,+2xJ,+ X B+ .. (9.15)

senp =¢—%+%—%+

Reemplazando las ecuaciones (9.15) e igualandadeficientes para un mismo t se
obtiene

__ 19 Hay Py

=—— =g -2 |- 25 9.16
ST b 2) 2x3 2 (9.16)

__ 1 g 1/ 2 P
=gt gl )| e,

__1g[, 1. _ A
%= x5 | ® 6(a1+6a°a1a2)} x5 2

De esta forma todos los coeficientes quedan datedos y adaptables a los calculos
numMericos.

10.- Otra solucion para¢ finitoy p1 #0,p2 =0
La ecuacion diferencial (9.12) se multiplica gbry se integra respecto de t
pp+) psers =—pg°
(10.1)
¢ -27 cosp=-3,[¢’an

Con la sustitucion

y=[gdt ; y=¢ (10.2)



Con la ecuacioén (10.2) la ecuacion (10.1) se toansd en

¢ +20y=28cos

La ecuacion (10.3) es una ecuacion diferencialrgselvié Bernoulli (6)

t
ye2p1¢ - 2%_[ gre CO$§ ¢ = (
0

(10.3)

(10.4)

Es facil ver que derivando la ecuacion (10.4) deob la ecuacion (10.3). Para efectuar la

integral se usa

acospx+ psenp

a+p

jeax cospxdx= &

Por lo tanto

J‘ezpf?’ co{¢) @ 1+4 [ D, cofp)+ sd{g&)]

La ecuacion diferencial (10.3) se transforma en

y=Ce?* +

W[ 2pcos(¢) +sen() ]

La derivada de la ecuacion (10.7) permite determgria

¢ ‘= _2plce_2pl¢ +

)[ og(¢)- 2, sef9)]

(1+ 40;
Para dar valores a C se toman las condicioneslegton lo que

2 ge_2p.1¢0

_m[ 0sg, - 20153¢o]

(10.5)

(10.6)

(10.7)

(10.8)

(10.9)



Finalmente

2__ 29 5201(¢0~4 (ot
¢ i(a 4p12){°05¢ "9 cog+ p( @ sey- seff  (1010)

Con la ecuacion (10.10) se puede determinar ¢(t) por una cuadratura. También la
formula (10,10) permite ver que la velocidad dehgado cuandop = O es menor que
cuand@; = 0. En el parrafo 11 siguiente se puede ver cém@osible determinar con
bastante aproximacion como va decreciendo la \addcy la amplitud.

11.- Solucién de Poisson para roce que depende deadrado de la velocidad

Poisson (9) pudo integrar la ecuacion diferenahihaovimiento comp, = 0,p, % 0, esta es

¢+|9ser¢=lp2¢2

(11.1)
[p,]=2
L
Multiplicando la ecuacion (11.1) podd/ teniendo en cuenta que
d?
y=[oas : Slop= [‘3@ %= {%j%
, (11.2)
d'é, ¢
[pde =[98 =""= y
La ecuacion (11.1) se transforma en
y'—2|9cos¢— 2,y=0 (11.3)
O sea, la lineal de Bernoulli (6) con su solucion
ye_2|p2¢ - 2|9J' g 2p:f co® ¢ = ( (11.4)
Por lo tanto
y =cé2rd +i(ser¢— 2,l cosp) (11.5)

| (1+4%02)



Donde se ha efectuado la integral indicada endaaén (11.4).

Para obtenep® derivamos respecto gela ecuacion (11.5)

#? =2l ,02C92|p2¢ +i)( cog + azlsem) (11.6)

| (1+4%p3
Cuandop = 0,¢ =0 luego la constante C es

__ de_2|p2¢ (
2p, (1+ 4 2p§)

cosp, + P Iserp,) (11.7)

Finalmente

=9 {COS¢+ Piserp—( cog,+ Bjser,) ez"’zw“”o)} (11.8)
|(1+44 pg)
Cuando el punto material llega a la paped 0 y
¢*(¢=0) :2—92{1—(co%+ 2.lsem,) e_2|p2¢°)} (11.9)
|(1+41 pg)
La velocidad es menor que en el vacio, cugnido0
#*($=0,0,=0)= 2%(1— cod,) (11.10)

La ecuacion (11.10) verifica, como se puede apremiala figura 8, el principio de la
conservacion de la energia. En el puite O la energia cinética’§°’m)/2 es igual a la
energia potencial mg(l - lchk

L-Lcose

Figura 9



Si el péndulo no choca y sigue oscilando en un langé; se produce quep = 0 y
reemplazando en la ecuacion (11.8)

e2|p2¢1(C08¢1+ 20, sefh,) =( cak,+ 12, sgp) —%p2¢o (11.11)

El valor deg, diferira poco debo, luegodi = do - 3y si se despreci& y p.d se tiene

osenp, = 2:02( sep, ¢, Cqéo) (11.12)
Por lo tanto

b, = b, - 2P (serp, — ¢, cosp,) (11.13)

1 0 Ser¢0 0 0 0 "

Si suponemos las oscilaciones muy pequefias

6, O, - 2'52 ¥ (11.14)

Cuando vuelva a oscilar llegara a un angpdacon la misma ley que la definida por la
ecuacion (11.14)

20, 42 (11.15)

¢2 D¢1_ 3

Con calculos bastante complejos y largos, Poisgpmudstra que con las aproximaciones

supuestas y para angulos pequeipgs{ 0) las oscilaciones son isdcronas, lo cual también
obtuvo Galileo, para roce proporcional al cuadrddda velocidad. Como las ecuaciones

obtenidas son iguales a la ecuacién (8.27) si tavsaghtiempo con tal unidad que= 1,

(w) = 1/T( por lo tanto, el &ngulo mide el tiempo) edrcaso anterior las oscilaciones son

isécronas también. Luego, no podemos saber, pabydarvacion de oscilaciones pequefas,
cual roce es el real.

12.- Método de Routh para pequefias oscilaciones

Routh (10) transforma la ecuacion (8.4) tomapd@, # 0 y desarrollando en serie el ¢en
p=-Tsenp-pg+ o’

¢3

—+ .. 12.1

5 (12.1)

, 1

p+)9=-pg+lph + T4 .

senp = ¢ -



Luego toma la solucién de la primera parte

prlp=0

$=¢, cos(t\/zj 1
g

y sustituye la ecuacién (12.2) en la ecuacién {(12Mteniendo una serie de lenta
convergencia, para mejorar esto usa la ecuacion

¢+a¢+%¢:0 (12.3)

La ecuacion (12.3) tiene la solucion

P 2
¢ =pe 2! co{t,/%—p—” (12.4)

La ecuacion (12.4) se reemplaza en la ecuaciod)(¥Xe eliminan los términos de orden
superior al tercero, si se los toma en cuenta eekiantes aparece otra ecuacion diferencial
que debe ser resuelta. Finalmente, se puede detgrodmo disminuye la amplitud y el
tiempo para recorrer cada lazo entre una posiceérvalocidad instantanea nula es el
mismo, aunque las amplitudes disminuyan. Este altietalle puede verse en Poisson.

13.- Investigaciones modernas

En 1892 Poincaré (19,20) inicia un nuevo método edtudio de las ecuaciones
diferenciales. La ecuacion (12.1) se puede tramsfode la manera siguiente

p=tt () v v _ay

dt®> dtl dt) dt o dt @ dt

dv g 2

V—=—=semp -, +lp,v 13.1
i ] -y, +lp, (13.1)
dv g sewp :

— === +lp,v

dg | v PLtIp;

La ultima ecuacion de la (13.1) define un campalidecciones en el plano ), de tal
manera que dado un punto cualquiera en el campuege saber en qué direccion se
mueve. Un estudio detallado del método, a niveheldal, estd muy bien desarrollado en
Soker (21).



Con el objeto de dar un ejemplo trataremos el das@éndulo simple con amplitud muy
pequefia. Para angulos muy pequefios la ecuacid) é& transforma asi

L8 _ 480
cos¢—12 ;  COB, {2

¢2=2|g(cos¢— cog,) = % 1%2—( 1—5}} (13.2)

¢ =0(0-97) 0 9r o=l

La ultima ecuacion de las (13.2) con un cambioatéable queda de la siguiente manera

T:t\/g : :%:% g
I dt dr V|

) ) (13.3)
¢2|_:(%j gl_:(%j
g \dr) I g \dr
Luego, derivando respecto déenemos, a partir de la ecuacion (13.2)
P +9°=¢; (13.4)

En el planad, ¢ se trata de una circunferencia de rajg¢fig. 9).

hat

Figura 10



El tiempo que tarda de ir destiga¢, o sea, det=0ates

%o

T=de:T%=—TL:[arccos£}

o 9 : $? P
’ ’ o1 g2 ’ (13.5)

=arccos£— arccosi arccgs
0 0

A partir de la ecuacién (13.5)

ﬁ =Cosr = CO{'[\/IJ
P, g
sneofy]

g

La ecuacion diferencial y su solucion son

| (13.7)
¢ =9, (t\/:]
g

De la misma manera se pueden tratar infinidad del@gmas no lineales. Poincaré estudio
el caso

(13.6)

ﬂ: ax+ bv+ P(x,v)
dt cx+dv+ Q(x,v)
dx
vV=—
dt

(13.8)

donde P y Q se anulan con el segundo orden eigehol9).



14.- EI método energético

Si dejamos que el péndulo oscile hasta ca abandonandolo a si mismo (Fig. 10)
partiendo depo, con la altura fidesde la horizontal que pasa por el centro deatuny,
cuando llega al{- ¢o, ¢ = 0), con una altura;hse supone que por energia perdida en el
roce h < hy. Esa diferencia corresponde a la energia-(hy)mg y es lo que se pierde por
roce.

Figura 11

Como se conoce con bastante aproximacion el vaoladvelocidad en funcion dé

tomandop, p. —» 0 se puede calcular la energia que el roce ahsbebecuacion de la
energia se obtiene multiplicando la ecuacion (@8ot)p e integrando

mlg?
2

[ ¢
=mg(cogp~ cog,)+ tip, [ gdg+mi*p, [ p°dg (14.1)
%o

%o

puesto que ¢l = ¢ dt. Como suponemoP4, p2) —» 0 podemos determindgdr = ¢(t) con

PL=pP2= 0.
Designando pof; y Ag; las energias perdidas por roce se puede escribir

De, _

0 %o
— 2¢{ ppldg =—1°p] j pdg

(14.2)
Ag 0 #o
—2=2[1%"pldg =-2p, | ¢ dp
%o 0



El calculo deAg; se obtiene de la ecuacion (14.1)

=25 (cosp - com)
cosg = 1- Zseh% L 97 =

)
2
cqu(du
2cosu SGI& du Zcosusgﬁ du

COS& \/1 serf -2 ¢° seh u

@ = 2\/7\/ser?¢° seﬁ¢ éisquﬂcosu

De acuerdo con las ecuaciones (14.2)

Agy _ 52 Q%\/ o _ op?
- 2) pl\/7J' serf 5 seﬁ2d¢

77/2

o —Kko
NT‘& I/
NTo
|

sen% = senu se%9 C (14.2)

2

S

dg =

cos.2 u du

\/1 kzsen2 u

(14.3)
k =sen~2 ¢° = seif

La integral de la ecuacion (14.3) se obtiene uséamimlentidades

k’cosu _ k’ (1— serf l) _ '3 _ Ksefu
Ji-Ksefu +E Rsehu v 4 k% sén u/ -1 2k ser (14.4)

2
K 1 ++ % ksén
\/1 kzserfu JE Bsehu

Por lo tanto

m2 2 2 77/2
k’*cos’ u du >

—— VJi1-Kserf u di
J(:\/l—kzsen?u ( )'[\/1— K seh u 0

(% J1 ) +E(9) (14.5)
X s%n: gen

Donde K@) y E@) son las integrales elipticas completas de Legemdr primera y
segunda especie, respectivamente. Finalmente



Ag, = -2mp, Z\E[(k2 1)K () +E(9)]

(14.6)
k :sen% = sel
En el caso dég, de acuerdo con la ecuacion (14.2)
%o
Ag, =-2mp |°g| (cosp, - cog)d
 =-2mp g (cospy~ cog)dg 147

==2np,l 2g(¢o cosp, + Se¢o)

En una experiencia se adoppg = 30° | = 16cm, m = 10g, g = 10xTom/< vy la
observacién di6 queih hy = 5x10%cm.

Si suponemos quie es absorcion primero ppg siendop, = 0 y segundo pg, siendop;
= 0 se obtiene

2
Ae, = Almg 015050
S

p, = 4, 02.5x10° §*

2”"2\/?[(“2‘1) K(S)+E(9)] (14.8)
K(8)=1.59814 ; §9= 19= 154414 ; =k $bn0.258¢
0, Ac, 05x107 cni

- 2mi?g(@, cosp, + sed,)

Si se trabaja con muchas oscilaciofAks h; — hy se puede determinar con mucha exactitud
partiendo del mismapo. Si se varia el angulg, se puede determinar cual de los
denominadoreskf — 1)K@) + E{) o dpocosho + Sempo es el que predomina. También
variando |,Ag; varia con¥? y Ae, con I”°. Parece ser este Gltimo método el mas practico
para estimap; y p; y saber qué cantidad de energia se perdié pompareecada proceso.

15.- El rebote

Para tomar en cuenta el rebote en el parc0, basta cambiar las condiciones de contorno
iniciales. El péndulo llega & = 0 con una velocidad y rebota con apgaque no es la de
llegada con signo cambiado sino que ademas hakegtarle la energia que perdid y que es
absorbida por la pared donde chocé. En el rebatermaino enp, debe ser ahora negativo.
Las condiciones iniciales son

¢=0
=0 15.1
t {¢:¢0 ( )



Hay que recordar que agui es negativo. La ecuacion (8.10) cambia en

¢’ ¢o+2 I (cosp- 3 (15.2)
Usando la ecuacion (8.12)
t ¢ [
t=[dt=] d¢ o
0 0\/¢§+2?(cos¢—]) °¢\/1— I%seh2
p (15.3)
20 a2
=—. = ; u=arcsenh—= ; t— (F K
P V| k 8
Cuandad es muy pequeio
\/7J' \/Tarcse{ J
Vg ¢ xd (15.4)

ot

Si se desarrolla en serie como en las ecuaciorf@ss@® obtiene

¢:¢°[t_%%+(|_gj %— } (15.5)

Tomando en cuenta los roces y para amplitudes fiagues valida la ecuacién (9.5) que
con las condiciones iniciales dadas en la ecugdibri) se obtiene el siguiente desarrollo,
tomando en cuenta (9.6)

¢(t)=¢{t %;—3, (I—gjg— }

+¢{( p2¢)2(201 39294”) (U H

(15.6)



O lo que es lo mismo

4(t) =¢0\E59”(t\g J
ooty w2 wori{ 3(3 o)

Para amplitudes finitas es valida la ecuacion (9cdh p, = 0 y con las condiciones
iniciales dadas por la ecuacion (15.1) y se obtiene

¢(t)=¢o[t—gt—+(?—2+%¢§%— ...}pmo[—%ugt—— } (15.8)

(15.7)

| 3!

En el rebote se puede estimar lo que se pierde@ngabiendo el angulo que alcanza el
péndulo en el rebote. Si ese angul@ese abandona el péndulo retirando la pgred0 y
conociendo la altura a la que llega al otro laddadeared, se estima la pérdida de energia
como en el parrafo 14.
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