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RESUMEN 
 
Con  los  datos  de  tenacidad  crítica  del  cobre  y  el  límite  de  fluencia  en  el  acero  se 
obtuvieron  los  parámetros  de  Weibull  de  sus  distribuciones  por  el  método  de  los 
momentos y de linealización. Se determinó por el método de Monte Carlo las dispersiones 
de esos parámetros. Suponiendo una tolerancia en una determinada probabilidad de falla 
se determinó cuántos ensayos hay que hacer para que un lote de esos materiales tenga la 
tolerancia  dada.  Finalmente  se  calcula  la  precisión  con  que  hay  que  efectuar  las 
mediciones en los dos casos para que los errores de medición no oculten la dispersión de 
los parámetros producido por las propiedades propias de los materiales. 
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1. INTRODUCCIÓN 
 
Los  defectos  que  están  repartidos  al  azar  y  con  tamaños  también  en  la misma  forma, 
hacen que la grieta con que se mide la tenacidad crítica en modo I, KIC, avance con mayor 
o menor  facilidad.  Lo mismo  ocurre  con  el  límite  de  fluencia ߪ௙,  que  depende  de  la 

repartición y tamaño de los defectos. Las bases teóricas de lo tratado aquí se encuentran 
en [1], [2], [3], [4], [5] y [6]. 
   
De acuerdo a esa hipótesis, de defectos de tamaño y distribución aleatoria, se obtiene la 
distribución de Weibull (1.1) 
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donde ܨ൫ߪ௙൯ es  la probabilidad de  falla  acumulativa  y  llamamos  falla  la  iniciación de  la 

deformación  plástica  cuando ߪ llega  a   ௙; ܸ esߪ  el  volumen  de  la muestra  sometida  a 

tensión uniforme ߪ,  ଴ܸ la unidad de volumen, ߪ௙,଴, ߪ௙,௅ y ݉ parámetros. En el  caso de  la 

tenacidad crítica la ܨሺܭூ஼  es ሻ
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(1.2)

 
donde ܨሺܭூ஼ሻ es  la probabilidad acumulativa de que se active  la grieta de tamaño ܮ ,ܮ଴, 
es la unidad de longitud y ܭூ஼,଴, ܭூ஼,௅ y ݉ son parámetros. Si ܨ depende del volumen ܸ de 
la  fórmula  (1.1)  esto  no  se  verifica  en  general  porque  es  difícil  lograr  distribuciones 
semejantes de  tensión en volúmenes diferentes. También es difícil  lograr distribuciones 
semejantes  de  defectos,  cuando  esto  ocurre,  el  cuerpo  se  denomina Weibulliano.  Lo 
mismo ocurre cuando se estudia ܭூ஼  con respecto a ܮ.  
 
Así que se supondrá en este trabajo que todas las muestras son iguales en forma, tamaño 
y distribución de tensiones, por lo tanto se puede tomar ܸ ൌ ଴ܸ, y ܮ ൌ  ଴. Las medidas deܮ
ூ஼ܭ ௙yߪ  se detallan en la Tabla 1. Los valores de ߪ௙ se obtuvieron de [7,8] y ܭூ஼  de [9]. 
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En la columna de ܨ se ha colocado st fit”.  el ܨ “be

௙,௡൯ߪ൫ܨ ൌ
݊ െ 1/2

ܰ

 

 , ூ஼,௡൯ܭ൫ܨ ൌ
݊ െ 1/2

ܰ  (1.3)

 
 

T . Valores de ߪ௙y ܭூ஼ bseabla 1  o rvados. 

 ࢔  ࢇࡼࡹ ,ࢌ࣌ % ,ሻࢌሺ࣌ࡲ
1  506  1,79 
2  524  5,36 
3  524  8,93 
4  533  12,5 
5  542  16,07 
6  546  19,24 
7  546  23,21 
8  546  26,79 
9  555  30,36 
10  563  33,93 
11  563  37,50 
12  563  41,07 
13  563  44,64 
14  563  48,21 
15  563  51,79 
16  565  55,36 
17  569  58,93 
18  576  62,50 
19  579  66,07 
20  579  69,64 
21  579  73,21 
22  587  76,79 
23  596  80,36 
24  604  83,93 
25  604  87,50 
26  604  91,07 
27  618  94,64 
28  623  98,21 

ߜ ൌ ௡ܨ െ ௡ିଵܨ ൌ 3,57 

 ࢔ ,࡯ࡵࡷ  ࢓√ࢇࡼࡹ % ,ሻ ࡯ࡵࡷሺࡲ
1  17,75  2,27 
2  18,05  6,82 
3  18,05  11,36 
4  18,05  15,91 
5  18,05  20,45 
6  18,05  25,00 
7  18,41  29,55 
8  18,42  34,10 
9  18,68  38,64 
10  18,79  43,18 
11  18,87  47,73 
12  18,94  52,27 
13  18,94  56,82 
14  18,94  61,36 
15  18,98  65,91 
16  19,22  70,46 
17  19,27  75,00 
18  19,45  79,55 
19  19,51  84,10 
20  19,65  88,64 
21  19,71  93,18 
22  19,85  97,73 

ߜ ൌ ௡ܨ െ ௡ିଵܨ ൌ 4,54 
 
 
 

 
   



2.  DETERMINACIÓN  DE  LOS  PARÁMETROS  DE  WEIBULL  POR  EL  MÉTODO  DE  LOS 
MOMENTOS 
 
Los parámetros se pueden determinar por medio de los momentos de primer y segundo 
orden [1], ߤଵ y ߤଶ. 
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(2.1)

ூ஼
௜ୀଵ

ଶߤ
ଶ ൌ ூ஼ܭ∆

ଶ ൌ
1
ܰ ෍ሺ

ே

௜ୀଵ

ூ஼,௜ܭ െ  ഥூ஼ሻଶܭ

 
Homologándolos con los de la ܨ continua, tomando la variable ߪ como genérica 
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Donde ߁ es la función gamma de Euler 
 

ሺ݉ሻ߁   ൌ න ݁ି௧ · ݐ௠ିଵ݀ݐ
ஶ

଴
 (2.4)

 
De la ecuación (2.2) y (2.3) se obtiene div iend iembro a miembro id o m

ଶߤ

ଵߤ

 

 ൌ
ߪ∆
തߪ  (2.5)
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ߪ∆ 
തߪ ൌ

ට߁ ቀ1 ൅ 2
݉ቁ െ ଶ߁ ቀ1 ൅ 1

݉ቁ

߁ ቀ1 ൅ 1
݉ቁ

 (2.6)

 
La expresión (2.6) es un número real, obtenido de  los datos experimentales función sólo 
de m. En la figura 1, se puede ver la dependencia de ∆ߪ/ߪത con ݉, y cómo se obtiene dicho 
parámetro de  la  curva para  la  tensión de  fluencia del acero y  la  tenacidad  crítica en el 
cobre. 
 

 
Fi a cada

 .ത obtenido de la experiencia (2.1) se obtiene el ݉ correspondienteߪ/ߪ∆
gura 1. Valores de ∆ߪ/ߪത en función de ݉. Par  valor de  

Una vez obtenido el ݉ se puede obtener ߪ଴ 
 

 

଴ߪ  ൌ
തߪ െ ௅ߪ

߁ ቀ1 ൅ 1
݉ቁ

൬
ܸ

଴ܸ
൰

ି ଵ
௠

 (2.7)
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En nuestros casos supondremos como primera aproximación ߪ௅ ൎ 0 y como ܸ ൌ ଴ܸ, por 
lo tanto la ecuación (2.7) se transforma en cada caso en 
 

௙,଴ߪ  ൌ
௙ഥߪ

߁ ቀ1 ൅ 1
݉ቁ

, ூ஼,଴ܭ ൌ
ഥூ஼ܭ

߁ ቀ1 ൅ 1
݉ቁ

 (2.8)

 
En cada caso el parámetro ݉ viene dado por  los datos experimentales correspondientes. 
Los resultados obtenidos son 
 

 

௙ഥߪ ൌ ܽܲܯ 564,4  ഥூ஼ܭ  ܽൌ 18,8 ܲܯ √݉ 
∆ሺ ூ஼ሻ∆൫ߪ௙  ൯ ൌ ܽܲܯ 27,3  ܭ  ൌ 0,604   ݉√ܽܲܯ

݉ ൌ 25,9 
௙,଴ߪ ൌ  ܽܲܯ 578,2

 ݉ ൌ 39,3
ூ஼,଴ܭ ൌ 19,1  ݉√ ܽܲܯ

 

(2.9)

 
Si se construyen con estos parámetros las curvas teóricas, se obtienen las figuras 2 y 3. 
 

 
Figura 2. Datos experimentales y curva teórica de ߪ௙, tensión de fluencia, con ߪ௙,௅ ൌ 0. 
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Figura 3. Datos experimentales y curva   ,ூ஼ܭ 
 

 teórica de
tenacidad límite en modo I, con ܭூ஼,௅ ൌ 0. 

 

Para afinar el ajuste se puede variar ߪ௅ de acuerdo al conjunto ൛0 ൑ ௅ߪ
௝ ൑ ௅ߪ ௜ൟ, siߪ

௝ fuera 

mayor  que  algún ߪ௜ la  cantidad  dentro  del  paréntesis  sería  negativa  y  como ݉ es  un 
número real  las fórmulas no tendrían sentido, porque aparecería un número  imaginario. 

Los  valores  de ߪ௜
௝,  lo mismo  que ߪఫതതത, ∆ଶߪ௝ y ݉௝ están  determinados  por  las  siguientes 

ecuaciones 
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ୀ

 
௜ ଵ
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݉௝ቁ
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(2.10)
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Con las ecuaciones de (2.10) se determinan los nuevos ݉௝ y ߪ଴
௝para cada ߪ௅

௝ 



଴ߪ 
௝ ൌ

ఫതതതߪ

߁ ቀ1 ൅ 1
݉௝ቁ

 (2.11)

 

El  error medio  cuadrático  entre  cada  curva  con ൛ߪ௅
ଵ, ௅ߪ

ଶ, … , ௅ߪ
௝, … , ௅ߪ

ெൟ y  los  valores 
experimentales  se determina con  las diferencias, para cada ܨ௜, entre el valor de ߪ௜

௝ y el  
 ௜, este último valor experimentalߪ

 

 

௜ߪߜ
௝ ൌ ߪ െ ௜ߪ

௝ ௜

∆ଶሺߪߜ௝ሻ ൌ
1
ܰ

 

෍൫ߪ௜ െ ௜ߪ
௝൯ଶ

ே

௜ୀଵ

 
(2.12)

 

El mínimo ∆ଶሺߪߜ௝ሻ nos da el ߪ௅ buscado como se ve en las figuras 4 y 5. 
 

Figura 4. Determinación del parámetro ߪ௙,௅ de la fluencia del acero, ߪ௙,௅ ൌ  .ܽܲܯ 0
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Figura 5. Determinación del parámetro ܭூ஼,௅ del cobre, ܭூ஼,௅ ൌ  .݉√ܽܲܯ 0
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3. CÁLCULO DE LA DISEPERSIÓN DE LOS PARÁMETROS 
 
Para  obtener  con  que  error  se  determinaron  los  parámetros  de Weibull ݉, ߪ଴ y ߪ௅,  se 
pueden  usar  dos  caminos.  El  primero  sería  hacer  un  gran  número  de  experiencias, 

digamos ܰܯ y  para  cada  grupo  de ܰ௝ de  ellas  determinar ݉௝, ߪ଴
௝ y ߪ௅

௝con  sus  valores 
medios y sus dispersiones. Esto es bastante costoso, si se partió con 30 ensayos se harían 
30 experiencias de 30 ensayos  cada una,  con  lo  cual habría que hacer un  total de 900 
ensayos, con un alto costo en tiempo y trabajo. El otro camino más rápido y económico es 
el de la simulación numérica, también llamad método de Montecarlo. o 

Para la simulación se determina un conjunto ܯ de ܰ números aleatorios. 
 

 
 ൛0 ൑ ௜ߤ

௝ ൑ 1ൟ, ݅ ൌ 1,2, … , ܰ, ݆ ൌ 1,2, … , (3.1) ܯ
 

Estos  números  aleatorios  se  igualan  a  los ܨ௜
௝ con  los  cuales  se  calculan  los ߪ௜

௝que 
corresponden  
 

௜ߤ 
௝ ൌ ௜ܨ

௝ ൌ 1 െ ݌ݔ݁ ቈቆ
௜ߪ

௝ െ ௅ߪ

଴ߪ
ቇ

௠

቉ (3.2)

 

Para  determinar  los ߪ௜
௝se  usan  los  parámetros  que  se  obtuvieron  en  la  sección  2.  Así 

obtenemos 
 

௜ߪ 
௝ ൌ ௅ߪ ൅ ଴ߪ ൤݈݊ ൬

1
1 െ ௜ߤ

௝൰൨
ଵ/ ௠

 (3.3)

 

Cada grupo ൛ߪ௜
௝ൟ se determinan con el método desarrollado antes los parámetros ݉௝, ߪ଴

௝ 

y ߪ௅
௝, del  conjunto ൛݉௝, ଴ߪ

௝, ௅ߪ
௝ൟ   se  calculan  los valores medios y  sus dispersiones.  Los 

resultados se presentan en la tabla 2. 
 
Como cada parámetro engend ത௅ߪ  േ  ௅, o sea:ra 3 curvasߪ∆ ഥ݉ േ ത଴ߪ , ݉∆ േ ଴ yߪ∆  

 

 
ഥ݉ , ഥ݉ ൅ ∆ ഥ݉ , ഥ݉ െ ∆ ഥ݉;

,ത଴ߪ ത଴ߪ ൅ ,ത଴ߪ∆ ത଴ߪ െ ;ത଴ߪ∆
,ത௅ߪ ത௅ߪ ൅ ,ത௅ߪ∆ ത௅ߪ െ ;ത௅ߪ∆

 
 (3.4)
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Tabla 2. Los parámetros y sus dispersiones. 
Parámetro  Promedio   Dispersión 

   ࢌ࣌
 

 ൯ࢌ൫࣌࢓ 26.6  6.5 
,૙,ࢌ࣌  ࢇࡼࡹ 578.3  4.8 
,ࡸ,ࢌ࣌  ࢇࡼࡹ 6.7   13.7 

   ࡯ࡵࡷ
 

  ሻ࡯ࡵࡷሺ࢓ 42.32  7.95 
,૙,࡯ࡵࡷ  ࢓√ࢇࡼࡹ 19.06  0.10 

,ࡸ,࡯ࡵࡷ  ࢓√ࢇࡼࡹ 0.08  0.13 

 
Por  lo  tanto  se  pueden  trazar 3 ൈ 3 ൈ 3 ൌ 27 curvas  que  encierran  los  valores  que  se 
pueden obtener para un nuevo conjunto de muestras del mismo origen. La probabilidad 
de  que  una muestra  esté  dentro  de  esa  zona  se  obtiene  a  partir  de  la  distribución  de 
errores ݔ o apartamientos de la media. Esa distribución está dada por la función de Gauss  
 

 ݂ሺݔሻ ൌ
1

ߨ√
݁ି௫మ (3.5)

 
Por lo tanto se verifica que 
 

 න ݂ሺݔሻ݀ݔ
ାஶ

ିஶ
ൌ න

݁ି௫మ

ߨ√

ାஶ

ିஶ
ݔ݀ ൌ 1 (3.6)

 
El valor medio es 
 

ҧݔ  ൌ න
ݔ · ݁ି௫మ

ߨ√

ାஶ

ିஶ
ݔ݀ ൌ 0 (3.7)

 
El valor medio cuadrático es 
 

ଶതതതݔ  ൌ
1

ߨ√
න ଶݔ · ݁ି௫మ

ାஶ

ିஶ
ݔ݀ ൌ

1
2 (3.8)

 
La dispersión 
 

 ሺ∆ݔሻଶ ൌ ଶതതതݔ െ ҧଶݔ ൌ
1
2 , ݔ∆ ൌ

1
√2

ൎ 0.7071 (3.9)



La probabilidad de que un evento ocurra en el intervalo ሾെ∆, ൅∆ሿ es 
 

 ܲሺ∆ሻ ൎ
2

ߨ√
න ݁ି௫మ

଴.଻଴଻ଵ

଴
ݔ݀ ൎ 0.683 ൌ 68.3% (3.10)

 
La probabilidad de que ocurra en el intervalo ሾെ2∆, ൅2∆ሿ es 
 

 ܲሺ2∆ሻ ൎ
2

ߨ√
න ݁ି௫మ

ଵ.ସଵସଶ
ݔ݀ ൎ 0.954 ൌ 95.4% 

଴

Si  trazamos  las  curvas  (3.4)  para ߪ௙ y ܭூ஼  se  tiene  una  zona  donde  la  ocurrencia  es  de 

68.3%,  si  queremos  más  seguridad  y  usamos േ2∆ se  puede  tener  una  seguridad  del 
95.4%. En las figuras 6, 7, 8 y 9 se pueden ver la forma que tienen las curvas. 

(3.11)

 

 
Si se toman logaritmos en la ecuación (1.1) se obtiene  
 

 ݈݊ ൤݈݊ ൬
1

1 െ ൰൨ܨ ൌ ݉ · ݈݊ሺߪ െ ௅ሻߪ െ ݉ · ݈݊ሺߪ଴ሻ (3.12)

 
Figura 6. Curvas de probabilidad acumulativa de la tensión de fluencia del acero para los 

parámetros más y menos su dispersión. 

12 
 



La  expresión  (3.12)  permite  una  representación  lineal  en  función  de ݈݊ ቂ݈݊ ቀ ଵ
ଵିி

ቁቃ y 
݈݊ሺߪ െ   .௅ሻߪ
 
Si  se  quiere  encontrar  la  tensión  de  fluencia  o  la  tenacidad  crítica  para  un  valor  de 
probabilidad  de  falla  acumulativa dado ܨ௖ hay  que  tomar  de  la  intersección  de  la  recta 
ܨ ൌ  ௖ conܨ las  curvas,  la que da el valor de ߪ௙ y ܭூ஼  menor, que es  la que dará el valor 

correcto. Para valores muy pequeños de ܨ௖ se debe usar los gráficos logarítmicos. 
 
Eventualmente,  si  hay  puntos  ሺܨ, ሻߪ  que  salen  de  la  zona  de  las  curvas,  pueden 
eliminarse, por ser poco probables, y  rehacer  los cálculos sin ellos. En el presente caso, 
como  el  apartamiento  casi  no  existe,  el  eliminar  dichos  puntos  altera  muy  poco  los 
cálculos y se deja de lado. En los gráficos presentados en las figuras 6, 7, 8 y 9 no hay 27 
curvas,  sino  9  porque  la  influencia  de ߪ௅ es muy  pequeña  y  no  hay  diferencia  en  los 
gráficos entre ߪ௅ ൅ ௅ߪ ௅ yߪ∆ െ  .ூ஼ܭ ௙ yߪ son genéricos para ߪ ௅, losߪ∆

 

 
Figura 7. Representación logarítmica de la figura 6. 
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Figura 8. Curvas de probabilidad acumulativa de la tenacidad crítica del cobre para los 

parámetros más y menos su dispersión. 

 
Figura 9. Representación logarítmica de la figura 8. 

14 
 



4.  DETERMINACIÓN  DE  LOS  PARÁMETROS  POR  EL  MÉTODO  DE  LOS  MÍNIMOS 
CUADRADOS 
 
Como se hizo anteriormente la expresión de la probabilidad acumulativa de Weibull se 
puede linealizar  
 

ሻߪሺܨ  ൌ  1 െ ݌ݔ݁ ቈെ
ܸ

଴ܸ
൬

ߪ െ ௅ߪ

଴ߪ
൰

௠

቉ , ߪ ൒ ௅ (4.1)ߪ

 

 ݈݊ ൤݈݊ ൬
1

1 െ ሻ൰൨ߪሺܨ ൌ ݉ · ݈݊ሺߪ െ ௅ሻߪ െ ݉ · ݈݊ሺߪ଴ሻ ൅ ݈݊ ൬
ܸ

଴ܸ
൰ (4.2)

 

El  término ݈݊ ቀ ௏
௏బ

ቁ pone de manifiesto  la dependencia del volumen,  tomando  como ejes 

coordenados ݈݊ ቂ݈݊ ቀ ଵ
ଵିிሺఙሻ

ቁቃ y ݈݊ሺߪ െ  ௅ሻ, la ecuación (4.2) se representa como una rectaߪ

y el  término ݈݊ ቀ ௏
௏బ

ቁ la desplaza de  forma paralela a si misma dependiendo si ܸ ڙ ଴ܸ. En 

nuestro caso 
௏
௏బ

ൌ 1. Los valores de ܨ están dados por ܨ௜ ൌ ௜ିଵ/ଶ
ே

 y los correspondientes ߪ 

son medidas  experimentales.  Para  determinar  los  valores  de ݉, ߪ଴ y ߪ௅ se  procede  por 
aproximaciones sucesiva tomando primeramente ߪ௅ ൌ 0. Llamamoss   a  

݈݊ ൤݈݊ ൬
1

1 െ ܨ

 

 
௜
൰൨ ൌ ,௜ݕ ݈݊ሺߪ௜ െ ௅ሻߪ ൌ ,௜ݔ ௜ܨ ൌ

݅ െ 1/2
ܰ  (4.3)

 
Las ecuaciones del sistema de medidas es 
 
௜ݕ  ൌ ܽ · ௜ݔ ൅ ݅ ൌ 1,2, … , ܰ ܾ,

Como se ve hay muchos más valores de ሺݔ௜,  ௜ሻque coeficientes, que son sólo ܽ y ܾ. Paraݕ
determinarlos se trata de hacer mínimo la suma del cuadrado de las diferencias entre los 
pares ሺݔ௜,  .௜ሻ y los valores que toma la ecuación con ܽ y ܾ buscadosݕ

(4.4)
 

 

ܧ  ൌ  ෍ሾݕ௜ െ ሺܽ ·
ே

௜ୀଵ

௜ݔ ൅ ܾሻሿଶ ൌ ݉í݊݅݉݋  (4.5)

 
Las condiciones son 
 

15 
 



 

ܧ߲
߲ܽ ൌ  2 · ൥෍ ௜ݕ െ ൭ܽ · ܰ ൅ ܾ · ෍ ௜ݔ

ே

௜ୀଵ

൱
ே

௜ୀଵ

൩ ൌ 0  

 
ܧ߲
߲ܾ ൌ  2 · ൥෍ ௜ݔ · ௜ݕ െ ൭ܽ · ෍ ௜ݔ

ே

௜ୀଵ

൅ ܾ · ෍ ௜ݔ
ଶ

ே

௜ୀଵ

൱
ே

௜ୀଵ

൩ ൌ 0  

(4.6)

 
De donde 
 

 

ܽ ൌ
ܰ · ሺ∑ ௜ݔ · ௜ݕ

ே
௜ୀଵ ሻ െ ሺ∑ ௜ݔ

ே
௜ୀଵ ሻ · ሺ∑ ௜ݕ

ே
௜ୀଵ ሻ

ܰ · ∑ே
௜ୀ

ே
௜ሺ ௜ݔ

ଶ
ଵ ሻ െ ሺ∑ ௜ୀଵݔ ሻଶ  

 

ܾ ൌ
ሺ∑ ௜ݔ

ே
௜ୀଵ ሻ · ሺ∑ ௜ݕ

ே
௜ୀଵ ሻ െ ሺ∑ ௜ݔ · ௜ݕ

ே
௜ୀଵ ሻሺ∑ ௜ݔ

ே
௜ୀଵ ሻ

ܰ · ሺ∑ ௜
ଶே

௜ୀ ௜ݔ
ே
௜ୀଵ ሻଶ

(4.7)

ଵݔ ሻ െ ሺ∑  

 
La  forma de proceder es para diferentes ሼߪ௅ ൑  ௜ሽ, determinarߪ los  valores de ܽ y ܾ que 
hacen mínimo el error ܧ y por lo tanto los de ݉ y ߪ଴ y dados los ሼߪ௅ሽ obtener el “mínimo 
minimorum” de ܧ. En  los casos  tratados  se obtuvo  resultados concordantes con  los del 
punto 2. Se calculan  los coeficientes de determinación ܴଶ en cada uno de  los casos. Los 
resultados se presentan en las figuras 10 y 11. 
 
 

Tabla 3. Parámetros según los métodos utilizados. 

Parámetro  Método de los Momentos Mínimos Cuadrados 
 ൯ࢌ൫࣌࢓ 25.9 ± 6.5  24.7 ± 6.5 

,૙,ࢌ࣌ ࡹ ࡼࢇ   578.2 ± 4.8  575.8 ± 4.8 
,ࡸ,ࢌ࣌  ࢇࡼࡹ 0.0 ± 13.7  0.0 ± 13.7 
  ሻ࡯ࡵࡷሺ࢓ 39.25 ± 7.95  34.95 ± 7.95 

,૙,࡯ࡵࡷ  ࢓√ࢇࡼࡹ 19.08 ± 0.10  19.10 ± 0.10 

,ࡸ,࡯ࡵࡷ  ࢓√ࢇࡼࡹ 0.08 ± 0.13  0.08 ± 0.13 
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Figura 10. Ajuste de datos con el método de mínimos cuadrados para ߪ௙,௅ nulo. 
 

 

 
Figura 11. Ajuste de datos con el método de mínimos cuadrados para ܭூ஼,௅ nulo. 
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5. NÚMERO DE ENSAYOS NECESARIOS 
 
Siempre que se fija una probabilidad acumulativa de diseño ܨ௖ hay que fijar una tolerancia 
 ,௖ߪ sino se corre el riesgo de que ningún conjunto de materiales pueda para un cierto ,ܨߜ
obtenido  de  los  parámetros  previos  y ܨ ,  pueda  satisfacer  el ܨ௖ .  Para  ello  hay  que 
determinar  en  función  de ܨ y ܨߜ los  valores  de ߪߜ ,݉ߜ଴ y ߪߜ௅ dentro  de  cuyo  rango  la 
probabilidad  acumulativa  estará  dentro  del  intervalo ሺܨ, ܨ ൅  .ሻܨߜ Es  fácil  ver  que  se 
establecen las siguientes ecuaciones. 
 

 

݈݊ ൤݈݊ ൬
1

1 െ ൰൨ܨ ൌ ݉ · ݈݊ ൬
ߪ െ ௅ߪ

଴ߪ
൰ 

 

݈݊ ൤݈݊ ൬
1

1 െ ሺܨ ൅ ሻ൰൨ܨߜ ൌ ሺ݉ ൅ ሻ݉ߜ · ݈݊ ൬
ߪ െ ௅ߪ

଴ߪ
൰ 

(5.1)

 
 

 

൤݈݊ ൬
1

1 െ ൰൨ܨ
ଵ/௠

ൌ ൬
ߪ െ ௅ߪ

଴ߪ
൰ 

 

൤݈݊ ൬
1

1 െ ሺܨ ൅ ሻ൰൨ܨߜ
ଵ/௠

ൌ ൬
ߪ െ ௅ߪ

଴ߪ ൅ ଴ߪߜ
൰ 

(5.2)

 
 

 

൤݈݊ ൬
1

1 െ ൰൨ܨ
ଵ/௠

ൌ ൬
ߪ െ ௅ߪ

଴ߪ
൰ 

 

൤݈݊ ൬
1

1 െ ሺܨ ൅ ሻ൰൨ܨߜ
ଵ/௠

ൌ ൬
ߪ െ ሺߪ௅ ൅ ௅ሻߪߜ

଴ߪ
൰ 

(5.3)

 
A partir de las ecuaciones (5.1), (5.2) y (5.3) se obtiene que las variaciones ߪߜ ,݉ߜ଴ y ߪߜ௅ 
compatibles con ܨߜ  

 

݉ߜ
݉ ൌ

݈݊ ൤݈݊ ൬ 1
1 െ ሺܨ ൅ ሻ൰൨ܨߜ

݈݊ ቂ݈݊ ቀ 1
െ 1ܨ ቁቃ

െ 1 

 

଴ߪߜ

଴ߪ
ൌ  ൦

݈݊ ቀ 1
1 െ ቁܨ

݈݊ ൬ 1
1 െ ሺܨ ൅ ሻ൰ܨߜ

൪

ଵ/௠

െ 1 

 

(5.4)

18 
 



௅ߪߜ

ߪ െ ௅ߪ
ൌ 1 െ ൦

݈݊ ൬ 1
1 െ ሺܨ ൅ ሻ൰ܨߜ

݈݊ ቀ 1
െ 1ܨ ቁ

൪

ଵ/௠

 

 

En  las  fórmulas  (5.4) hay que tener en cuenta ܨߜ positivo y el valor –  obviamente no ܨߜ
cuenta.  
 
A partir de  la matriz de Fischer, se obtiene que  las dispersiones ∆݉, ∆ߪ଴ y ∆ߪ௅ obedecen 
la ley 
 

 

∆݉ ൌ
1

√ܰ
݂ሺ݉, ,଴ߪ  ௅ሻߪ

 

଴ߪ∆ ൌ
1

√ܰ
݃ሺ݉, ,଴ߪ  ௅ሻߪ

 

௅ߪ∆ ൌ
1

√ܰ
݄ሺ݉, ,଴ߪ  ௅ሻߪ

(5.5)

 
De la misma manera 
 

 

݉ߜ ൌ
1

ඥ ௠ܰ
݂ሺ݉, ,଴ߪ  ௅ሻߪ

 

଴ߪߜ ൌ
1

ඥ బఙܰ
݃ሺ݉, ,଴ߪ  ௅ሻߪ

 

௅ߪߜ ൌ
1

ඥ ఙܰಽ

݄ሺ݉, ,଴ߪ  ௅ሻߪ

(5.6)

 
De las ecuaciones (5.5) y (5.6) se obtiene 

 

ܰ௠ ൌ ܰ · ൬
∆݉
൰݉ߜ

ଶ

 
 

ఙܰబ ൌ ܰ · ൬
଴ߪ∆

଴ߪߜ
൰

ଶ

 

 

ఙܰಽ ൌ ܰ · ൬
௅ߪ∆

௅ߪߜ
൰

ଶ

 

(5.7)
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Si hacemos ܨ ൌ 10ି଻y ܨ ൅ ܨߜ ൌ 10ି଺ los valores obtenidos en los dos casos son 
 

௙,௖ߪ ൌ ൞ ܽܲܯ 339  
݉൫ߪ ൯ ൌ 25.9, ݉ߜ ௙൯ߪ ൌ 3.7, ܰ ൫ߪ   

ܽ ܽ ܰ 1  
௙ ௠ ௙

௙,଴ߪ ൌ 578.2 ܲܯ , ௙,଴ߪߜ ൌ 49.2 ܲܯ , ఙ೑,బ ൌ
௙,௅ߪ ൌ 0.0 ,ܽܲܯ ௙,௅ߪߜ ൌ 31.5 ,ܽܲܯ ఙܰ ,ಽ ൌ 6 

൫ ൯ ൌ 87
(5.8)

೑

 

ூ஼,௖ܭ ൌ ൞ ݉√ܽܲܯ 13.4  

݉ሺܭ ሻ ൌ 39.25, ܭሺ݉ߜ ሻ ൌ 5.61, ܰ ሺܭ ሻ ൌ 45   ூ஼ ூ஼ ௠ ூ஼

ூ஼,଴ܭ ൌ 19.08 ,݉√ܽܲܯ ூ஼ܭߜ ൌ 1.09 ଴,ܽܲܯ √݉, ௄ܰ಺಴, ൌ 1
ூ஼,௅ܭ ൌ 0.00 ܽܲܯ

బ   
√݉, ூ஼ܭߜ ൌ 0.81 ,݉√ܽܲܯ ௄ܰ಺಴,ಽ ൌ 1 

(5.9)
,௅

 
Debe  tomarse  el mayor  de  los  valores  de ܰ௠,  ఙܰబ,  ఙܰಽ en  (5.8)  y  (5.9),  con  lo  que  se 

obtiene  ఙܰ೑ ൌ 87 y  ௄ܰ಺಴ ൌ 45 como número de probetas a ensayar. 
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6. PRECISIÓN NECESARIA EN LOS ENSAYOS 
 
Lo último que queda por averiguar es con qué precisión se deben hacer los ensayos para 
que todo lo anterior sea válido. Es decir, que es necesario que los errores de los ensayos 
no enmascaren  las fluctuaciones en  las propiedades del material. Definimos el error que 
podemos apreciar como la diferencia entre el valor experimental ߪ௜௘ y el ajustado ߪ௜௔ para 
cada ܨ௜. 
 
ߜ 

Esos errores tienen un valor medio ߪߜത

௜ߪ ൌ ௜௘ߪ െ ௜௔ (6.1)ߪ

തതത
 

 

ߪߜ

y una dispersión 
 

 

തതതത ൌ ௜௘ߪ െ ௜௔ߪ ൌ 0 
 

∆ሺߪߜሻ ൌ ඩ
1
ܰ ෍ ௜ߪߜ

ଶ
௡

௜ୀଵ

 
(6.2)

 

En  el  primer  caso  de  (6.2)  el  valor  medio  de ߪߜ௜,  o  sea, ߪߜതതതത ൌ 0,  debido  a  que  son 
igualmente probables  tanto  los valores positivos como  los negativos.  Los ߪߜ௜, entonces, 
obedecen a la distribución de Gauss 
 

 ݂ሺߪߜሻ ൌ
1

∆ሺߪߜሻ√2ߨ
݌ݔ݁ ቆെ

ߪߜ
∆ሺߪߜሻ√2

ቇ
ଶ

 (6.3)

 
La probabilidad total acumulada de (6.3) es 1, como es fácil ver 
 
 

 

ሺ∞ሻܨ ൌ න ݂ሺߪߜሻ
ାஶ

݀ሺߪߜሻ ൌ 1 
ିஶ

ݔ ൌ  
ߪߜ

∆ሺߪߜሻ · √2

 

, ݀ሺߪߜሻ ൌ  ሻ√2ߪߜሺ∆ ݔ݀

 

න ݁ି௫మ݀ݔ
ାஶ

ିஶ
ൌ ,ߨ√ න ݁ି௫మ݀ݔ

ାஶ

଴
ൌ

ߨ√
2  

(6.4)

 
La probabilidad acumulativa ߪߜ es 
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ሻߪߜሺܨ  ൌ න ݂ሺߪߜሻ
ఋఙ

ିஶ
݀ሺߪߜሻ ൌ න ݂ሺߪߜሻ

଴

ିஶ
݀ሺߪߜሻ ൅ න ݂ሺߪߜሻ

ఋఙ

଴
݀ሺߪߜሻ  (6.5)

 
Con el cambio de variable usado en (6.4) 
 

ሻߪߜሺܨ ൌ
1

ߨ√
න ݁ି௫మ݀ݔ

ାஶ

଴
൅

1
ߨ√

න ݁ି௫మ݀ݔ ൌ
1
2 ൅

1
2 ݂ݎ݁ ቆ

ߪߜ
∆ሺߪߜሻ√2

ቇ
ఋఙ/∆ሺఋఙሻ√ଶ

଴
    

(6.6)

 
 
Donde la función erf ሺݔሻ está caracterizada por 

 
ሻݔሺ݂ݎ݁ ൌ

2
ߨ√

න ݁ି௫మ݀ݔ
௫

଴
 

 
ሺ0ሻ݂ݎ݁ ൌ 0, ሺ∞ሻ݂ݎ݁ ൌ 1, ሻݔሺെ݂ݎ݁ ൌ െ݂݁ݎ ሺݔሻ   

(6.7)

 

Simulamos una serie de errores en ܯ ensayos con una distribución en base a un  ∆ሺߪߜሻ y 
con  el  conjunto ൛0 ൑ ௜ߤ

௝ ൑ 1ൟ con ݅ ൌ 1,2, … , ܰ y ݆ ൌ 1,2, … ,  se ܯ obtiene  un  conjunto 

൛ߪߜ௜
௝ൟ debido a que se hace ܨሺߪߜ௜

௝ሻ ൌ ௜ߤ
௝ y mediante (6.6) se obtiene ൛ߪߜ௜

௝ൟ.  
 

 
൛ߤ௜

௝ൟ ݕ ∆ሺߪߜሻ
.

֜ ௜ߤ
௝ ൌ

1
2 ൅

1
2 ݂ݎ݁ ቆ

௜ߪߜ
௝

∆ሺߪߜሻ√2
ቇ 

 
൛ ௝ .

൛ߪ௜ െ ௜ߪߜ
௝ ൟ ߪߜ௜ ൟ ֜

Con  cada  conjunto ൛ߪߜ௜
௝ൟ  

.
֜  ൛ߪ௜ െ ௜ߪߜ

௝ ൟ  se  obtienen  valores  de ݉௝, ߪ଴
௝ y ߪ௅

௝,  o  sea,  

൛݉௝, ଴ߪ
௝, ௅ߪ

௝ൟ. Si en función de ∆ሺఋఙሻ
ఙഥ

(6.8)

 

 obtenemos ݉௝, ߪ଴
௝ y ߪ௅

௝ el valor de 
∆ሺఋఙሻ

ఙഥ
 para el que 

݉ െ ∆݉ ൑ ݉௝ ൑ ݉ ൅ ∆݉ ,  ଴ߪ െ ଴ߪ∆ ൑ ଴ߪ
௝  ൑ ଴ߪ ൅ ଴ߪ∆  y ௅ߪ  െ ௅ߪ∆ ൑ ௅ߪ

௝  ൑ ௅ߪ ൅ ௅ߪ∆ , 

nos  da  para  el menor  de  los  tres 
∆ሺఋఙሻ

ఙഥ
,  el ∆ሺߪߜሻ admisible.  Luego  el  error ߪߜ siempre 

debe ser menor al ∆ሺߪߜሻ menor de los ∆ሺߪߜሻ. En las figuras 12, 13, 14 y 15 se presentan 
los resultados de estos cálculos. No se presentan los gráficos para el parámetro ߪ௅ en cada 
uno de los casos debido a que su influencia es muy pequeña. 
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Figura 12. Parámetro ݉ሺߪ௙ሻ en función del error específico de medición. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

23 
 



 
Figura 13. Parámetro ߪ௙,଴ en función del error específico de medición. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 14. Parámetro ݉ሺܭூ஼ሻ en función del error específico de medición. 
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Figura 15. Parámetro ܭூ஼,଴ en función del error específico de medición. 

7. CONCLUSIONES 
 
Con  los cálculos desarrollados en este  trabajo, podemos establecer  los  siguientes pasos 
para un procedimiento de diseño: 

1. Se elige un material y se dan la probabilidad de falla ܨ  la tolerancia ܨߜ. 
 

 y
2. Se  ensaya  un  número  relativamente  pequeño  de ܰ probetas,  por  ejemplo  un 

número entre 10 y 30. 
3. Con  el  resultado  de  los  ensayos  se  determinan  los  parámetros ݉, ߪ଴ y ߪ௅ y  sus 

dispersiones  con  el  método  de  la  simulación.  Eventualmente  se  eliminan  los 
puntos  que  están  fuera  de  la  banda ݉ ത଴ߪ , ݉∆ േ ଴ߪ∆  y ߪത௅ േ ௅ߪ∆  y  se  vuelve  a 

determinar ݉, ߪ଴ y ߪ௅  
ഥ േ

.
4. Con  los  valores  de ߪ∆ ,݉∆ ,ܰ ,ܨߜ ,ܨ଴ y ∆ߪ௅ se  puede  determinar  el  número  de 

ensayos necesarios para determinar los parámetros cuya dispersión de un valor ܨ’  
tal que  ܨ’ ൑ ܨ ൅  .y la precisión de las medidas ,ܨߜ

5. De  lote  de  material  que  se  usará  definitivamente  se  ensayan  el  número  de 
muestras determinado en el punto 4. Se determinan  los parámetros y para el ܨ 
dado, se encuentra el ߪ௖ de cálculo. 

6. Por  seguridad  se  puede  repetir  el  proceso  desde  los  puntos  1  a  4  y  si  todo 
concuerda, los resultados serán definitivos. 

 
Los métodos que se han usado son los más prácticos. Otros métodos de la estadística pura 
que se supone son más exactos, son de elaboración más compleja, aunque finalmente dan 
el mismo resultado. 
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