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1-Introduccioén.

El comportamiento de una carga eléctrica acelerada, con independencia de la fuerza
aceleradora, es un problema limite de la fisica clasica. La radiacion de un sistema de
cargas es un hecho descrito en el teorema de Pointing; consecuencia légica de las
ecuaciones de Maxwell. El punto clave es la interpretacion del vector de Pointing
(S=ExH), que aparece en este teorema, como flujo de energia radiada en base al
principio de conservacion de la energia de un sistema electromagnético. Desde esta
perspectiva se puede pensar que la radiacion, como la energia potencial, es un
comportamiento asociado al sistema de cargas, no a las cargas individuales. En este
sentido se habla en los textos de radiacion dipolar, cuadripolar.... Sin embargo en la
teoria clasica se ve inmediatamente que la radiacion de un sistema de cargas se
puede calcular si se conoce el movimiento de dichas cargas, ya que esto es suficiente
para determinar los campos que aparecen en el vector de Pointing. Hay una relacién
directa entre el movimiento del sistema de cargas y la radiacion. H.A. Lorentz fue mas
alla y amplié el resultado para una carga aislada que resulte ser acelerada de
cualquier modo (campo magnético, gravedad,...), independientemente de la existencia
de una energia potencial electromagnética. Demostr6 que el campo en las
proximidades de una carga con simetria esférica resulta distorsionado por los efectos
conjuntos de la aceleracién de dicha carga y la velocidad de propagacion finita de las
alteraciones del campo. Esta distorsion genera una “auto-fuerza’l3] neta del campo
sobre la particula, sobre su propia fuente, tal que el desplazamiento de esta fuerza
puede representar, al menos en ciertos casos, la energia electromagnética radiada. De
este modo Lorentz no atribuye la radiacion a la aceleracion relativa entre las cargas
del sistema, tal como seria de esperar si hubiese relaciéon con la energia potencial,
sino a la aceleracion de una carga respecto de cualquier sistema de coordenadas
inercial. Una carga puntual acelerada emite energia e impulso en forma de radiacion.
La razon de esta atribucion es la existencia de energia emitida, en forma de
oscilaciones del campo electromagnético de la particula, en zonas relativamente
alejadas de la particula denominadas campo de radiacion. El observador en el campo
de radiacién puede relacionar esta energia con un suceso ocurrido en el punto que
ocupaba la carga en un tiempo anterior al actual. Este tiempo de retardo corresponde
a la velocidad de propagacion de una sefial electromagnética desde la particula y el
suceso aludido es un cambio en la velocidad del punto cargado. En cuanto a la
conservacion de la energia, la energia de radiacion se extrae directamente de la
energia cinética mecanica de la particula cargada, no directamente de la energia
potencial del sistema electromagnético.

2-La féormula de Larmor.

Supongamos una superficie esférica en el campo de radiacidbn cuyo centro esta
ocupado por la carga acelerada. La energia que sale de esa superficie en forma de
radiacion electromagnética en la unidad de tiempo esta dada por la formula de Larmor

dw  g°

dt 67e,C° [a(t - T)]2




Enrique Cantera del Rio Radiacion de una carga acelerada 4

donde g es el valor de la carga eléctrica, a es su aceleracion y 1 corresponde al retardo
mencionado anteriormente. La causa de la energia radiada en el instante t es la
aceleracion de la carga en el instante t - 1.

Siguiendo las ideas expuestas, podemos buscar una fuerza cuyo desplazamiento
genere esta energia radiada. Si esta fuerza existe y cumple las leyes de Newton debe
ser

ZEi = maDEext +Er = ma

donde el subindice “ext” indica la resultante de fuerzas externas y el subindice “r’
indica la “auto-fuerza” de Lorentz entre la particula y su propio campo. Dado que el
efecto de esta fuerza es disminuir la energia cinética de la particula y emitirla como
radiacién podemos poner

[F -dF:—jG L la@] ot

3
7T&C

Note el lector que ahora estamos prescindiendo del retardo. Las fuerzas Newtonianas
son magnitudes esencialmente locales y deberian referirse a observadores locales a la
particula y no a observadores en el campo de radiacién. En principio esto no deberia
ser ningun problema, ya que hemos visto que la energia que llega al campo de
radiacién procede de la aceleracion de la carga y dicha energia deberia estar, en el
tiempo correspondiente, tan cercana a la carga como queramos.
Fredr=——31 _aedv=—-3 _(d@vea)-veda)= (v=dr/dt)
67g,C 675,C
Foo—9 98l 47— 9 4@ea)
6rg,c” dt 67e,C

Resulta que la fuerza de auto-frenado derivada por Abraham-Lorentz es el segundo
término del paréntesis anterior. ¢ da
Fr = 0
6rg,c’ dt

Segun nuestro desarrollo esta fuerza se puede sostener en los casos en que la
velocidad y la aceleracion sean siempre perpendiculares o para movimientos
oscilatorios de modo que el promedio integral del segundo miembro en un periodo sea

cero T > 43 5
[[Fr- 2 ledr=—"_vea
5 67’ dt 67&,C

Si aceptamos todo esto, la ley Newton para el caso de una carga acelerada resulta ser

0

— 2 a p—
[1] Fex + g 3 da =ma (2.1
6rg,c” dt

En el caso en que la fuerza externa sea oscilatoria (no forzada) podemos poner, en
una dimension
2 g®> d®x  d*
67g,C” dt dt
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ecuacion ampliamente estudiada en la bibliografia y con consecuencias fisicamente
asumibles. Pero para el caso en que la fuerza externa sea constante la ecuacion
diferencia es sencilla y tiene como solucion

C 2
Fet — : q

a=—+ae'’; 7= -
6rg,mc

que predice una aceleracion constante o bién una auto-aceleracion o aumento
exponencial espontdneo de la aceleracién. La discrepancia con las situaciones reales
es radical. En los aceleradores de particulas cargadas, donde se puede contrastar
este resultado, no ocurre nada parecido. ¢(No hemos conseguido una reduccion al
absurdo? Repasemos los puntos importantes intentando no repetir los mismos errores.

3-Laradiacion procede de la energia cinética de la particula.

Imaginemos un objeto en movimiento en nuestro sistema de coordenadas.
Introducimos en este objeto cierta cantidad de carga eléctrica de modo que la
modificacion de masa sea despreciable; lo ponemos en un campo magnético
(exclusivamente magnético) externo. Debido a la fuerza magnética qvxB el objeto
experimentara una fuerza normal a su trayectoria y debido a la aceleracion generada
la carga empezara a emitir radiacién electromagnética. La emision de radiacion se
hace a costa de la energia cinética del objeto y finalizar4 cuando el objeto acabe en
reposo en nuestro sistema de coordenadas. Este fenbmeno se constata en ciertos
aceleradores de particulas (ciclotrones) y por tanto podemos considerar que existe
soporte experimental para considerar que se puede transformar integramente energia
cinética en radiacion.

En el apartado previo hemos utilizado la férmula de Larmor pero tomando la
aceleracion instantanea, en vez de la retardada, con el objeto de introducir una fuerza
asociada a la radiacion. En el siguiente argumento razonaremos sobre la hipétesis de
que la radiacién procede de la energia cinética pero sin recurrir a la posible existencia
de esta fuerza. Supongamos una carga en reposo a la que se le aplica una fuerza. De
la propia definicién de aceleracién tenemos que el cambio de velocidad de la particula
en un instante dt es dv=a*dt. Pero si en dicho instante la carga, manteniendo
constante su masa, ha emitido cierta cantidad de radiacién y lo ha hecho a costa de su
propia energia cinética, ya no podremos asegurar la definicion de aceleracion. En
efecto, de la definicion de aceleracion se sigue
dv=adt=mvedv=mveadt=dE, =vemadt es decir, dado un valor instantaneo de la

aceleracion, la variacion instantdnea de energia cinética dE. estd completamente
determinada si suponemos la masa de la particula constante; esté cargada o no dicha
particula. Si la radiacion supone extincién de energia cinética, entonces deberia ser

dE, = vemadt ; en contra de la definicion de aceleracion instantanea. Evidentemente
esta situacion nos coloca en un error analitico muy basico ya que no podemos

prescindir de la definicion de aceleracion instantdnea y por tanto debemos concluir
que:
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1-El analisis con la formula de Larmor debe incluir el efecto de la aceleracion
retardada.

2-El andlisis del movimiento de una carga acelerada debe considerar la posibilidad de
fluctuaciones de la masa mecanica (m).

Un observador acelerado no inercial que perciba la carga en reposo permanente y sin
fluctuacién de masa, no ver4 modificacion de energia cinética y por tanto no vera
emision de radiacidon segun nuestra hipétesis. Si las leyes fisicas deben ser vélidas
para cualquier observador, entonces la fluctuacion de masa puede ser una alternativa
vélida para explicar la radiacion percibida por cualquier observador. Note el lector que
con este planteamiento la existencia de una fuerza de radiacion todavia es posible,
pero como consecuencia derivada de la fluctuacion de la masa de la particula.

4-Teorema de Pointing para una carga acelerada.

Siguiendo las observaciones anteriores, consideremos una superficie esférica
centrada en la carga en el instante dt. Podemos describir faciimente esta superficie en
geometria analitica. El radio de la esfera (cr) sera suficientemente grande para
considerar que llega al campo de radiaciéon y suficientemente pequefio como para
utilizar una aproximacion lineal de la aceleracion retardada a partir de la aceleracion
instantanea de la carga. El teorema de Pointing aplicado a este volumen acotado es

Gl e [ < [oveEove B

Si tomamos un volumen dividido en elementos de integracién dv y limitado por una
superficie dividida en elementos dS tenemos los siguientes conceptos

1-El primer término es la velocidad de cambio de la energia electromagnética
contenida en el volumen. Para el caso de una carga puntual acelerada por un campo
externo podemos descomponer el campo en suma del campo externo y el campo de la
particula de modo que tenemos

%I(Eext T+ Epafdv+ ZZ)LUJ.<BM +Bpar) dv=

g_‘. E, dv+ 21#'[ B, dv+ gj. E o OV + zlﬂj' B,y dV + eJ.Eext o E pardv + iJBen * Bpardv

Los sumandos que solo dependen de un campo corresponden a la energia propia del
campo externo y de la masa electromagnética de la carga en el volumen de
integracion. Los sumandos que dependen del producto escalar de dos campos
corresponden a la energia de interaccion entre la particula y el campo externo.

2-El segundo término incluye la densidad y la velocidad de la carga, y el campo
eléctrico. Recordando la fuerza electromagnética sobre una carga puntual:
F=dp/dt=q(E+vxB), este término se puede poner como velocidad de cambio de la
energia cinética. Para el caso sencillo de una carga puntual



d
dt

(mc +;mv +Ej (;jt( j(Epar)de+ .[(Bpar)zdv}r(.ej(E,@,aroEpar v+ — I(Bpar.Bpar}jijrG
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jp\?OEdV=Q°qE=g'q<E+QXB) Q.% dCI‘Et

3-El tercer término corresponde al flujo de energia electromagnética por unidad de
tiempo que sale atravesando la superficie de integracién. Suponemos que no hay
particulas que atraviesen esta frontera; lo cual supondria incluir también un término
asociado al flujo de energia mecanica que atraviesa dicha superficie. En estas
condiciones y para el caso de una carga puntual acelerada este término corresponde a
la formula de Larmor.

[(ExH)eds=

2 p—
g = [a(t —r)]z; ¢t = radio esfera

Resumiendo lo anterior en una férmula tenemos, suponiendo un campo _exterior
constante

d{ (g .= 1l 3 _dfe 2 1 2
_m(EIEext .EpardV+;jBen . Bparde—dt(ZjEpar dv+ajBpar dv + Ecj+

En cuanto al campo de la particula, los resultados teéricos indican la existencia de dos
campos componentes [1]:

1ol

Epar” , Bpar” :Un campo casi-estacionario, igual que el campo de una carga puntual que
se mueve a velocidad constante, pero que depende de la velocidad retardada. Las
lineas del campo eléctrico pasan por el punto cargado.

Epar » Bpar :Un campo de radiacion, independiente del anterior. Las lineas de este
campo no pasan por el punto cargado.

En consecuencia tenemos

*JAE J(E par + Epar)de = 5 J(Egar)zdv+;J(E;ar)de+SJ(Ezar .E;ar)jv
i BpaerVZZ#J‘(Bgar +B;ar)ZdV=;J(Bgar)zdv-i-Z:LJ.(B;ar)ZdV-F;J.(BSar Og;ar)jv

2p
En el libro de lecciones de fisica de Feynman [3] el lector puede encontrar una
explicacién sobre la masa electromagnética me y ver que supone considerar que las
particulas son en realidad objetos de un tamafio definido, que puede incluso ser
variable. En estas condiciones tenemos, para bajas velocidades respecto de la luz

j par F dv ;fmv _—_[( par)Zdv

En principio los valores de masa electromagnética se definen para campos
estacionarios; pero podemos suponer una evolucién relativamente lenta de los campos
en la que sea aplicable una aproximacion quasi-estatica de modo que podemos
expresar el teorema de Pointing asi:

—;(SIEEXI .Egardv-i-lj‘gext .BSardV]—gt(é'J.Eext .E;ardV‘i‘lJ.Eext .BLardVJ =

ae-of
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Como resultado tenemos en el miembro izquierdo de la ecuacién una suma de
términos asociados, respectivamente, a la interaccién del campo externo con el campo
propio de la particula y a la interaccion entre el campo externo y el campo de radiacion
de la particula. En el miembro derecho tenemos los términos asociados a la energia
cinética , que incluye a la masa electromagnética; y términos asociados al campo de
radiacion. Entre ellos aparece un término de interaccion entre el campo propio de la
carga y el campo de radiacion; en principio este seria el término relacionado con la
fuerza de auto-frenado.

5-Dindmica de la carga puntual acelerada.

Tras la introduccién de la masa electromagnética parece necesario atribuir una
estructura interna a lo que hemos tomado por una particula puntual. Sin embargo
hemos introducido la energia cinética suponiendo una particula puntual y la coherencia
l6gica nos dice que deberia ser posible continuar el razonamiento utilizando esta
hipdtesis. En esta linea introducimos las siguientes relaciones

1-Variacién de energia del campo de radiacién dentro de la esfera de integracion :
Parece evidente que esta variacion se calcula como la diferencia entre la energia
radiada en el instante dt cerca de la carga, que podemos asociar a la aceleracién
instantanea, y la que se pierde al atravesar la superficie de radio cr, asociada a la
aceleracion retardada

c(ijt( J(E) dH‘ZI(BLaJZdVJ

2-Variacion de la energia del campo propio de la particula, relacionado con la masa
electromagnética, dentro de la esfera de integracion. En el apéndice del libro de
E.M.Purcell del Berkeley Physics Course sobre Electromagnetismo [5] el lector puede
encontrar, en el apéndice sobre radiacion de una carga acelerada, un calculo intuitivo
de la variacién de energia del campo propio de una particula; es decir, las lineas del
campo pasan por el punto cargado. Segun esta referencia podemos poner un
resultado igual al anterior

alne g ol
m,c® +=m,v
dt 2

Sustituyendo esto en la ecuacién que hemos derivado del teorema de Pointing
tenemos

[a( )] [a(t [

[a(t oJf

—i EJEext .Egardvﬁ‘ijﬁext .Egardv _E 8J.Eext .E;ardV"r‘iIEext .El;)ardv =
dt 7, dt U

dE

e | O O TR 1 R TR [ Y

en primera aproximacioén para los términos de aceleracion tenemos
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o] + (o] -Re-of <] +22. 92

pero el lector debe notar que esta primera aproximacion es la misma que para el
cuadrado de la aceleracion no retardada, sino adelantada

at+ o] =[] + ZaOC(fr

Esta situacién puede afectar al principio de causalidad; ya que aun en primera
aproximacion esperamos resultados conformes con la causalidad. Al introducir en
primera aproximacioén en el principio de conservacién de la energia el valor de un
pardmetro en un tiempo futuro la evolucion del sistema fisico dependerad de
condiciones futuras; cuando segun el principio de causalidad suponemos que las
causas siempre preceden en el tiempo a las consecuencias. Para evitar esta situacion,
la ecuacion de Pointing debe darnos alguna alternativa que elimine el término “a-
causal’” en primera aproximacién; y podemos ver que la integral asociada a la
interaccion entre el campo de radiacion y el campo propio de la particula puede
hacerlo. Si suponemos también despreciable el término de interaccion entre el campo
externo y el de radiacién, o lo incluimos en el término correspondiente (primera
ecuacion), tenemos que se produce un desacoplo de la ecuacion de Pointing en otras
dos ecuaciones. De acuerdo con nuestro planteamiento, podemos considerar el
pardmetro r aproximadamente constante de modo que tenemos

2
dE. . _ 4

dt 67[6‘003 [a(t)] ©D

—d(SIEext .Egardv+lj‘gext .BgardVJ =
dt 7,

d(gj(EEar Eher v+£j(§2ar I T [a(t)]zrjzo (5.2)

dt u 67&,C°

Resulta inmediato interpretar la ecuacioén (5.1) segun el principio de conservacion de la
energia : el primer término corresponde a la energia transferida por la fuerza externa y
el segundo es la suma de las variaciones de energia cinética y la energia radiada; todo
evaluado en el instante dt. La ecuacion (5.2) corresponde a un acoplo entre la carga y
la radiacién emitida por la misma carga de modo que la energia asociada al acoplo
entre el campo de radiacién y el campo propio de la particula esta directamente
relacionada con el proceso de radiacion de la particula. El calculo directo de esta
integral requiere conocer la estructura interna de la particula, sin embargo el desarrollo
gque hemos seguido plantea la necesidad de que esta integral de acoplo tenga un valor
determinado y no despreciable en primera aproximacion. Formalmente el resultado
anterior corresponde a una constante del movimiento de la particula con dimensiones
de energia o masa. En la linea de este trabajo podemos interpretar esta relacion como
una forma de compensacion para que la masa de la particula se mantenga constante.

Si, siguiendo la mecéanica clasica a partir de la segunda ecuacion, introducimos para
este acoplo un fuerza f podemos poner
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para el caso de que la particula esté en reposo en t-1, tenemos ar=v y podemos
estimar la fuerza de acoplo como

9> da

Foo_a da
3reg,c” dt

A parte de un factor Y%, esta fuerza es similar a (2.1). Para un observador inercial en
reposo instantdneo respecto de la carga acelerada, la radiacion emitida por la carga en
dicho instante se emite con tal simetria que el impulso mecénico correspondiente a la
radiacion es nulo [2]. Si se aplica la transformacion relativista del impulso mecéanico
tenemos
Ap—lea
AR=0=——C_

y por tanto para otro observador inercial se verifica Ap=vAe&/c® , donde p y & hacen
referencia al impulso mecanico y la energia de la radiacién emitida; v es la velocidad
de la particula. Si estamos suponiendo que la radiacion procede de la energia cinética
de la particula, entonces podemos tomar Ap, A como una componente de la energia-
impulso de la particula. Si dividimos esta relacion por el tiempo correspondiente Aty lo
incluimos todo en la formula de la fuerza de radiacion tenemos

2 2

7. da_v ¢ , ¢ da_

da vde q
T R 3 g 2 &+ 3 g
3rge® dt ¢ dt 3zgct dt ¢ Brge 3rgc” dt

Note el lector que, segun la ecuacion fundamental de la dinAmica, una fuerza
proporcional a la velocidad es sefial de una variacion de la masa

d - -dm _dv
(mv)=v—+m—

g-dp_d
dt  dt dt ot

desde esta perspectiva vemos que el efecto de la fuerza de acoplo de radiacion es
restituir la masa perdida. Abstrayendo factores numéricos, podemos llegar a la
ecuacion siguiente

- 2
di+(5j v=0 (5.3)
dt c

Multiplicando escalarmente la ecuacién diferencial anterior por la aceleracién dv/dt

tenemos
_ 9= 2 - =\2 ¢ 2
T2 el 0m 2 Y] 4 (2 ) )| -0
dt dt c dt dt|| dt o\ C

Note el lector la similitud de esta ecuacion con (5.2). Esta similitud aconseja pensar
que (5.3) solo es aplicable en caso de campos externos constantes. Es evidente que,
si el fendbmeno de radiacion no existiese, en un campo eléctrico constante la
aceleracion de la particula seria constante a=gE/m; despreciando efectos relativistas.
Por tanto en el caso de un campo eléctrico constante la Gnica causa para que varie la
aceleracion es la emision de radiacion. Si el campo no es constante es evidente
también que la aceleracion de la particula puede variar debido al propio campo, y la
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radiacidbn solamente serd responsable de la variacion de la diferencia entre la
aceleracion real de la particula y la aceleracion provocada por el campo. De este modo
podemos generalizar (5.3) de esta forma

2
%[5_%[Eext+vx§m]j+(gjv:o (5.4)

A partir de la ecuacién (5.4) ' para campos constantes podemos determinar
inmediatamente las siguientes integrales

2

B = - 2 2 2 402 2 2 Vv
ae da_gq aXBext] +[2 ) aev=0 :>di+(E dl:da zdt+i2dL:0:>In a :—iz(vz—vg):a:aoe ' (5.5)
dt m c c) dt a c” dt a, 2c

— a — - — 2, — — a — - — — - 27 —_f— —
dei—gvx[aXBexl]+ a wv:O:VXd—a—EVX[ame]:O:i vxa+ IV B, :ga(Bext.V) (5.6)
dt c d m dt m 2 m

Segun la ecuacion (5.6), si B=0 o si B y v son perpendiculares, tenemos una constante
vectorial perpendicular a la velocidad instantanea y por tanto el movimiento se
desarrolla en un plano. Si B y v no son perpendiculares entonces el movimiento no
puede considerarse plano. Derivando la ecuacion base del resultado (5.5) tenemos

2 2 42 2,2 2 422 2 42 2 o
di{é]ﬂ:o:dg (aj Vi 1dvida o AV 2l 67
dt \c) dt dt dt? ¢? dt dt dt

lo que nos dice que, si existen, los extremos del cuadrado de la aceleracién y del
cuadrado de la velocidad estan relacionados; de modo que un maximo de a2
corresponde a un minimo de v? y al revés. Sin embargo note el lector que (5.7) no
establece que estos extremos existan realmente.

Note el lector que, segun nuestra linea argumental, en principio la ecuacion (5.1) de
conservacion de la energia solo es vdlida para el caso de campos externos
constantes. Esto induce a aproximar la potencia transferida a la carga como

_ _ 2 o 2
QEex ov:dE°+ g ~a’=maev+ GNP (5.8)
dt  6zge 6re,C

3

Recordando que la energia cinética es proporcional a v? vemos que un minimo de
energia cinética en (5.8) conduce a una velocidad no nula en dicho extremo; de modo
que la expresion anterior no contempla un minimo nulo de energia cinética. Podemos
imaginar una carga positiva que se mueva inicialmente en contra del campo eléctrico.
Es evidente que el frenado del campo hara que la energia cinética llegue a un minimo
en algin momento y si el movimiento es rectilineo no es facil entender porque no
puede anularse la energia cinética en algun instante. De esta forma no hemos podido
dar una solucion concreta a la ecuacion (5.1) siguiendo una linea de argumentos
clasicos para la dindmica de una carga acelerada. Sin embargo la ecuacion (5.4) si

1 . . , . s s .
La forma final de esta ecuacion se vera en la seccidn Interpretacion cudntica.
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permite dar una solucién dinamica en un caso sencillo y contrastar el resultado con
(5.8), como veremos a continuacion.

6-Movimiento rectilineo de una carga puntual en un campo eléctrico constante.
¢Movimiento Browniano?

En este caso y para una carga positiva la velocidad, la aceleracién y el campo eléctrico
mantienen constante la misma direccién y sentido, por lo que se puede plantear la
ecuacion (5.4) en términos de modulos y, puesto que la aceleracion no se anula
podemos dividir la expresion e integrarla de esta forma

lda v 1 x_ m
a ¢ (QE

donde x es la posicidon correspondiente de la particula en la direccién del movimiento y
en la situacion inicial es x=0 y la aceleracién es la Newtoniana. Despejando de la
expresion anterior llegamos a

2 2
ma=— 9 :jmadx:j aE dx:>V—V°=c2In[1+qE)2(j
14 JEX 14 UEX 2 2 mc
mc’ mc?

aproximando el logaritmo para un pequefio desplazamiento respecto de x=0, o para E
cercano a cero, podemos llegar a la expresion

22 33
qEXzémvz—émv2+£ AE |o LAE )
2 20

2{ mc? 3 m%c*

donde reconocemos rapidamente la forma de la ecuacién (5.8) con las energias
potencial, cinética y, por eliminacion, la energia emitida en la radiacion

22 33 2
119 EZ x2 -1 q2E4 N sa’t
2\ mc 3\ mc 67&,C

y la aceleracion es en valor promedio. En el limite en que el campo eléctrico tiende a
cero podemos suponer que la aceleracion promedio tiende también al valor
Newtoniano : E—0 ; a—qE/my por tanto podemos plantear el siguiente limite

22 33
G G il
_ 3mgmex” _

o t tof
67&,C°

2
1:>X2~7(4 t

Lim
Eo0 37,mc

que evidencia la similitud con el caso del movimiento browniano de una particula(ver
trabajo sobre termodinamica) con un promedio de energia cinética constante. De esta
forma, aunque se trata de un comportamiento intrinseco, una particula libre cargada
parece como si se moviese en un medio viscoso afectado por impactos aleatorios.
Para el caso del electrén el resultado anterior supone un desplazamiento cuadrético de
1 mm? por segundo.
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7-Interpretacién cuantica.

La ecuacion (5.4) no es fisicamente satisfactoria ya que el impulso mecénico de
radiacién deberia ser proporcional a la carga q, de la misma forma que lo es la energia
radiada de la formula de Larmor. Podemos generalizar la ecuacion introduciendo un
factor adimensional 8 de esta forma.

%(5—%[ﬁem+§x§em]}+ﬂ(gj V=0 (1)

Que seria la ecuacion dinamica de una carga acelerada. Las consecuencias
matematicas de esta formula son las mismas que las de (5.4) pero haciendo el cambio
c>>B7*c? En el caso del limite cuando un campo eléctrico constante tiende a cero ,
que vimos antes, el resultado seria

1 qZEZ 5 1 q3E3 3
E mﬂ’lcz X _§ mzﬂ7204 Xt 3 2 2
_3mgmex” o 1 q

g'a’ t’pt ~ B 3reme
67&,C°

LimE~>0

si derivamos el resultado tenemos

2
I’T'IVXzi 9

B brg,c

interpretando la expresion anterior segun el principio de indeterminacién de
Heisenberg, resulta que la siguiente constante seria un valor admisible para 8

2

__19
p hcdrs,

; >MVX=ApAX =
donde h es la constante de Planck. Ademas el lector puede ver que, para el caso de la
carga elemental e, B es la constante de estructura fina a, de modo que podemos poner

2 2

hclrs, ncdre,

Z’a

donde Z es el numero de veces que la carga g contiene la carga elemental e. Como
consecuencia tenemos que en (5.4) el término del impulso de radiaciébn esta
factorizado por el cuadrado de la carga. De este modo si tenemos dos cargas en las
mismas condiciones cinematicas de velocidad y aceleraciéon, emitira mas radiacién
aquella que tenga una carga mayor, lo cual esta de acuerdo con la férmula de Larmor.
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8-Compatibilidad analitica de las ecuaciones.

Generalizando las ecuaciones (5.8) y (7.1) para una fuerza f tenemos el siguiente
sistema de ecuaciones

- 2\ - d(- f a Y- q
ma-flev+mr,a®?=0, —|a——|[+8|=|v =0; =
( ). fo dt [ ] 'B( j fo 6775,c°m

2

si derivamos en el tiempo la primera ecuacion energética y despejamos en el resultado
el primer termino de la segunda ecuacion tenemos

_ N - ) ) N
v-st(maf)+ao(maf)+2mroao(z?_0:>a{ma[1ﬂzzjf+2mro(lij_0:>

- o v? da
f=mal-pf— |[+2mr,—
[ ’Bczj i

Podemos ver que esta Ultima ecuacion es incompatible con el resultado (5.5) para el
caso de una fuerza f constante. Si la particula acelerada parte del reposo su velocidad
aumentard con el tiempo y segun (5.5) la aceleracion disminuir4 con el tiempo y la
derivada de la aceleracion sera de signo negativo y disminuyendo con el tiempo. En
cambio en la expresién anterior, si la velocidad aumenta con el tiempo y la aceleracion
disminuye con el tiempo, la derivada de la aceleracién solo puede aumentar con el
tiempo. Las ecuaciones (5.8) y (7.1) son de este modo incompatibles. Una posible
alternativa es que la incompatibilidad se deba a efectos relativistas que no se han
considerado en la ecuacién energética, mientras que la ecuacion dindmica ya les
incorpora. Veamos una primera correccion relativista respecto al término
correspondiente a la energia cinética

y para la potencia de radiacion tenemos
dE,,, v 1+~ -
szmfo[l+3gj(az—?(vxa)2)
y por tanto el sistema de ecuaciones sera ahora
mal 1+§£ —f lev+mr, 1+3£ (az—i(Vxé)zj:O; d a—1 +,H[ j2\7 =0
2¢? 0 c? c? dtl” m

en el caso de campo eléctrico constante y movimiento rectilineo el producto vectorial
se anula y haciendo la derivada de la primera ecuacion y utilizando (7.1) tenemos

2 ¢ dt 2¢? 2

— _ . 2 _ 2 o 2 _
Ve s—mV—EJrs—m(v-a)a +ae|ma 1+[§7ﬂ}v—z —f+2mg, 1+3v—2 d—aJr6mro"j‘—zv =0
2cdt ¢ 2 c c” ) dt c

— — — 2 - a e n
{7mﬁzazv+3—mLE+3—m(v-a)a}w{ma{hév—]f f}-a+2mr0[l+3v—ja-d—a+mro AL P N
c c c c
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teniendo en cuenta que el movimiento es rectilineo y prescindiendo de los términos en
v?/c? y superiores tenemos

2

sz5+2m10% + 6mroa—2v
dt c

eliminando en la ecuacién anterior el tercer sumando del segundo miembro en funcién
de (7.1) tenemos

da 6mrod( fj — 6r,df 3)da
a—m =

f x~ma+2mz— — f-20 " ~xma+2mg|1-= |—
B d B dt B | dt

Podemos integrar este resultado multiplicando por un factor exponencial exp{(t-1)/u} y
utilizando el método de integracién por partes de esta forma

f(2) eli%‘fy(:i—f e7n—mae /s fmuj—a o/ +2mro%elq“ : y:% =
T T
f(z) et%‘—y d4 HG) Nz +1?(r) e 7l _ma ¢ 7 -mu q4 a(r) N +£5(r) VISP L /N
dr U dr u *dr
i({mg T }e%) _ 2mg, da 7
dr u dr

Td‘if({ma—?(r) }e%jdr —{ma-T(r) Je 7

=f(t)-ma =m—ﬁjd—aet%‘dr =
3 1dr

t

_ _ “da to _ 2% 1y
f(t)=ma+m—ﬂj‘%et/”dr=m 1—£ a+ﬂjaetﬁ‘dr 8.1
3 1dr 3 187, ¢

8.1 Causalidad

Podemos ver en 8.1 que la integral se extiende para tiempos r mayores que el tiempo
de observacion t, lo cual seria un problema de cara a mantener el principio de
causalidad en el que se basa este trabajo. Sin embargo, para el caso de una fuerza
constante y baja radiacion podemos evaluar la integral anterior suponiendo una
aceleracion constante. El resultado de esto es que el término no-causal cancela con el
otro término dependiente de B y (8.1) se transforma en la 22 ley de Newton : f=ma. En
este contexto vemos que despreciar términos en v’/c® y superiores nos lleva a una
primera aproximacion en la que no aparece el efecto dinamico de la radiacion y por
tanto la dinamica de la carga acelerada necesita una aproximacion que incluya como
minimo términos en v?/c?. Esta conclusién es consistente con la ecuacion (5.5).

Si no consideramos la aceleracién constante, podemos evaluar la integral mediante las
sumas de Riemann correspondientes a un paso A7=y; que es un valor de =10
segundos para el caso del electrén

T om1-B 15+ ™ 6% |20y 4 e tact+ 80y 1 e 2at 4 2 6%
f(t)_m(l 3}”1810 7 {a(t)+e a(t+ ﬂ)+e a(t+2 ﬂ)+...} =

f(t)=ma +m—£{e’15(t + %) +ela(t+ 2%) + } (8.2)
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Este resultado indica que la cancelacion del término no causal es parcial en primera
aproximacion y mas efectiva para valores pequefios de 8 que para valores elevados.

8.2 Nota sobre la Corona Solar

La corona es la capa mas externa de la atmosfera solar donde existen campos
magnéticos intensos y plasma con a&tomos altamente ionizados, como Hierro a falta de
19 electrones [7]. Se da también el hecho de que la emisién de radiacion procedente
de la corona es preferentemente de altas frecuencias, predominando en su espectro el
ultravioleta y los rayos X. Todo esto conduce a asignar temperaturas de millones de
grados a la corona solar; lo cual nos deja con cierta perplejidad si recordamos que la
temperatura de la superficie del sol es de unos 5.000 grados. Uno esperaria una
disminucion progresiva de la temperatura con la distancia; como puede ser el caso de
una hoguera.

En nuestro planteamiento, la presencia de iones de carga elevada significa valores de
B elevados y un efecto apreciable en 8.2 equivalente un aumento efectivo de masa
que indica un efecto de frenado. Si tomamos como guia la segunda ley de Newton, la
dindmica de la carga acelerada tendera a eliminar este exceso de masa en forma de
radiacién a costa de su propia energia cinética. Tal vez sea este fenbmeno el que se
produce en la emision de radiacion de alta frecuencia en la corona solar. La radiacion
emitida puede también aumentar la ionizacién de la misma o de otras particulas
procedentes de capas inferiores de la atmésfera solar (espiculas). De esta forma en la
corona la presencia de campos magnéticos intensos puede provocar una combinacion
de radiacion de alta frecuencia y particulas relativamente lentas en relacién a la
temperatura esperada’.

9-Fluctuaciones. Gravedad.

La hipétesis de que la radiacion procede de la energia cinética de la particula nos lleva
a la fluctuaciéon de la masa de la particula radiante. La particula pierde masa y la
recupera. Si la masa se pierde con una velocidad superior a la que se recupera,
entonces la diferencia esta relacionada con la energia cinética de la que procede la
radiacion. Pero si la velocidad de pérdida de masa es distinta a la velocidad de
recuperacion, entonces el proceso no puede ser continuo en el tiempo ya que estaria
comprometida la propia existencia de la particula. En nuestro caso la radiaciéon se
emite a la velocidad de la luz, mientras que la masa se recupera a la velocidad a la
gue se mueve la propia particula. Por tanto el proceso de emision de radiacién debe
ser fluctuante, discontinuo en el tiempo para que la particula tenga un margen de
recuperacion. De cara a la radiacién, el modelo clasico de carga puntual supone una
energia propia electromagnética y una masa infinitas para la particula. En tal modelo
una pérdida continua de masa no seria un problema, ya que la masa de la particula
siempre seria infinita; pero existe una contradiccion mecénica evidente, ya que una

2 . .2 /. , . .
La explicacion clasica de las lineas de Fraunhofer del espectro de luz solar supone la existencia de
gases frios absorbentes de radiacidn en las capas externas del sol.
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masa infinita no puede ser acelerada por una fuerza finita. Por otro lado tenemos la
fuerza de Lorentz F=ma=q(E+vxB) donde la masa mecanica de la particula es
claramente finita. Por coherencia debemos estudiar el caso en que la radiacion es
también emitida por una particula de masa finita y esto nos lleva un proceso de
radiacion discontinuo si la particula cargada debe mantener una masa estable. En
estas condiciones, la fuerza de Lorentz y la formula de Larmor solo pueden ser, en un
caso real, algun tipo de promedio estadistico.

Tanto para el caso de la energia cinética de una particula de masa constante como
para la energia radiada existe una relacibn con el impulso mecanico; pero una
transferencia directa de energia-impulso cinética a radiacibn no es posible como
puede verse facilmente
o — v v
AE, =VeAP, ; APr=—AE, ; AE, =-AE, , AP, =—AP, = AE, =— AE_ Il
C

2 P

o

el subindice p hace referencia a una particula de masa constante y el subindice r a la
radiacién. Segun nuestra hipétesis el problema esta en que la radiacion esta asociada
a una fluctuacién de la masa de la particula, fluctuacion que en promedio debe
mantener la masa de la particula constante. Si introducimos una pequefia fluctuacion
om de la masa en la expresion de la energia relativista tenemos

U2 = pc +(m+dm)c’ ~ p’c? +(mc?f + 2manc? = (U —mc? JU +mc?)~ pc? + 2méinc’

para bajas velocidades respecto a la luz es valido U+mc®=2mc® y por tanto U-mc?

=p®/2m+émc? ;si identificamos este resultado con la ecuacion (5.8) tenemos qEx=U-
2

mc? y para la fluctuacién de masa c2em~ -4 .
675,C

a’d

Evidentemente esta fluctuacion de masa crece con el tiempo y si no fuese emitida en
forma de radiacion afectaria necesariamente la estabilidad de la particula. De este
modo la dinAmica de la particula consta de fases en que acumula masa y fases en que
libera el exceso de masa en forma de radiacién. En un campo eléctrico constante, las
fases de acumulacién provocaran una disminucion de la aceleracion al aumentar la
masa Y las fases de liberacion provocaran un aumento de la aceleracién al disminuir la
masa. Si las fases de acumulacién son en promedio mas duraderas que las fases de
liberacion, el efecto promedio del proceso puede ser similar al de una fuerza de
rozamiento que tiende a disminuir la velocidad y la aceleracion de la particula. La
ecuacion (7.1) da una medida de este fendmeno al relacionar la variacion de
aceleracion con la emision de radiacién. En este contexto la ecuacion (5.8) debe
interpretarse en términos de promedios en el intervalo de tiempo adecuado.

Si la aceleracion de la particula se debe enteramente a un campo gravitatorio,
entonces la fluctuacion de masa no puede afectar a la aceleracion de la particula. Esto
es lo que se sigue del principio de equivalencia de la relatividad general y por tanto
una carga acelerada por un campo gravitatorio no experimentara la fuerza de
rozamiento de radiacion; es decir, la radiacion no producira variacion en la aceleracion
de la particula. Por tanto podemos concluir lo siguiente para una particula cargada y
acelerada:
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1-Si la aceleracién procede de un campo gravitatorio la carga no emite radiacion.

2-La carga emite radiacibn solo si su aceleracion procede de un campo
electromagnético externo o, en general, de una fuerza que actie sobre la carga.

La ecuacion (5.8) relaciona la energia cinética y energia radiada; pero hemos visto que
una relacion fisicamente directa entre estas cosas no es posible. Recordando el
concepto de dominio cinematico del trabajo espacio,tiempo,materia y vacio en esta
misma web; podemos decir que el promedio que se necesita para llegar a la ecuacién
(5.8) pasa por un proceso no lineal e irreversible de conmutaciéon entre el dominio
cinemético clésico y el dominio cinemético cuantico. Una sefial de este proceso no
lineal puede verse en el hecho de que la ecuacién (7.1) contiene la constante de
Planck y la ecuacion (5.8) no. Este proceso no lineal confronta con la idea clésica de
energia como desplazamiento de fuerzas y esta relacionado con el principio de
causalidad, como vimos en la seccidn sobre la dinAmica de una carga acelerada.

10-Radiacion de una carga acelerada 'y campo gravitatorio.

Existe una conocida imagen denominada a veces "el cajon de Einstein" en la que un
observador dentro de un cajon acelerado por un motor externo, supuesto inobservable
para dicho observador, no es capaz de distinguir entre su estado fisico real y un
estado de reposo en que actla un campo gravitatorio uniforme. En base a esta imagen
se suele explicar el principio de equivalencia y supone una simetria fisica local entre
un observador gravitatorio y otro observador acelerado.

Asi por ejemplo, en el caso del observador del cajon, podemos imaginar que
experimentando llega a la siguiente ley fisica: Para que cualquier objeto fisico
permanezca sin aceleracién hay que actuar sobré dicho cuerpo con una fuerza de
valor determinado mg, donde m es la masa inercial del objeto y g es la aceleraciéon
inercial. Invocando la simetria del principio de equivalencia resulta que esto también es
cierto para un observador en reposo en la superficie de la tierra; interpretando ahora g
como intensidad del campo gravitatorio y m como la masa o carga-gravitatoria. El
hecho relevante de la simetria es que la masa inercial y la masa gravitatoria son
siempre iguales entre si, lo cual se aceptd sin explicacion desde los tiempos de
Newton. Como consecuencia resulta que la aceleracion impartida por la gravedad es
la misma independientemente del valor de la masa y de la naturaleza fisico-quimica
del objeto; hechos estos que se conocen desde Galileo.

El principio de localidad

Sin embargo hay fendbmenos fisicos que parecen no seguir esta simetria entre
gravedad y aceleracion. En particular el caso de la emision de radiacion por una carga
acelerada, conocida en la teoria electromagnética clasica. Para este caso, Ssi
suponemos que un objeto cargado y en reposo para el observador del cajon acelerado
emite radiacion, entonces la simetria nos lleva a que un objeto cargado en reposo
sobre la superficie de la tierra emitiria radiacién. Parece que esto no ocurre en base a
lo que conocemos en la tierra o datos astrondmicos. Por otra parte habria que justificar
el origen de la energia radiada. En el caso del observador gravitatorio no se aprecia
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claramente el origen de esta posible energia y en el caso del observador acelerado,
deberia concluir que la fuente u origen de la energia radiada no esta en el interior del
cajon, sino que procede del objeto externo que produce la aceleracion del cajon. Es
decir, deberia dar una explicacion no-local al proceso de radiacion.

La simetria que manejamos se restringe al caso de aceleraciones y campos
gravitatorios constantes. Si aplicamos la ecuacién dinamica (7.1) al caso de una carga
gue se mueve con aceleracion a, constante y campo eléctrico externo E tenemos

d(- = - = m - — — m -
—[aongj:—Cﬁza§v:>dE:E(’:£2a§dr3E:E0+E(’:ﬁ2 Zr

y aplicando las ecuaciones de Maxwell al campo encontrado tenemos

2

VOE:SEEag:E ; VxE=0
qc £

lo cual nos dice que una carga uniformemente acelerada y que emita radiacion tiene
que moverse en un medio con una densidad de carga p constante (en el espacio y el
tiempo) y determinada. Es evidente que en la simetria planteada por el cajon de
Einstein no se considera que el espacio esté ocupado por una densidad de carga; lo
que nos permite pensar que, tanto en el caso del observador acelerado como en el
caso del observador gravitatorio, no hay emisién de radiacion; manteniéndose de esta
forma la simetria.

Imaginemos un péndulo clasico oscilando con una carga en su extremo bajo el efecto
de la tension de la cuerda y la gravedad. Segun la teoria cuantica del oscilador
armoénico son posibles estados cuanticos que cancelan la emisién de radiacion[9]. La
tension tiene que ver con los enlaces quimicos entre moléculas de dos partes
inmediatamente contiguas de la cuerda; y por tanto se trata de una fuerza de
naturaleza cuantica antes que electromagnética.

Finalmente, note el lector que el resultado obtenido para el campo E indica que el
fendmeno de la radiacién de una carga acelerada depende de la aceleracién relativa
entre cargas en vez de la aceleracion respecto a un sistema inercial de coordenadas.
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11-Apéndice Matematico.

11.1 Caso de campo eléctrico constante.

La ecuacion (7.1) se puede plantear utilizando el sistema de coordenadas intrinseco
asociado a la trayectoria de la particula. Si los vectores unitarios correspondientes son
. T para el tangente, N para el normal y B para el binormal; la aplicacién de las
formulas de Frenet resulta en

_ 2 2 2, _ 2\ __ 3 _ _ 2 _
divs V' § +/3[3j Y O RIS LA A U U S :%[EJ VT
dt\ dt P c dt dt p dt\ p p\l p c

donde p es la curvatura y 7 es la torsion de la curva trayectoria. La igualdad entre
vectores requiere que la torsion sea nula y por tanto la trayectoria de la particula sera
plana. En la componente N tenemos

2
v, div =0= p=kV*
dt p dtl p

donde k es un valor constante; de modo que la curvatura es proporcional al cubo de la
velocidad. Con este resultado, la ecuacion (5.5) y utilizando las componentes de la
aceleracion llegamos a

2 2 2 2
(%) =az_[vj _ A2 _kzlz :{k\((;\t/ﬂ — A2 P 1=
P v

2 2
KOV Jakve " 1 = 4 2g-
2 dt k J AZkAy2e IS _q

esta expresion es en principio directamente integrable y se puede obtener v?(t). Como
resultado vemos que existe el caso en que la velocidad disminuye con el tiempo, como
seria el caso de una particula con velocidad inicial contraria al campo eléctrico, y
casos en que la velocidad aumenta con el tiempo. Una consecuencia necesaria es la
existencia de un limite minimo de velocidad de valor aproximado 1/kA. De esta forma
la solucion elimina explicitamente la velocidad nula, lo cual es coherente con el
problema del extremo de energia cinética de la ecuacion (5.8). La existencia de un
limite minimo de velocidad se discutié en espacio,tiempo,materia y vacio en la secciéon
sobre la masa de Planck.
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11.2 Caso de campo magnético constante

De la ecuacion de conservaciéon de la energia (5.8) y del resultado (5.5) tenemos

2

q

 Brgc’m
E L) 1 dv? vag) ot )
d c+mra’®=0; a=ae ¥ ):fmd—z—mraoe A ):Je“ d(v®)=-2ra’t=
dt 2 dt J
2 sied)f L
C e =-2ralt=e” )—1_—2£ra§t:
v0

V=V +c (l Zﬂraoj
B

11.3 Deflexiéon de particula cargada por un centro de fuerzas Coulombiano:
Bremsstrahlung

El famoso experimento de Rutherford sobre la estructura atébmica se basa en la
deflexion de particulas cargadas por centros de fuerza asociados a los nucleos
atdbmicos de una lamina ultrafina de oro. Evidentemente la aceleracién provocada por
el centro de fuerza sobre una particula provocara emisién de radiacion, lo que deberia
provocar un aumento en la deflexion de una trayectoria que podemos considerar
aproximadamente hiperbdlica, de acuerdo con el formalismo newtoniano de fuerzas.

Si suponemos un movimiento plano de la particula acelerada , podemos tomar
coordenadas polares en el plano complejo y plantear la ecuacién (7.1) de esta forma

d?r (d@)z ,drdo  d% _ (dr ) dej w A,
=== —| +i —+r e’ v=| —+ir— g, —=—e
dt dt dt dt = di? dt = dt mor

d (afij:fﬁazv:

dt m c?

d°r 3dr(d£)2_ d0d’o , Adr [drde d% deer_r(dej Ada] _ﬂa(dr dé)j
dt® dt

r——+ 3t +3——5— I — 5 ir—
dt dt dt> " rdt dt dt>  dt®  dt dt dt ) r? dt 2 ldt  dt
Tomaremos la componente real de la ecuacién anterior y aproximaremos un momento
angular constante tomado del modelo newtoniano

3 2
d!_gdr(dej 3, d(dej L Ad B A
¢t

+5——; ar—=—e"; L=mr-—
dt) 2 dtl dt r*dt c®r* dt m r? dt
donde también aproximamos el cuadrado de la aceleracion en el término de radiacion
por el valor newtoniano. Eliminando la derivada del angulo a partir de momento

angular L tenemos

3 2 2 2 2 2
g{g_ﬁ/\j-mr coara o d[dr_l[st_ﬁA Jr-a_Ar-z]_o

dt® {m? c? dt dt dt| dt? 3\ m? c?

aplicando las condiciones iniciales para r muy alejado del centro de fuerzas y
multiplicando por dr/dt podemos continuar el proceso de integracion
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2 2 2 2 2 2 2 2 2
e AR [ ]rsgg_Arzg;_o:;(;[gg 5 jrzw}_o:,

2 2 2
[gj +(L——ﬁA Jr’2+2Ar’1:ZB

m? 3¢’

eliminando la variable dt de la formula del momento angular L tenemos
: z 2 2 2 s 2
[ﬂ sz i Lz_ﬁAz r oA = 2B = %(ﬁj + 1_,3A2mz iz LAM e
dé mr m* 3¢ 2m|r*\ de 3L )r r

el lector puede comprobar en [6] la similitud de este resultado con el caso newtoniano,
de modo que podemos poner, resolviendo Ay B8y relacionando B con la energia E

el oz e 2z
2m| r*\déo 3 \L) Jr*| dzgr

donde a es la constante de estructura fina, h la constante de Planck, Z es el numero
de cargas elementales , el subindice m hace referencia a la carga movil y el subindice
r a la carga en reposo. El signo positivo es para repulsion y el positivo para atracciéon
entre la particula y el centro de fuerzas. De la misma forma que en [6] podemos
encontrar la ecuacion diferencial de Binet correspondiente, que sera

2 35452 2 2
R O T L
do 3 L 4rzel r

y la solucién correspondiente para la trayectoria sera
2.\? 35452 2 2
1 2rrlE N ZmZ,ezm cos| 4. [1- & Z27; (ﬁj - ZereZm
r L 47l 3 L 4l

con signo negativo para repulsion y positivo para atraccion entre el centro de fuerzas y
la particula. Si llamamos Ay a la deflexion newtoniana de la trayectoria, vemos
rapidamente que el efecto de la radiacién es un aumento de la deflexién A

35452 2
A 1_aZer (ﬁj :ANjA:A—NZ
\ 3 L | @2 (h
3 L

2
tan(ANIZ):M

©

donde P.. es el modulo del momento lineal a una distancia muy alejada del centro de
fuerzas. Segun este resultado, el término correctivo solamente es apreciable en la
practica cuando el momento angular L es del orden de la constante de Planck

L=bmv=#~AxXAp

donde b es el brazo recto del momento angular o distancia entre el punto centro de
fuerzas y la recta asintota. La relacion anterior indica que la particula moévil pasa muy
cerca del centro de fuerzas “fijo”; a una distancia comparable con la longitud de onda
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de De Broglie de la particula moévil. Por tanto a este nivel el fendmeno debe estudiarse
segun la mecénica cuantica como un proceso de emision de fotones individuales. Los
datos disponibles en wikipedia sobre las particulas alfa en la experiencia de Rutherford
son : masa = 6.64424x107% kg , velocidad inicial = 2x10” m/s; lo que conduce a b =
8x10™® metros. En el caso de una particula alfa enfilada directamente hacia un nicleo
de oro (y por tanto L=0), el maximo acercamiento r se podra calcular segun la
conservacién de la energia como

que supone un valor r = 2.7x10™* metros; muy alejado del valor b anterior; de modo
que las correcciones que aqui se presentan son despreciables en el caso del
experimento de Rutherford.

11.4 Oscilador simple

Para una particula cargada oscilando en el eje x y sometida a una fuerza F=-kx
podemos plantear (7.1) de esta forma

Esta ecuacién puede integrarse rapidamente de esta forma

da h da r c N
92 =P o J.iz = fJ.cozdx = 9 arctan| YL a | = —wix =
i wcC

d 2
t c b 1+[ﬁa] N
wC

donde para x=0 la aceleracién también se anula. De acuerdo con el comportamiento
de la funcién tangente() resulta que el médulo de la aceleracion es siempre superior a
la aceleracién newtoniana clasica. Este resultado es extrafio, ya que esperamaos que la
emision de radiacién suponga un freno al movimiento de la particula. La ecuacion
energética (5.8) es en este caso

[j%tan(wc'g x] - a)zx]v =me,a’

y tenemos que para [x>0;v>0] 6 [x<0;v<0] los dos lados de la igualdad son positivos;
pero si [x>0;v<0] 6 [x<0;v>0] el término de radiacion deberia ser negativo; lo cual es
evidentemente imposible ya que el cuadrado de la aceleraciéon es siempre positivo.
Parece dificil abandonar la ecuacion energética (5.8); de modo que, en el contexto de
este trabajo, tenemos dos alternativas

1- (7.1) no es aplicable para una fuerza de del tipo F=-kx

2-Una carga afectada por una fuerza del tipo F=-kx no emite radiacion
necesariamente.
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