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Resumen

El objetivo de este articulo es introducir un esquema pedagégico, para la consideracién de relaciones
de incertidumbre entre variables dindmicas asociadas a operadores hermiticos del espacio de Hilbert,
no conmutables entre si, analizdndose las restricciones, bajo las cuales estas relacciones son validas. Se
estudian las dificultades e inconsistencias que se originan en la transformacién de las expresiones en
coordenadas Cartesianas de los operadores a coordenadas polares esféricas. Las derivaciones, estdn gen-
eralmente basadas en el conmutador posicién-momentum, de esta forma la analogia para energfa-tiempo
pareciera exigir el considerar el tiempo como si fuese un operador, lo cual no es tal en Mecdnica Cudntica .
De hecho, tal cosa se esperaria para teorias relativistas, dado que el tiempo y la energia se transforman en-
tre si de un observador a otro. No obstante, la relatividad exige el considerar teorias cuanticas de campos,
donde el operador posicién no tiene lugar. De esta forma, las relaciones de incerteza posicién-momentum
adoptan semejanza a las de energfa-tiempo y por razones parecidas. En este articulo, presentaremos una
derivacién para la incerteza energia-tiempo, independiente de operadores. La derivacién que se presenta,
no es original, tan solo didéctica. Una situacién de interés particular, en la ensenanza de la quimica y de la
fisica molecular, corresponde a sistemas en los cuales la indistinguibilidad de los enlaces quimicos, puede
ser racionalizada en funcién de orbitales hibridos, analizdndose la variacién de la dependencia angular
de estos hibridos (del tipo sp®) con el tiempo, con referencia a un sistema del tipo metano (CHy).

Descriptores: Principio de Heisenberg, variaciones de densidades electrénicas con el tiempo, hibridos,
enlace quimico.

The goal of this article is to introduce a pedagogical approach to the uncetainty relations between
dynamic variables associated with non commuting hermitian operators acting in a Hilbert space. We
study the boundary conditions for which these relations hold and the difficulties and inconsistencies
derived from the coordinate transformation for the operators from Cartesian to spherical coordinates
are examined in detail. The derivation are often based upon the position-momentum commutator and
therefore, the analogy corresponding to the pair time-energy would seem to requiere an operator nature
for time, whihc is not true in quantum mechanics. In principle, we could expect this issue to arise in
relativistic theories, due to the known fact that both transform among themselves from one observer to
the other and moreover m, the theory of relativity strongly suggests quantum field theory, where the
operator associated with the position does not exist as such. From this point of view, the uncertainty
relations between position and momentum adopt a form more alike to the time- energy pair, without
invoking operators. The method is not original, though it seems to be didactic. A situation of particular
importance in connection with the teaching of both chemistry and molecular physics is referred to systems
there are non distinguishable bonds giving rise to hybrid orbitals. In this current article, we study the
dynamic variation of the angular dependece of these orbitals along time for sp® miexed central metal
orbitals, with reference to methane (C'Hy).
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1. Introducciéon

La formulacién original del Principio de Incertidumbre de Heisenberg, en términos de la interaccién
entre el dispositivo de medicién y el sistema a observar [1], estd plasmada en la siguiente desigualdad:

(Aa) (Ape) > 1)

la cual fue, posteriormente generalizada por Robertson [2], empleando para estos efectos la formulacion
axiomdtica de la Mecdnica Cudntica y las propiedades de los operadores hermiticos en el espacio de Hilbert.
Al respecto, sean A, B y C' , operadores hermiticos que satisfacen la relacién de conmutacion:

4. B|] = inC 2)
con la cual es vélida la desigualdad que se indica a continuacién:
)2
(8 (A = |0 0

donde a y b, representan las variables dindmicas asociadas a los operadores A y B , respectivamente. En
esta notacion, (Aa)2 y (Ab)2 se refieren a las variancias de los valores correspondientes a los observables,
es decir: (Aa)® = (a*) — (@) y (Ab)* = (b*) — (). De igual forma, (C) = <\Il ‘6“ \Il>, corresponde al
valor medio de la variable dindmica c, en el estado representado por la funcién de ondas ¥. La derivacién
de la ecuacién (3), a partir de (2), puede ser encontrada en una variedad de textos de amplio uso en cursos
introductorios [3,4,5].

La validez de la desigualdad representada por la ecuacién (3), estd restringida al cardcter hermitico
de los operadores A, By C'. Los operadores escalares multiplicativos, como las coordenadas y las constantes,
son hermfiticos y pueden ser considerados como muiltiplos del operador identidad, si se desea mantener la

coherencia del formalismo. Las condiciones senaladas pueden ser resumidas en el conjunto de identidades
que se indica a continuacién:

<\Ifi 6’ xI/j> - <6T\11i | foj> - <\Ifj |6T\I/i> (4)
(V| AB|¥;) = <ET‘I’2‘ | E‘I’j> = <§‘I’j | ET‘I’i>*

El asterisco indica conjugacion. La carencia de acuciosidad en el examen de las condiciones de validez
de las relaciones de incertidumbre, puede conducir a la construccién de relaciones intrinsicamente incorrectas
o de discutible sentido fisico. El objetivo central de este articulo, consiste en el andlisis de algunas situa-
ciones delicadas, relacionadas con el Principio de Incertidumbre, sobre todo las que ocurren al expresar los
operadores en coordenadas no Cartesianas, o al intentar asociar a la variable tiempo con un operador hermiti-
co. De igual forma, resulta didactico ilustrar algunas aplicaciones en los tipicos sistemas simples, utilizados
ampliamente en la literatura con referencia a las soluciones de la ecuaciéon de ondas. Un enfoque reflejado en
una nota didéctica, para el par tiempo-energia, fue realizado por Giribet, el cual es ilustrativo no obstante,
con un enfoque mds restringido y limitado en sus aplicaciones [1]

2. Operadores mecanocudanticos

El operador correspondiente a la variable dindmica de posicién es el correspondiente a la coordenadas
(r,0,9), etc. De igual forma, el operador asociado a la posicién es de origen y naturaleza hermitico, por



cuanto su acccién es esencialemente multiplicativa. En esta linea de argumentacién, el operador de energia
potencial, V' (r), posee la misma caracteristica.

Al momentum p, le corresponde el operador gradiente:
—
P — —ih V (5)

Cada una de las componentes cartesianas del momentum lineal, es decir: ]7(; —zﬁ (q =1x,y,2) es
un operador hermitico en el espacio funcional f (¢), del espacio de Hilbert. En coordenadas generalizadas,
los operadores de las componentes del momentum no son necesariamente hermiticas y su construccién con-
lleva cierta ambivalencia en la expresién final [6,7,8], punto que es deseable discutir en cierto detalle. Si
expresamos como py, las componentes del momentum, referidas a las coordenadas cartesianas g y como Py
las correspondientes en un sistema de coordenadas generalizadas (Qy, entonces la transformacion entre estos
sistemas de coordenadas, es expresable de la forma que se indica a continuacion:

0 .
k = Z aéj pi (]7k = 1a233) (6)
J

6 de igual forma:

Z J aqj ) (jvk = 1’273) (7)

Desde un punto de vista de la meczinica clésica, las expresiones (6) y (7) son idénticas, dado el caracter

conmutativo entre los operadores p; y aQ . Lo senalado, no obstante, no es valido en mecdnica cudntica, por
cuanto p; es un operador diferencial. De esta forma, las ecuaciones anteriores dan origen a dos operadores

distintos, al sustituir p; —ih ‘Zj . A partir de la identidad (6)
dq; .0
P, = —ih —]— = —ih —— 8
= 2 G000~ M e ®

y, a partir de la ecuacién (7), obtenemos para el adjunto de Py, la expresién que se indica:

B AL TR B ( 4, )(an>
L D SR oo A ?)

o en forma equivalente, podemos escribir:

gl 9 L9
pl— m{an+J<an)} (10)

En la expresién anterior, J es el jacobiano correspondiente a la transformacion {¢z} — {Qx}. A
modo de ejemplo, en coordenadas polares esféricas, el jacobiano es: J = 7r2senf), con lo cual obtenemos
directamente las identidades que se indican a continuacion:

0 0 L (0
P. = _m<8r> , Py = —zh((%) , Pp= —zﬁ<a¢> (11.1)

y las componentes correspondientes al operador adjunto son:

o 2 0 0
P! zh{ar + r} , Py m{(’?& +Cot9} . Py zﬁ<8¢> (11.2)

Por simple inspeccién de las identidades anteriores, concluimos que solo en el caso de una de las
componentes, se cumple: Py = P(;E, con lo cual solo la componente a lo largo de la coordenada ¢, es posible
considerarla como asociada a un operador hermitico y no asf las restantes. En este punto, es conveniente




recordar que en una base dada del espacio funcional, las variables dindmicas estdn asociadas solo a operadores
hermiticos, lo cual establece restricciones de envergadura. No obstante, lo senalado anteriormente, el producto
escalar, digamos Pg P, es siempre hermitico y corresponde al observable fisico, representado por el operador
qu en la base funcional considerada para estos efectos.

Es directo encontrar las identidades que se indican a continuacién:

? 20
2 2
0? )
2 _ 32 7
Py = h {802 +c0t960} (12.2)
P = —h28—2 (12.3)
d¢°

. 1 . . . . —_— sz
Es interesante, escribir para una particula, digamos de masa m y velocidad V', una expresiéon compacta para
el operador de energia cinética T, de la forma que se indica:

2
p 1 t gk
T= = Plgitp, 13
2m 2m Z 19tk (13)
7,k
donde T = T'. En coordenadas polares esféricas, el operador de energia cinética (recordando que las
componentes no nulas del tensor, geométrico son: ¢g'' = 1, ¢?? = %2 y ¢33 = m) adopta la forma que
se indica: 2 (52 5 o2 0 9 52 )
h 2 1 cos 1 h s
2m {5‘7’2 + r or + r2 9p> + r2send 00 + r2sen?0 8¢2} 2m (14)

identidad, compatible con la forma del operador de momentum p , ver ec. (5).

De igual forma, en mecédnica cldsica, el operador de momentum angular orbital corresponde al pro-
ducto cruz I = 7zp y por lo tanto, empleando el Principio de Correspondencia podemos escribir:

N
o (s . .
l= —ih ( T wV). De esta forma, las componentes de este operador pueden ser escritas en términos de sus

componentes cartesianas, como se indica a continuacién:

~ 0] 0
I = —iﬁ{ql —qm}, donde : k,l,m(= z,y, 2). 15
aQ’rn aql ( ) ( )
De la identidad anterior, tenemos expresiones del tipo: /l; = —ih {ya% — za%}, empledndose para los

sub-indices k, 1, m, permutaciones ciclicas de los indices k — 1 — m — k(x — y — z — z). Las identidades
de la ec. (15) pueden ser escritas, en el sistema de coordenadas (r,6,¢), de acuerdo a las identidades:

ly = iﬁ{sengﬁ% + cot 0 cos ¢3%}, lAy = {—cos qb% + cot Qsenqﬁa%} y l:, = —ih (8%)' Es directo, inferir

de las identidades anteriores, la validez de la identidad: Py = P; = [,. De igual forma, obtenemos el conjunto
de identidades que se indican a continuacion:

I,=0, ly= Py , 1= P} (16.1)
de igual forma, también podemos escribir:

~ 1 ~ 1 ~
T — P, = pr=1t 16.2
¢ sen2 ' ¢ e e (16.2)

3. Relaciones de incertidumbre

Las relaciones de no conmutatividad entre los operadores de posicién y de momentum lineal conju-
gado y entre las componentes del momentum angular orbital, proporcionan un conjunto de relaciones de



incertidumbre de interés, ver Tabla 1. En coordenadas polares esféricas no obstante, se satisfacen relaciones
de conmutacién andlogas a las indicadas en esta Tabla 1, no resulta posible derivar productos de incertezas a
partir de las relaciones, indicadas en las ecs (2) y (3), dado el cardcter no hermitico de los operadores P,,7 P¢
y sus operadores adjuntos ]3,T y ]3; En el caso particular de la coordenada ¢, para la cual no se presenta la

dificultad sefialada, se encuentra el conmutador [¢, P’ ¢] = ifi, lo cual al invocar la ec. (3) nos entrega la de-

sigualdad: (A¢) (AP,) > % De acuerdo a esta expresion, si el sistema estd descrito por, digamos una funcién

propia del operador ﬁ(b, como podria ser el conjunto de funciones del tipo exp (i¢) 6 en general, las armoni-
cas esféricas Y} ,,, (6, ¢), entonces resulta directo demostrar (AP,) = 0, de lo cual se deduce que la variancia
asociada a A¢ tenderia, en el limite a un valor infinitamente grande. Esta conclusién no tiene sentido, por
cuanto resulta imposible aceptar un valor de (A¢) superior a 27. De igual forma para las arménicas esféricas

—%/a:daﬁ /¢d¢ _z

de modo que el valor méximo de (A¢) es \F El problema radica en que sf blen es cierto que el operador P¢

Yim (0, ®), resulta inmediato obtener la relacién: (A¢>)2 = <q§2> —

(en forma andloga, el operador lz) es hermitico en la base de las funciones correspondientes a las arménicas
esféricas, no goza de esta propiedad frente a la funcién producto ¢Y; ., (6, ¢) [9], por lo tanto no se satisfacen
las exigencias mateméticas referidas en el conjunto de propiedades referidas en las ecs (4). De esta forma, la
expresion correcta para el Principio de Incertidumbre entre ¢ y lAZ debe asegurar para la variancia en ¢, un
valor del tipo: (A¢) = \F’ cuando (Al,) — 0. No obstante, lo sefialado anteriormente, un analisis riguroso
nos permite escribir una relacién de incertidumbre de la forma que se indica:

(A9)(AL) _ h )

o)

derivada, originalmente por Bouten y colaboradores [10]. La desigualdad anterior, garantiza la incerteza
méaxima equivalente a % para (A¢).

Tabla 1
Conmutador Producto de incerteza
[z’pz] =i (Al‘) (Apm) 2 B
[Lm’ Ly] =ihl, (AL ) ( ) ‘<Lz>|
x,p3| = 2ihp, (Apx) 2 ﬁ [(pa)]
2, L.] = —ihy ( )(A 2> 5 ()
[Pz, L] = —ihpy (Ap.) (AL.) > % |<py>|

siendo las relaciones de incertidumbre, consecuencia directa de la formulacién axiomaética de la Mecdni-
ca Cuéntica, las cuales deben cumplirse para cada uno de los sistemas monocorpusculares frecuentemente
empleados en la ensefianza introductoria de la mecdnica de objetos pequenios en sentido absoluto [11]. A
continuacién, ilustraremos lo relacionado con el Principio de Incertidumbre en el caso de sistemas simples
de interés didéctico.

A) Particula en una caja monodimensional de longitud L en ausencia de energia potencial en el inter-
valo de la variable 0 < x < L y con un potencial infinitamente grande fuera de la caja, es decir,
simultaneamente en los intervalos (—oo < < 0) y (L < z < 00). En este caso, las funciones propias

y valores propios de la ecuacién de ondas { (_7’ ) VQ} (z) = EY (z) son: {\Ifn (z) = \/gsen ("zz)}

y {En = n? (;;’222)}, respectivamente. En estos casos, los valores medios son: (x) = %, <a:2> =
2 . . .
(2’5:;;1) L?, (p.) =0, <p326> = (%ﬁ) , 1o cual nos conduce directamente a la identidad: (Aaz)2 (Apgc)2 =

(n27r2—6)ﬁ2
12 ;
mayor que %, satisfaciéndose el Principio de Incertidumbre.

Para los valores permitidos de n = 1,2, 3, ..., 00, el producto de las variancias es siempre



B) Oscilaror arménico simple:

En este caso, para un potencial periédico de la forma V = %k‘x2 en el intervalo —oo < z < 00, se
encuentran soluciones generales:

{\I/n ¢ = (%)1/4 (ﬁ) H, (&) exp [—%} } y {En = (n + %) hz/}. En estas conocidas expresiones,
H,, (§) corresponde a los polinomios de Hermite de orden n(n =0,1,2,....,00), en la variable £ =
Vbx (b = 4”2,% > O). En esta situacién, es directo encontrar el producto de las variancias correspon-
dientes a la posicién y a la componente en esta coordenada del momentum lineal de la particula. De

esta forma, podemos escribir: (Az)? (Ap,)? = (n + %)2 h? > %

C) Rotor rigido:
En este caso, las soluciones propias de la ecuacién de ondas de Schridinger, son de la forma: {Y} ,, (6, ¢)}

y {El =1(+1) %}. La situacién correspondiente al par ((;S,Tz), fue examinada anteriormente,

ver ec. (17). Para el par de componentes del momentum angular orbital {lejy}, en estados descritos

por la base funcional correspondiente a las armonicas esféricas, es directo obtener una relacién de

la forma: (Al,) (Aly) = 1 [I(1+1)—m?|h% Este producto es siempre mayor o a lo sumo igual,
cuando [ = |m| a la cantidad %<Z;> = %mﬁQ, lo cual es compatible con la exigencia del Principio

de Incertidumbre (ver, Tabla 1). Procedamos a continuacién a examinar la relacién (Ag) (Apg) > 4.

Sea, por ejemplo, un estado descrito por la funcién Y; o (6, ¢) = ,/% cosf. Es inmediato, encontrar

los valores medios que se indican: (0) = 7 y <02> = _ % Considerando la simetria esférica del

5 )
problema, en estudio, podemos suponer que se satisface (py) = 0 y el valor medio de p3 = 2Ah?, de
modo que: (A8)? (Apy)” = (79"2@56) R > n

D) Atomo de Hidrégeno:

En este ejemplo, resulta interesante el considerar las propiedades radiales, por cuanto la componente
angular de las funciones de ondas corresponden a las arménicas esféricas, tema analizado a propdsi-
to del rotor rigido, ver (C). A modo de ejemplo, consideremos el estado fundamental: R4 (r) =

(ﬁ) exp [—a’—o} , con lo cual obtenemos los valores medios que se indican: (r) = %ao, <r2> = Sa%, con
0

(Ar) = @ao (observar que la incerteza es del orden de un 58 % del valor medio de la varibla radial
r). En considercién con la simetria del problema, supondremos que se satisface (Ap,) = 0. A partir
o~ . . 2 . . .
del operador p?, encontramos la identidad: <p3> = Z—z, con lo cual es directo encontrar la identidad:
0

(ApT)2 = Z—z, en consecuencia obtenemos: (Ar) (Ap,) = ?ﬁ > %
0

4. Version pedagdégica de la incerteza energia-tiempo

Es un hecho conocido en fisica que el Principio de Heisenberg, relacionada la dispersién de posicién
y momentum. Las derivaciones estdn, como lo hemos senalado en las secciones anteriores de esta ponencia,
en el conmutador de posicién y momentum. La analogia para energia y tiempo pareciera considerar el
tiempo como operador lo que no ocurre en Mecdnica Cudntica. De hecho tal cosa, se esperaria para teorias
relativistas, dado que tiempo y posicién se transforman entre si de un observador a otro. No obstante, lo
senalado anteriormente, la relatividad obliga a considerar teorfas cudnticas de campos, donde el operador
posicién no tiene lugar. Las relaciones de incerteza posicién-momentum cobran semejanza a las de energfa-
tiempo y por razones parecidas. Es precisamente por estas dos razones que proporcionaremos en este escrito
una derivacién independiente de operadores. La derivacién no pretende ser original, tan solo didéctica.

Para estos efectos, considere un hamiltoniano simplificado a dos niveles de energias Fy y F;. Esto
se hace para clarificar y simplificar la notacién solamente. Los estados propios correspondientes son |Ep) y



|E1). La evolucién temporal de un estado cualquiera |t = 0) = ¢ |Eo) +c1 |E1) es:|t) = coexp [f%] |Eo) +
¢ exp [—EH] |Ey)

A fin de medir la energia es necesario perturbar el sistema. Esto lo podemos modelar con un potencial
V (t), necesariamente dependiente del tiempo y que se anula tanto en menos como en més infinito. Se trata
ahora de evolucionar el sistema con un hamiltoniano del tipo: Hy + V (¢). En ausencia de la perturbacién
V (t), las constantes ¢y y c¢; resultan ser independientes del tiempo, de modo que la perturbacién los hace
evolucionar de la forma que se indica:

dc Eot
’Lhdito = Co‘/b 0 + Cl‘/b 1 €Xp [—;:| (181)
d Ey— Eq)t Eot
zﬁ% = aVi1+coexp [(Ohl)] Vi 0exp {f(:} (18.2)
donde Vig = (E1|V (t)|Ep) y los restantes elementos matriciales se definen en forma semejante. Estas

ecuaciones son exactas y se obtienen por simple sustitucién y proyeccion en |Ey) y |E1). Si partimos desde
el estado fundamental |Ey) en t = 0, obtenemos ¢y =1 y ¢; = 1, con lo cual la solucién aproximada para c¢;
es:

h% ~ Vi (t)exp {Z(EI;EOH} = ¢ (t—o0)= %/ Vi, (t) exp [Z(El;EO)t] dt (18.3)

— 00

lo cual nos entrega la amplitud de la probabilidad de transiciéon desde el estado fundamental (basal) al primer
estado excitado. De igual forma, este resultado nos indica que esta amplitud no es més que la transformada
de Fourier del potencial de perturbacién. Exactamente, la misma relacién se cumple entre la amplitud de
momentum y de posicién, lo que nos sugiere que: (AE) (At) > 2, dado que (Az) (Ap,) > 4. Con del
proposito de simplificar la deduccién de esta relacion reciproca entre las transformadas de Fourier, lo cual
en los textos se realiza normalmente empleando operadores, procederemos a considerar la transformada:

c(w) = % /_Oo V (t) exp [fwt] dt (19)

Desde un punto de vista intuitivo, la condicién para que ¢ (w) se anule, practicamente en todo el rango
de la variable w, es preciso suponer una familia infinita de exponenciales oscilantes, con unas pocas de éstas
obtendremos los ¢ (w) oscilando hasta el infinito. Lo mismo ocurre con la transformada inversa, si tenemos un
V (t) concentrado obtenemos un ¢ (w) distribuido. Si deseamos un argumento formal es totalmente necesario
definir con exactitud que se entiende por “concentrado” y “distribuido”.

Para estos efectos, procederemos a definir los promedios:

[ |V (8))? dt

() = 7]\1/ o (20.1)
o JuwPle(w )|? dt
(w?) = @i (20.2)

con los pesos |V (£)]” y |¢ (w)|*. Resulta interesante que sea posible demostrar rigurosamente que el producto

de estos promedios es necesariamente mayor que una constante determinada. Se define para A arbitrario:

dv (t)
dt

w(t) =tV (t) + A (21)

y se procede a calcular:

av av* av dV dvv*
* _ 2 2 * _ 2 2
/uu dt = /{t VI* + A ry —I—)\t[ o +V dt}}dt—/{t VP 4+ A | = |+ M—— o }dt
2|V dt
- / 2 [V])? + N2 av v b= {1 2‘ +A 2” Y /|V|2dt
dt JIV|=dt f|V| dt



En la expresién anterior, se realizé una integracién por partes. Claramente, estamos igualando cantidades
positivas, el polinomio cuadrédtico en A es positivo para todo A y esto implica que su minimo debe ser positivo,
lo que también implica que se satisfaga la desigualdad:

2
JEVIde [ |5 dt
JIVIPde [V]at

> (22)

1
4

Tenemos, una identidad para todo V (¢). Con la definiciéon dada para la trasformada de Fourier,
obtenemos la identidad de Parseval [12]: [ ’V (t)2’ dt = [|e(w)]’ dw y junto con la transformada de v (t)

dt
que es —iwc (w), obtenemos: (t?) (w?) > + — (At) (Aw) >  obteniendo finalmente, la relacién de incerteza
buscada. Exactamente pasa lo mismo con el momentum-posicién . La desigualdad se da solo cuando v = 0,
lo que arroja una ecuacién diferencial con una gausiana de solucién.

5. Comentarios adicionales

La relacién (AE) (At) > g, fue originalmente propuesta por Bohr y es corrientemente utilizada en
la interpretacion del decaimiento radiactivo y en el estudio de los anchos de lineas espectrales (en estas
situaciones (At) se interpreta no como una desviacién estdndar corriente sino que més bien como asociada a
la vida media de los estados caracterizados por funciones soluciones de la ecuacién de ondas de Schrodinger.
También es posible encontrar en discusiones bibliogréficas que la inclusién del tiempo en las relaciones de
incertidumbre, puede ser realizada incorporando una propiedad, digamos A del sistema la cual no dependa
en forma explicita del tiempo, no obstante, su valor medio si variard con el tiempo [13,14], de esta forma
escribimos el conmutador:

~ _0A
[H,A} = ih (23)
de donde, podemos escribir:
(AE) (At) > h @ (24)
— 2| ot

expresion general, para el Principio de Incertidumbre energfa-tiempo [15].

Para efectos ilustrativos y de completitud, considere un estado permitido, el cual dependa paramétri-
camente de las coordenadas de posicién y del tiempo.

(25)

¥ (0.t) =2 (@) exw |-

iEt}
Es directo, indicar que los valores medios para estados como los descritos anteriormente, ver ec. (25),

son tales que se satisface: (¥| A |¥) = (®| A|®). Una situacion interesante y de mayor generalidad, ocurre
para el caso de estados mezclas (hibridos) del tipo que se indica a continuacién:

1Bt
U= ch\:[/k = ZCk(I)k exp |:— ﬁk ] (26)
k k

supondremos, sin que esto signifique pérdida de generalidad, que los coeficientes de mezcla ¢ son escalares y
de igual forma que estamos en presencia de una situacién de estados permitidos sin degeracién orbital. Bajo
estas circunstancias, el valor medio de A, resulta ser funcién del tiempo. Escribamos la identidad, tal cual
como se indica a continuacién:

<E> = zk:ci <A\>kk + QZ crey <A\>kl cos(D)t, donde: D = L;EZ) (27)

k<l

y por lo tanto, es directo escribir la identidad:



o(4) ~
2l = 2D o <A>k,l sen (D)t (28)
con lo cual obtenemos la expresién:

@EMA@:E:@k—&nw«ﬁ%JwMDH (29)

k<l ’

Supongamos a modo de ejemplo, un estado permitido del oscilador arménico simple caracterizado por
la funcién: ¥ = % {\Ifo exp [fdf%t} + U, exp [ ’Elt]} donde los estados componentes del estado mezcla
son: ¥y = (%)1/4 exp [—%] y U =2 (%) fexp {—;} con los valores propios Fy = §h1/ v B = §hy,
respectivamente. Si la variable A, corresponde a la coordenada cartesiana x, obtenemos: (z), = (z); = 0,
<m2>0 = % ,<x2> %, <1’>071 = \/—1277 ,<x2>0,1 = 0. De estos resultados, obtenemos las identidades:
(x) = 00\5/25”“ y < > = %, con lo cual: (Ax)2 = % De igual forma, (E) = hv'y <E2> =2 hz/) ,
lo cual: (AE)® = 1 (hw)?. Estos resultados parciales nos conducen a escribir la identidad:

B h2p2? (8 — cos? 27r:c)

AE)* (Az)? 30
(AB)* () = (30)
De igual forma y en conformidad con la ec. (29), deberfa cumplirse:
2,2 002
2
(AB)? (Ag)? > vosen2me (31)

8b

La figura 1 presenta la distribucién de la densidad de probabilidad (V*W) para diferentes valores de
t, con intervalos de %u‘l. Al observar las ecs (30) y (31), constatamos que la cantidad (8 — cos? 277:10) >

sen?2rx, con 10 cual se satisface la relacio’n de incertidumbre En cada instante' t= 3 (n = O 1,2,.),
(z) =& 353 0953
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medio de x es cero y también el valor maximo de (Azx) es %. Hemos incluido, las Figuras 2 y 3 de modo de
ilustrar la variacién del valor medio de la posicién con el tiempo y la variacién de la incerteza en la posicién
con el tiempo, respectivamente.

el valor

Una situacién parecida a la anterior, de uso corriente en quimica se observa en los casos de estados
atémicos descritos por orbitales mezclas (orbitales hibridos). En un enfoque localizado, el sistema ode
metano (C'Hy), se interpreta en funcién de un total de cuatro hibridos del tipo sp®. De esta forma, el
hibrido orientado a lo largo del eje de cuantizacién z, se expresa de acuerdo a la identidad:

1 3 1 1 Fo st 3 ) Fopt
U = 5\1125 + gllsz = 5(;525 exp [Z ; } + g(b?m exp {ZQP] (32)

h

Para el dtomo central, Carbono, la diferencia energética: (Es, — Eas) ~ 70,800cm™! [16]. Ex-
presando las funciones ®55 y ®3p, en la representacion radial simple, propuesta por Slater [17], obten-

o o Tag: _ _ 2 _ _10 2 2 _ _16 2
emos los siguientes resultados parciales: (z),, = (2)y, = 0, (22),, = 7o %0 (z >2pz = Z,2% Y

_ 15\/5 2 _ sz . q . .
<Z>2$—>2p = Z.,..00; <z >2s_)2p = 0. En funcién de estos resultados, para el orbital hibrido, obtenemos:

(z) = 22511? cos At y <z2> = 221f6 : a?. En estas expresiones, Z.fe. = Z — S es la carga nuclear efectiva y

-V 64 — 25 cos? At. La in-

certeza minima se logra en los instantes ¢ = “f con un valor igual a 5>>— Zos 39 —ao, correspondlente a un valor medio

2§e;ec en cada instante ¢t = §% (n =1,2,3,...),

correspondiente al valor medio (z) = 0. Al emplear el valor Zfe. = 3,25 [17]y A = 70800 =1,34,10"0seg71,

obtenemos para t = “f (n=0,1,2,..), los valores: (2) = 0,77ag y (Az) = 0, 96a0 Slmllarmente para
t= 5% (n=1,2,..), se llega a los resultados: (z) =0y (Az) = 1,23ap.

A= %, con lo cual la incerteza a lo largo del eje z, resulta ser: (Az) =

de la coordenada z, en conformidad con el resultado: (z) =




De lo senalado anteriormente, podemos instuir que en este modelo de hibridos en un enfoque localizado,
la densidad electrénica en el estado mezcla sp® no es estacionaria, variando periédicamente de punto en punto,
con incertezas que excediendo en alto grado los valores medios calculados para la posicién. Por efectos de
completitud, en la Figura 4, se grafica la variacién de la dependencia angular de los orbitales hibridos sp?
en funcién del tiempo.

Resulta directo el constatar que para un dtomo libre, la densidad electrénica méxima de un hibrido
(orbital mezcla) es fluctuante. Resulta, en consecuencia incorrecto, asociar la formacién de un enlace local-
izado con una imégen fisica de acercamiento de los ligandos hacia aquellas posiciones de médxima densidad
electrénica de los hibridos. Desde la perspectiva del ligando, la nube electrénica del hibrido aparece oscilante
y no estéatica esperando la formacion del enlace. Habria que aceptar que, de alguna forma, la proximidad del
ligando inhibe las variaciones periédicas de la densidad electrénica, si deseamos el supuesto de un dtomo de
Carbono, en un estado valencial apropiado como para explicarnos la formacién de un total de cuatro hibri-
dos, fisicamente indistinguibles y dando origen al esqueleto molecular. En esta situacién los cuatro orbitales
mezclas del atomo central se enlazan con orbitales atémicos 1s de Hidrégeno, origando cuatro enlaces del
tipo o (sp315).

Una vision alternativa consiste en remplazar la idea de hibridacién del dtomo central por la de orbitales
moleculares deslocalizados del tipo: Yonr = k1P +ko > 1, cL®r, donde ¥ representa uno de los orbitale de
Carbono y la sumatoria ), ¢ ®y, corresponde a una combinacién lineal adaptada por simetria, compatible
con la simetrfa del orbital del dtomo central. También, el enlace localizado del tipo: ®r,. = ¢1 (sps) +c®y,
es simplemente una solucién particular, del concepto mdas general de orbital molecular. En la descripcién
localizada, existen fluctuaciones periédicas de la densidad de cargas electrénica, pero una vez ya formada
la molécula. De esta forma, la molécula de metano (grupo puntal molecular Ty), podria interpretarse en
términos de un modelo de orbitales moleculares como una nube electrénica completamente deslocalizada o
bien en términos de un modelo con enlaces localizados, cuya densidad de cargas electrénica varfa ciclicamente
con el tiempo.
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Figura 1: Variacién de la densidad de probabilidad (U*W¥) a diferentes intervalos, entre t =0y ¢ = 1/v
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Figura 2: Variacién del valor medio de la posicién con el tiempo
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Figura 3: Variacién de la incerteza en la posicién, con el tiempo
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Figura 4: Variacién de la dependencia angular del hibrido sp® en funcién del tiempo
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