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INTRODUCCION

Dada la estrecha relacion de nuestra especie con el agua, a lo largo del tiempo
se ha ido acumulando una gran experiencia sobre el comportamiento fisico del
agua. En el propio lenguaje se fijan ideas como las corrientes, los remolinos,
las turbulencias, las olas...Conceptos que son resultados directos de la
experiencia y que seran refinados por la Fisica en la mecéanica de fluidos.
Incluso el concepto de presion del agua es un resultado relativamente directo
de la experiencia. Un buceador nota rapidamente este efecto de la presion en
sus timpanos a medida que desciende bajo la superficie del agua.

En cuanto al control fisico del movimiento del agua tenemos los testigos
histéricos tales como canales de riego en el Egipto antiguo, acueductos,
molinos y norias Romanos. El empuje de elevacion de todo cuerpo sumergido
parcial o totalmente en el agua se utilizé en la construccion de barcos desde
tiempo inmemorial.

Leonardo Da Vinci, en el renacimiento, registra sus observaciones sobre el
reposo y el movimiento del agua en varios cuadernos de trabajo:

“...las superficies de todos los liquidos en reposo, que se encuentren unidos
entre si por debajo, siempre tienen la misma altura.”

“...en todos los casos en que hay movimiento de agua, hay gran parecido con
el movimiento del aire.”

“Para percibir la corriente de agua esparcir pequenas semillas...de tal modo
que se distribuyan por el seno del agua. El movimiento de estas semillas
indicara cuales son las partes del agua que se mueven mas 0 Menos
rapidamente...”

“Si un canal experimenta un ensanchamiento brusco a cada lado, el agua
forma remolinos a ambos lados del ensanchamiento...”

“El agua discurre mas rapido por el centro de canales rectos que por sus
costados o en su fondo. Y mas rapido cerca de la superficie que cerca del
fondo.”

La mecanica de fluidos es la continuacién natural de la mecanica elemental.
Conceptos tales como las fuerzas de contacto : normales y rozamiento
evolucionan hacia los conceptos de presion y viscosidad. Esta evolucion tiene
una parte matematica realmente relevante, ya que presiones y viscosidades
adoptan ahora la forma matematica de tensores.
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PRESION HIDROSTATICA

Segun el principio de Arquimedes, todo cuerpo total o parcialmente sumergido
en agua, experimenta una fuerza ascendente equivalente al peso del agua que
el volumen de dicho cuerpo desaloja. Hay que decir que esta ley no es
exclusiva del agua, sino de cualquier material en estado de fluido, como
pueden ser liquidos y gases; pero para concretar supondremos que utilizamos
agua como fluido.
En este contexto imaginemos un prisma de seccion triangular que introducimos
en el seno de un recipiente con agua. La imagen representa las fuerzas que
E actian sobre los lados del prisma en una seccion
triangular recta del prisma.
Las fuerzas Fi actian en la normal a la cara
correspondiente del prisma de la misma forma que la

~ I v AP3 fuerza de contacto normal de un objeto que se desliza
M’z/' i \ sin rozamiento por un plano inclinado. Por tanto
F2 Vo 3 estamos suponiendo que no existe rozamiento, en

este contexto denominado viscosidad, entre el prisma
y el agua. Estas fuerzas representan la accién del agua sobre el prisma y por
tanto la resultante de estas fuerzas debe ser el empuje descrito en el principio
de Arquimedes. Por otra parte sobre el prisma actla también la fuerza
asociada a su peso (P) . La fuerza resultante del peso y del empuje
ascensional tendrd cierto valor. Dependiendo de este valor, el prisma se
hundira si prevalece el peso o alcanzara la superficie del agua si prevalece el
empuije. En el caso limite en que el empuje y el peso sean iguales entonces se
alcanza el equilibrio hidrostatico y el prisma no se mueve de su posicion. En
este caso la masa del prisma es igual que la masa de agua desalojada por su
volumen, es decir, el prisma tiene la misma densidad que el agua. Si el prisma
es homogéneo con densidad constante, este caso tiene una propiedad
interesante facilmente accesible a la experiencia: el equilibrio hidrostatico que
se alcanza es un equilibrio indiferente; el prisma permanece en la posicién en
gue se haya colocado y no tiene ninguna tendencia a girar. Por tanto, medido
respecto de un punto cualquiera, el momento total asociado a las fuerzas Fi
sobre el prisma compensa exactamente el momento asociado al peso del
prisma en este caso.

Volviendo al equilibrio de fuerzas podemos poner : Fi+F2+Fs+P=0=E+P

Dado que los vectores que manejamos estan en un mismo plano, como
operacion matematica siempre es posible descomponer el vector P en suma de
2 vectores AP, , AP; linealmente independientes en dicho plano vy
perpendiculares a las caras respectivas del prisma. De esta forma la expresion
anterior queda

(E1)+ (F, +AP2)+ (R + AP3)= 0

Las componentes vectoriales que a parecen

L F2+AP2 agrupadas en paréntesis representan un

,  triangulo vectorial que ademas es semejante

I I 3AAD3 a la seccion triangular del prisma, debido a la
perpendicularidad de las componentes
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vectoriales. La relacion de semejanza se puede expresar como

FF_F+AP, F+AP,

Y
S, S, S,

(P

donde S representa el area de las caras del prisma, es decir, el producto de la
longitud | de los lados del triangulo por la altura del prisma; altura que es la
misma para todas las caras.

Primer paso al limite

En la expresion anterior, podemos variar la forma de la seccion triangular del
prisma. Por ejemplo podemos tomar sucesivos prismas que vayan abatiendo el
lado 2 sobre el lado 1, manteniendo constante la longitud del lado 1 y anulando
progresivamente el lado 3. Esta operacion, en el limite, supone anular los
valores AP, , AP; ; ya que estas fuerzas son componentes del peso y por tanto
son proporcionales a la masa contenida en el prisma. En el limite del que
hablamos el prisma se transforma en una superficie, no tiene volumen y por
tanto el prisma deja de tener masa. Si en el proceso limite los valores de F; y
F., se mantienen significativamente superiores a los de AP, , AP3; , entonces
llegamos a la siguiente configuracion:

F, Sobre una superficie S1 ,sin masa, inmaterial, aparecen
l dos fuerzas iguales y de sentido contrario, una por cada

= lado. Interpretamos este resultado asi : la superficie S1

T separa dos partes del fluido. Las fuerzas internas del
-F, fluido son fuerzas de contacto que se manifiestan en la

superficie de separacion entre las partes del fluido y
cumplen con la 32 ley de Newton ; el principio de accién y reaccion. Por otra
parte el resultado se ha obtenido en un proceso en que las fuerzas F son
aplicadas a una superficie material; por continuidad también debemos aceptar
el resultado si S1 es la superficie de separacién entre el agua y otro cuerpo;
este cuerpo puede ser otro fluido ,como el caso del aire. A nivel atémico,
podemos imaginar que estas fuerzas son el resultado de la repulsion de las
nubes electronicas de los atomos situados a ambos lados de la superficie S1.
Note el lector que las fuerzas F1 siempre seran perpendiculares a la superficie
S1, independientemente de la orientacion de dicha superficie.

Segundo paso al limite
Lo anterior muestra que las fuerzas internas en el agua, esto es la presion,

converge con la superficie sobre la actuan, de modo que podemos poner la
presién media sobre una superficie como

F
<p>—§

si hacemos la superficie tan pequefia como queramos alrededor de un punto,
entonces la fuerza correspondiente ird disminuyendo también, pero podemos
suponer la convergencia y definir la presion en dicho punto como
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_dF
P s

la existencia de este limite es , en algun sentido, un acto de fé similar al de la
definicibn de la velocidad instantanea. En principio pueden aparecer
indeterminaciones matematicas del tipo 0/0; pero la hipétesis que se acepta es
la del comportamiento matematicamente continuo de las magnitudes fisicas.

Si hacemos los dos pasos al limite en uno para el caso de un prisma de
seccidn triangular cuyos lados son tan pequefios como queramos tenemos

dF, dF, dF,

ds, ds, dS,
de modo que para una superficie elemental centrada en un punto, la presion es
independiente de la orientacion de dicha superficie y siempre perpendicular a
ella.

Columna de agua en equilibrio

La imagen representa un recipiente con agua en reposo.

z Definimos una porcion del agua mediante un prisma recto

AS de seccion AS, altura Ah, masa Am y densidad de masa

A por unidad de volumen p. Las fuerzas de presion que

1S > actlan sobre este prisma se representan en el dibujo.
LA y Dado que la porcion de agua esta en reposo las fuerzas
de presion en la horizontal deben compensarse. Las

- fuerzas en la vertical deben compensar el peso de la

columna de agua
Am
psuperiorAS - pim‘eriorAS +Am g= 0—> psuperior ~ Binterior T oo gAZ =0—
ASAz
pinferior = psuperior +p gAZ
El razonamiento hecho es valido también para una columna de aire en una
zona de aire en reposo, sin viento. Por supuesto en este caso se debe utilizar

la densidad del aire.

Si, en el caso de la columna de agua, la parte superior del prisma llega hasta la
superficie del agua, entonces la presion superior es igual a la presion
atmosférica en el punto en cuestién. En la superficie de separacién entre aire y
agua podemos aplicar lo dicho en la seccién “primer paso al limite”.

Si ahora hacemos la altura Az de la porcion de agua tan pequefia como
gueramos, entonces el andlisis de fuerzas en la horizontal da

pderechadS - pizomierdaldS = 0 - pizquierda = pderecha

Note el lector que este resultado permite tomar Ax, la distancia horizontal, tan
grande como permita el recipiente.
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Por tanto la presion hidrostatica como funcién de las
coordenadas solo depende de la altura z, en la direccion
del campo gravitatorio : p=p(z). En el caso de un recipiente
de forma irregular, la diferencia de presion entre dos
puntos se puede calcular combinando los resultados
anteriores para distintas columnas de agua en equilibrio
como muestra el dibujo; tomando la presiébn como una
magnitud matematicamente continua.

Sobre-presién

El siguiente dibujo representa un depdésito de agua conectado a una tuberia
muy estrecha y alta. Si tenemos el depdsito lleno y empezamos a
llenar la tuberia de agua, debido a la dependencia de la presion con
la altura p(z), podemos aumentar enormemente la presion sobre
zonas proximas al fondo, lo que supone un aumento de la fuerza que
el agua hace sobre el recipiente equivalente al producto de la presion
por la superficie correspondiente. Esto aumenta la tensién en las
paredes del depdsito; a tal extremo que incluso es posible romper las
paredes del depdsito. En tiempos de los Romanos se utilizaba una
técnica de mineria denominada “ruina montium”. De esta forma se
excavaban altos pozos vy galerias en las zonas apropiadas de una
montafia. Al introducirse grandes cantidades de agua el golpe de
ariete fracturaba zonas de la montafia que después caian abajo por
efecto de la gravedad.

El lector no debe creer que este efecto viola la conservacion de la
energia y que es posible realizar un gran trabajo con un escaso aporte de
energia. Si el deposito empieza a romperse por la presién, entonces empezara
a derramarse agua y en muy poco tiempo la altura de agua de la tuberia habra
disminuido considerablemente, disminuyendo también la presién sobre el
fondo. Sin embargo, para romper la materia, basta un instante en que la
presion sea lo bastante grande.

Equilibrio hidrostatico en un sistema de coordenadas no inercial

4 El dibujo adjunto muestra un recipiente cerrado con agua
S 2 en su interior. El recipiente gira respecto del eje z a una
velocidad constante, de modo que el movimiento de giro se
1 transmite poco a poco al fluido. Finalmente, para un
---------------- observador asociado al sistema de coordenadas rotante
) (x,y,2), la superficie del agua adoptara la forma estable de
un paraboloide de revolucion. Este observador, no inercial,
> » puede utilizar también las leyes de la presiéon hidrostética,

y ¥~ X pero en el equilibrio hidrostéatico debe introducir también la
aceleracion centrifuga, descrita en [1]. Para describir
completamente el campo de presiones p(x,y,z) para este observador podemos
tomar dos columnas de agua : 1y 2, una horizontal y otra vertical de seccion

I-—“
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dS’. En la columna 1 horizontal la presion en los extremos derecho e izquierdo
debe compensar el efecto de la fuerza centrifuga, que actia en esta direccion.

X=X

(pderecha - pizquierdabslz (Xj‘xddeSI: Txdm w2 x= Ipdsldx WX —
x=0 x=0 x=0

X=X

1

2 2.2

Paerecha ~ pizquierda: Ip WoXxdx = E/O WX
x=0

Para la columna 1 vertical las presiones superior e inferior deben compensar el
peso de la columna, que es la fuerza que actla en esta direccion vertical. El
resultado obviamente coincide con el encontrado anteriormente

pinferior = psuperior + P g z

Por tanto la diferencia de presion entre el origen de coordenadas y un punto de
la superficie del agua sera

1
Ap = Ap, +Ap, :Ep wix* - pgz

Por otro lado, podemos hacer el calculo de este cambio de presién utilizando
dos columnas complementarias 1’y 2’ en la zona de aire. Esto nos lleva a este
resultado

1 1
Epagua W2X2 - pagua gz= Ap = Epaire W2X2 ~ Paire gz

resultado que es compatible con la ecuacién de una parabola : z = ax?
Experiencia de Torricelli

La imagen muestra el sistema utilizado por Torricelli para
medir la presion atmosférica. La cubeta inferior contiene
mercurio, un elemento fluido y liquido en condiciones
habituales de presion y temperatura. Inicialmente
h llenamos el tubo completamente con mercurio liquido. Lo
taponamos de modo que no queda nada de aire dentro
| { deltubo. Ponemos el tubo boca abajo dentro de la cubeta
y destapamos la boca del tubo dentro de la cubeta. La
; columna de mercurio desciende una cierta cantidad hasta
gue se alcanza el equilibrio hidrostatico. El nivel de la
cubeta esta a la presion atmosférica y a la zona de vacio de la parte superior
del tubo podemos asociar una presioén nula, ya que suponemos que no existe
materia alli, esta vacia. Por tanto tenemos

patmosféria = pmercurio g h

siendo h la altura de la columna de mercurio desde el nivel de la cubeta. A
parte de poder medir los cambios de la presién atmosférica relacionados con
los cambios de tiempo meteorolégico, la experiencia de Torricelli es el primer
momento en fisica en que se genera un vacio de materia. De esta forma se
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pudo comprobar que la luz era capaz de atravesar el vacio, mientras que el
sonido necesita de un medio material para su propagacion. Posteriormente se
comprobd que el vacio generado en el experimento es solo aproximado y que
hay que considerar la existencia de una presion, aunque extremadamente baja
y despreciable frente a la presion atmosférica, de vapor de mercurio en
equilibrio con el propio mercurio liquido.

Una pipeta es un instrumento muy utilizado en quimica para trasladar liquidos
en pequeinas cantidades. Su mecanismo de funcionamiento es similar al tubo
del experimento de Torricelli, solo que ahora el tubo esta abierto por los dos
extremos. Un extremo se introduce en el liquido que se desea trasladar, por el
otro extremo una persona genera con su boca una pequefia succién que
elimina aire de la parte superior del tubo. Esta succion, al eliminar aire,
disminuye la presion de dicho aire en esta zona, lo que provoca una subida de
la columna de liquido para llegar al equilibrio hidrostatico. Después se tapona la
parte superior con el dedo gordo para evitar que el aire entre y ya se puede
trasladar el liquido.

Mareas
El dibujo adjunto representa la
- interaccién entre la Tierra y el Sol,
“N\ separados una distancia d, de cara a
un calculo sencillo de las mareas
causadas por el Sol. Suponemos que
la tierra es un planeta liquido, que no
gira respecto su eje de rotacion y
perfectamente esférico. El sistema
de coordenadas que utilizaremos es
un sistema de coordenadas en caida
libre solidario a la tierra (que suponemos no gira) y cuyo centro se mantiene
unido al centro de la tierra; por tanto sigue el movimiento del centro de la tierra
en el campo gravitatorio solar. Imaginemos dos columnas de agua, 1 y 2 tal
como aparecen en el dibujo. En ambas columnas se ha marcado un elemento
de fluido. El célculo de la variacion de presién en estas columnas debe hacerse
en términos diferenciales, puesto que la gravedad terrestre ya no es constante
en dimensiones tan grandes y ademas hay que considerar el efecto de la
gravedad solar sobre las columnas. Vamos a calcular la diferencia de presién
P,-P;1 desde el sistema de coordenadas en caida libre definido antes, para lo
gue aplicaremos la féormula

dp = p[g(r)+Ag(r)]dr

donde g(r) hace referencia al campo gravitatorio de la tierra y Ag(r) hace
referencia a las alteraciones correspondientes al campo gravitatorio solar. El
elemento de fluido en la columna 1 estd afectado por el campo gravitatorio
solar s;, pero esta es la vision desde un sistema de coordenadas inercial
centrado en el sol. Respecto de nuestro sistema de coordenadas la cinemética
exige compensar la aceleracion s de cualquier cuerpo asociada al campo
gravitatorio solar con la aceleracion sy asociada al movimiento de nuestro
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sistema de coordenadas. De este modo tenemos, en modulo (Ms= masa del
sol)
- = GM, r
Ag, (r :‘sl—so‘z—s—
gl( ) d2 d
Para el elemento de fluido de la columna 2 debemos hacer la misma
compensacion. Para ello podemos desarrollar en serie el campo solar respecto
del origen de coordenadas

GM, GM, 1 GM 2r
S, = ;= 1-—|  (r<<d)
(d+r) d (1+L)2 d? d
d
- = 2GM, r
Ag,(r)=s2—S0o=— dzsa

Con esto podemos calcular la variacion de presion P,-P;

p2 0 R
fdo=p j Agy(r)dr + p I Ag, (r)dr
pl

Pz—ﬂ:pTGd'\gsrdr— JZGMSrdr_— .Ff srdr=-
R 0

0

SGM
SEPYE

SR2

donde R es el radio terrestre. El término asociado a la gravedad terrestre g(r)
desaparece debido a que consideramos la tierra perfectamente esférica.

En consecuencia vemos que el efecto de la gravedad solar en una tierra
liquida, que no gira respecto a si misma y perfectamente esférica es una
disminucién de la presion en 2 respecto de la presion en 1. Por tanto la
tendencia al equilibrio hidrostatico exige un movimiento de agua desde la zona
1 a la zona 2; es decir, la altura del mar en la zona 2 debe ser superior a la
altura del mar en la zona 1 en una cantidad Ah que compense la discrepancia
de presiones calculada

p—3(23d'\fs R? = pgAh —> Ah = 326'\"3 R?

d3

donde g es la aceleracion de la gravedad terrestre en su superficie. Haciendo
cuentas la altura es de aproximadamente 25 centimetros. Un calculo similar
para la Luna resulta en 35 centimetros. Note el lector que este resultado
corresponderia a Ah en alta mar y que esto supone en realidad un gran
volumen de agua desplazada. Debido al giro de la tierra, las mareas acaban en
las cercanias de las masas continentales, donde el mar tiene menos
profundidad y esto hace que la marea gane en altura y velocidad, ain mas si
pasa por estrechos poco profundos, como el Canal de la Mancha o el estrecho
de Gibraltar. Dado que la atmodsfera también se comporta como un fluido,
también hay mareas atmosféricas [2].
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Prensa hidraulica

El dispositivo de la figura consta de dos
F1 F2 vasos comunicantes llenos de agua. Como
sabemos el equilibrio de presiones requiere
que el agua llegue a la misma altura en los
dos vasos. Posteriormente se aplican unos
S1 S2 pistones (en negro) y se aplican sendas
fuerzas F1 y F, en cada uno de los vasos. Si
estas fuerzas son tales que se mantiene el
nivel en los vasos, entonces la presion justo
debajo de los pistones debe ser la misma, y
por tanto
I:l FZ

=—=—->F=—-"F
p s, S, 2 s, 1

relacion que es similar a la de la palanca; de modo que si la relacién de
secciones S,/S; es lo bastante grande, una fuerza relativamente pequefia Fi,
puede equilibrar a otra F, relativamente grande. Las imprentas antiguas se
basaban en la presion de las planchas con los caracteres alfabéticos sobre el
papel. Estas planchas se colocarian en el lado de F, de modo que estuviesen
muy cerca de un tope con el papel y un pequeiio desplazamiento de F;
provocaria una gran compresion del papel contra las planchas, que quedan
grabadas en el papel. Si en el lado de F; se conecta a una tuberia con agua a
presion, el sistema funciona como un elevador hidraulico.

Altimetro de presion.

Podemos imaginar una columna vertical de aire de seccion dS en una
atmosfera en equilibrio estatico. Un elemento de volumen de esta columna
esta sometida a una presion superior y otra inferior que deben contrarrestar el
peso de dicho elemento de volumen de aire dV, aplicando la ley de Newton de
la gravedad:

- dpdS = dm Gr';" :deGT'Z"; dv = dsdr > dp :pGrIZ/l dr
l donde p es la densidad del aire. Si aplicamos la ecuacion de los
dr gases ideales al aire : p = pRT/mp, donde mpo €s la masa molar
T del aire; por tanto, suponiendo la temperatura T constante
d GM dr ftdp ¢ GM dr GM (1 1
i L o [ [T S h(p)—h(py) = 2| =
p RTmmol r po P ro RTmmol r RTmmol r I’0

ds

El resultado es una relacion entre la presion atmosférica y la altura. Esta
relacion se utiliza en los altimetros de presion, adecuadamente calibrados en
los parametros po ,fo, Mmot Y T para aproximar la altura segin medidas de
presion. Estos dispositivos se utilizan en aviones y se calibran para las
condiciones de los aeropuertos en que se realizara el aterrizaje, sin embargo el
sistema es poco fiable en caso de una atmaosfera no estable cerca de borrascas
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y centros de bajas presiones, donde la presion cambia abruptamente. Los
aviones disponen también de radio-altimetros.

Momento angular hidrostatico

0dS ¢ Un recipiente contiene agua en estado de reposo. Esto
significa que las distintas porciones de agua que
podamos imaginar estan en reposo relativo. Esto es lo
gue pasa también en el caso del solido rigido. Si
consideramos una porcién de agua en forma arbitraria, el
pds P ;35 equilibrio hidrostatico exige que :

1-El efecto de las fuerzas de presion (pdS) sobre la superficie equilibre el
peso (P)
2-El momento de fuerzas sobre la porcidn de fluido sea nula:

ZFVi X (édmw) +ZF51 X (psj dgsj) :@CM x (maguaé)_'_mh =0
vi sj

donde se ha separado el célculo en la componente del momento de fuerzas
asociada a la fuerza de gravedad sobre cada elemento dm,; de fluido de
nuestra porcién arbitraria y la componente de momento de fuerzas asociada a
la presién sobre los elementos de superficie correspondientes. El vector
superficie dS es un vector perpendicular al elemento de superficie y dirigido
hacia el interior de nuestra porcion arbitraria de agua. De esta forma la
expresion vectorial pdS representa el vector fuerza asociada a la presién sobre
la superficie.

El primer término de la ecuacién de momentos corresponde al momento de
fuerzas asociado al peso actuando sobre el centro de masas de la porcion de
agua y la segunda componente es el Momento angular hidrostatico M.
Obtendremos el mismo resultado sobre el momento hidrostético para el caso
de un objeto material de la misma forma y con la misma densidad, constante,
del agua colocado en el mismo lugar en el interior del recipiente con agua en
reposo : la superficie limitante es geométricamente la misma y el peso es el
mismo que en el caso anterior; por tanto la distribucion de fuerzas sobre este
objeto es la misma. Mas aldn, si cambiamos la densidad del objeto
manteniendo su forma y su posicion en el agua, las fuerzas de contacto que
acttan sobre su superficie no cambiaran respecto del caso inicial y por tanto el
momento hidrostatico seguird siendo

Mh = FaguaCM X (—maguag)

donde la masa m es la masa de agua desalojada por el prisma . Efectivamente
el peso de esa masa actuando en la direccién contraria a la gravedad g es el
empuje del que habla el principio de Arquimedes y la expresion anterior asocia
un punto de aplicacién a esta fuerza de empuje hidrostatico situandola en el
centro de masas del “objeto de agua”. Vemos que este empuje es
independiente del material del objeto y solo depende de su forma y posicion en
el agua. En cuanto al momento angular asociado a la gravedad, sera ahora
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— - CM a
M g = INobjeto X (mobjetog )

Note el lector que el momento de fuerzas asociado a la gravedad ahora
depende de r*™ guiero y N0 de M 4y ; esta diferencia es para considerar que el
objeto no tiene por que tener una densidad homogénea y constante como el
agua. Si el objeto tuviese una densidad constante, entonces el centro de
gravedad del objeto r™ oo Y €l centro de empuje hidrostatico del objeto r™
agua Coinciden; en este caso los momentos angulares gravitatorio e hidrostatico
no estan compensados, pero al coincidir el centro de gravedad y el centro de
empuje hidrostético, esto hace que no haya un par de fuerzas actuando sobre
el objeto y por tanto el objeto, inicialmente, no gira respecto de si mismo, si no
que efectla un desplazamiento sin giro al ascender o descender en el fluido.
En cambio si la densidad del objeto no es homogénea entonces es posible que
el centro de empuje y el centro de gravedad no coincidan y haya un par de
fuerzas que haga girar el objeto respecto de su centro de masas.

Momento de carena.

Si echamos una canica en un vaso de agua, el nivel del agua asciende en el
valor correspondiente al volumen de la canica. Esto es asi por que el agua es
un liquido incompresible: no se puede modificar apreciablemente su volumen
por medios fisicos. Debido al aumento de altura de la columna de agua en el
vaso, la presion en el fondo aumenta; de modo que hay una modificacion del
campo de presiones p(X,y,z) en el vaso. Esta modificacion de la presion
depende de la relacion entre el volumen de la canica y el del agua. Si el
recipiente fuese una piscina olimpica el
cambio en el nivel de la piscina debido a la
caida de una canica seria inapreciable y el
campo de presiones seria practicamente el
mismo. En el caso de un barco en el mar se
puede asegurar que el ascenso del nivel
del mar por efecto del barco es
despreciable. Esto supone que el campo de
presiones en el mar es el mismo con y sin
barco.

El dibujo adjunto representa el perfil
transversal de un barco en su longitud
media y el eje de simetria medio. La
flotacion del barco se debe al empuje
asociado al volumen de agua desalojada,
volumen que podemos ver en la porcion de barco que hay debajo de la linea
horizontal cortada que representa el nivel del mar estable. Sin embargo,
ademas de que el barco flote en condiciones estables, también hace falta que
sea estable, es decir, que si las condiciones de navegacion inclinan el casco a
un lado u otro el barco pueda recuperarse. Si aplicamos una fuerza para ladear
el casco de un barco desde su posicion normal podemos tener una situacion
como la del dibujo. Si eliminamos esta fuerza el barco buscara de nuevo su
posicidon normal o se inclinard mas hasta caer dependiendo del momento de
fuerzas asociado a la gravedad y a la presion sobre el casco. En cuanto a las
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fuerzas de presion, nos fijamos a uno y otro lado de cada elemento de casco
en el perfil del barco. Cuando el perfil es aire-aire, el momento de fuerzas
asociado a la presion se anula practicamente, ya que la superficie interior y la
exterior son practicamente paralelas, los elementos de superficie se pueden
elegir de igual tamafio a ambos lados y la presion a ambos lados es
practicamente la misma.

En los elementos aire-agua, la zona en contacto con
agua esta sometida a la misma presion que en ese
punto que si no estuviese el barco, ya que el campo
de presiones no varia por la presencia del barco.
Nos falta calcular el momento de fuerzas asociado a
la presion del aire en contacto con el casco en esta
zona interna del barco. La zona interior de aire se
puede asociar a un “objeto-aire” limitado por una
superficie tan cercana como queramos a la zona interior del casco, aunque no
la propia superficie del casco, y la superficie del nivel del mar. El dibujo
representa una zona del casco y del “objeto-aire”, muy proximos entre si. Las
flechas continuas son las fuerzas que el aire hace sobre la superficie del
objeto-aire y sobre el interior del casco. Las flechas punteadas son las fuerzas
que la presion del agua hace sobre la parte externa del casco. El “objeto-aire”
es una porcién de fluido en equilibrio y por tanto respecto al centro de masas
(C) de este “objeto-aire” el momento angular de fuerzas es cero. Se sigue que
el momento de fuerzas correspondiente con la superficie a nivel del mar del
“objeto-aire” cancela con el momento de fuerzas correspondiente con la
superficie cercana al casco del “objeto-aire”. Como estas ultimas fuerzas sobre
el “objeto-aire” son de igual intensidad y opuestas a las fuerzas de presion del
aire sobre la superficie interna del casco, tenemos que el momento de fuerzas
asociado a la superficie del nivel del mar es igual a la componente de momento
que faltaba por calcular en el lado interno del casco. Podemos poner en
férmulas el proceso seguido:

objeto-aire

——aire—agua ——agua ——aire
casco =M casco + casco

—— prox.casco ——nivel —mar —CM

M objeto—aire + M objeto—aire + I’ X mobjeto—aire g= 0

—aire —— prox.casco
M casco = — objeto—aire

——aire—agua ——agua ——nivel -mar

—cMm
- M aseo =M aswo + M ovjeto-aire + 1 XMy 5ire @

en la 22 expresion se ha generalizado el célculo del momento angular del
“objeto-aire” respecto de un punto cualquiera que no tiene por que ser el centro
de masas de dicho objeto( r°™ representa la posicién del centro de masas del
objeto-aire). En la ultima expresion la suma de los momentos notados con M
mayuscula en la parte derecha de la igualdad se aproximan mucho al momento
angular de un “objeto-agua” limitado por la superficie del casco en contacto con
el agua y la superficie del mar; excluyendo el propio casco de la nave y
despreciando por pequefia la interseccion entre la superficie del nivel del mar y
el casco en M™e ™o aire
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——agua  ——nivel-mar —

—Cl
M casco + M objeto-aire = M objeto-agua = I’ X _mobjeu}aguag

—aire-agua —CM — —_—
— M caseo =r X (mobjeto—aire - mobjeto—agua)g = Maarena

donde la masa del objeto-aire es despreciable frente a la masa del objeto-agua.
Este “objeto-agua” es justamente el agua desalojada por el barco del que habla
del principio de Arquimedes. ( r°™ representa la posicion del centro de masas
del objeto-aire que es la misma posicion que para el objeto-agua, supuestas
ambas densidades homogéneas). EI momento de fuerzas calculado
anteriormente se denomina momento de carena y esta asociado al empuje
hidrostatico del mar sobre el barco. El centro de masas correspondiente se
denomina centro de empuje o de carena. En el contexto del dibujo completo del
barco, el momento de carena corresponde a la porcién de agua desalojada
entre el casco y el nivel de superfice y C es el centro de empuje
correspondiente. Por otro lado el centro de gravedad G, que depende de la
distribucion de masa del barco, se sitda en algun punto del eje de simetria del
barco. Podemos ver que, dependiendo de la posicion del centro de gravedad,
el par de fuerzas formado por el empuje y el peso
tienden a normalizar la posicion del barco, en el
caso de G1 y a volcarlo completamente en el caso
G2. Existe también un punto intermedio M
,prolongacion de la fuerza de empuje sobre el eje
= s%3 de simetria, tal que si el centro de gravedad esta
en ese punto, entonces el par de fuerzas es nulo y
el barco, por si mismo, no tiene tendencia a girar hacia ningun lado. Si
repetimos la experiencia de inclinar el barco en varios angulos y calculamos
para cada angulo la localizacion del centro de empuje C podemos ver que, para
angulos relativamente pequefios, los centros de empuje se van colocando
aproximadamente sobre un circulo cuyo centro es precisamente el punto M,
gue recibe el nombre del metacentro y es un punto singular del barco. Por tanto
la estabilidad del barco requiere que el centro de gravedad no esté por encima
del metacentro del barco.
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Movimiento de fluidos.
La presion en un fluido en movimiento.

En el siglo XVIII parecia evidente que las leyes de Newton estaban en el
fundamento de toda la fisica. A nivel fundamental estas leyes se aplican a
elementos de materia o particulas y por tanto es necesario aclarar que se
entiende en nuestro caso por particula de fluido. Desde el punto de vista
matematico un elemento de fluido es un volumen de fluido tan pequefio como
se guiera en todas sus dimensiones. Sobre esta particula actuaran las fuerzas
de presion del resto del fluido y de la gravedad; esto en las experiencias
comunes sobre el movimiento de fluidos. La resultante de estas fuerzas
determinara la aceleracion que afecta a la particula de fluido mediante la 22 ley
de Newton. Note el lector que en el caso de fluido en movimiento podemos
seguir manteniendo las conclusiones sobre la presion presentadas en la
seccion de hidrostatica, es decir, que la presién siempre actia en la
perpendicular a una superficie de contacto; sea este contacto entre el agua y
otro material o entre dos partes del mismo fluido. Esto es asi por que la
resultante de las fuerzas asociadas a la presién y a la gravedad es una fuerza
sobre una particula de fluido que es un elemento de volumen. Es decir, la
resultante es una fuerza distribuida en volumen, igual que lo es la fuerza de
gravedad; en cambio la presion es sefial de una fuerza distribuida en superficie.
De este modo podemos reproducir el razonamiento hecho sobre la presion
tomando un prisma elemental solidario al movimiento del fluido y que abate
progresivamente dos de sus caras, eliminando en el limite de esta forma las
fuerzas distribuidas en volumen y manteniendo el resultado sobre la presion ya
sefalado antes.

Una caracteristica importante de algunos fluidos es que en su movimiento
mantienen una densidad constante; mientras el fluido solo esté afectado por
fuerzas clasicas y no por cambios de temperatura y/o composicion quimica del
fluido por ejemplo. El agua se considera un fluido incompresible, es decir, que
mantiene su volumen aunque cambie su forma en las condiciones fisicas
aludidas; y por tanto su densidad se mantendrd constante. El aire puede ser
comprimido o expandido mas facilmente, pero estas acciones estan asociadas
normalmente a un cambio de su temperatura; sin embargo existe una margen
experimental en que el aire puede considerarse incompresible y que se
aclarard mas adelante. Se insiste otra vez en que en el andlisis del movimiento
de fluidos que se presenta aqui solo se considerara la influencia de fuerzas
mecdénicas, y no la influencia de los cambios de temperatura y/o composicion
guimica; influencia que también existe.

Lineas de corriente

Podemos refinar ahora las experiencias de Leonardo sobre la deteccion del
movimiento del agua utilizando particulas-test sélidas. En el caso de fluidos que
mantienen constante su densidad podemos utilizar como particula-test un
elemento de volumen de un material rigido, con la misma densidad del agua y
gue no experimente rozamiento con el agua. No podemos, fisicamente, sustituir
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un elemento de fluido por la particula-test correspondiente que ocupe su lugar.
Aunque ambos mantienen su volumen, el elemento de fluido puede cambiar su
forma durante el movimiento, pero la particula-test no. Sin embargo si
consideramos particulas-test de un tamafio muy pequefio, en el limite, las
fuerzas de presidn y gravedad sobre esta particula-test seran las mismas que
sobre la particula real de agua y por tanto el movimiento del agua sera el
mismo movimiento que el de la particula-test.

Utilizando una gran cantidad de estas particulas se puede en principio medir el
campo de velocidades u(x,y,z,t) de un fluido transparente en movimiento
puesto en condiciones reproducibles de laboratorio; es decir, que si repetimos
mas tarde la experiencia, obtendremos el mismo valor de u(x,y,z,t). Esto no es
tan sencillo como parece, ya que el movimiento de un fluido puede estar
afectado por turbulencias, vortices o remolinos que pueden ser dificiles de
controlar y predecir. El caso mas sencillo para el analisis del movimiento de un
fluido es el caso de movimiento estacionario, es decir, el movimiento de
nuestras particulas de test solo depende de las coordenadas de posicion (x,y,z)
y no del tiempo : u(x,y,z). Si registramos trayectoria en el fluido de una particula
test que parte de un punto Xo,Yo0,Z0; €ntonces cualquier otra particula-test que
parta del mismo punto seguird esta misma trayectoria. Desde el punto de vista
mecanico esto es asi por que sobre ambas particulas actdan las mismas
fuerzas y parten de la misma situacion inicial. Este es el determinismo de la
mecanica clasica. Dibujando las trayectorias de todas las posibles particulas-
test obtenemos las lineas de corriente del fluido en condiciones estacionarias.

En condiciones no estacionarias también se pueden definir las linea de
corriente del campo para un instante dado u(x,y,z,tp); pero en este caso las
lineas de corriente no estan relacionadas con trayectorias de una particula-test.
La ecuacion diferencial que sigue un elemento dl de estas lineas de campo es

uxdi=0=(u,u,,u,)x(dx,dy,dz)=0

Como regla heuristica, para una corriente de fluido que se mueve suavemente
y sin turbulencias, estado de movimiento denominado régimen laminar; las
lineas de corriente tienden a rodear suavemente los obstaculos o limites que
dicha corriente va encontrando.

Andlisis matematico de campos

Un campo, desde el punto de vista fisico, es una zona del espacio en la que se
distribuye alguna caracteristica fisica que puede ser objeto de medida. Asi
tenemos un campo de velocidades, de presiones, densidades, un campo
gravitatorio, un campo eléctrico....Matematicamente se trata de funciones
escalares o vectoriales que dependen de las tres coordenadas espaciales y , si
el campo es no-estacionario, del tiempo : f(x,y,zt). Una funcion vectorial
equivale a tres funciones escalares en general distintas. En el analisis
matematico de funciones de varias variables independientes son de la mayor
importancia las integrales de superficie y de linea. Segun la naturaleza del
campo estas integrales se pueden relacionar con propiedades fisicas
importantes. En el caso de la hidrodindmica, la integral de superficie del campo
de velocidades se relaciona directamente con la conservacion de la masa,
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como hemos visto, y la integral de linea esta relacionada con el caracter
rotacional del campo, es decir, con la tendencia del campo de velocidades a
producir vortices o remolinos. En el caso del campo electromagnético, la
integral de superficie esta relacionada con la carga eléctrica y la integral de
linea con la induccion electromagnética. Los teoremas de la divergencia y del
rotacional son, matematicamente, condiciones necesarias para cualquier
campo vectorial de comportamiento continuo

§T(x, y,z,t)edS
AV

f?(x,y,z,t)odi
AS

f?(x, y,z,t)edS =§§o?(x, y,2,)dV = Ve f(x,y,z,t) =lim , teorema de la divergencia

f?(x, y,z,t)edl =J' [§x?(x, Y, z,t)]-d§ = VxT(xy, z,t)‘Ag =lim ,_, teorema del rotacional

El teorema de la divergencia transforma una integral del campo sobre una
superficie cerrada en una integral de la divergencia del campo sobre el
volumen definido por dicha superficie. El teorema del rotacional transforma una
integral del campo sobre una linea cerrada en una integral de superficie sobre
cualquier superficie limitada por dicha linea cerrada; como una pompa que
empieza a salir de un pompero. Note el lector que estas integrales se evallan
sobre lineas, superficies y volimenes, en un instante t el mismo para todos los
puntos del espacio afectados. Es decir, se evallan simultaneamente en todos
los puntos del espacio afectados. Note el lector que los propios teoremas sirven
para definir cuantitativamente la divergencia y el rotacional* de un campo, y
gue la invarianza frente a cambios de sistemas de coordenadas de volumenes,
superficies y producto escalar supone necesariamente el caracter invariante de
la divergencia frente a cambios de sistema de coordenadas. Sobre el caracter
vectorial de los elementos de superficie planos (dS) el lector puede consultar el
apéndice matematico. La direccion de los vectores dS en las integrales es
siempre perpendicular a la superficie y el sentido es : 1-Para una superficie
cerrada este sentido es hacia el exterior del volumen delimitado; 2-Para una
superficie abierta este sentido depende segun la regla de la rosca de la tuerca
o de la mano derecha del sentido de circulacion de dl en la integral de linea
correspondiente. Note el lector que la definicibn dada de divergencia y
rotacional introduce cierta generalizacion ya que solo se necesita que las
funciones  correspondientes sean integrables; no  necesariamente
diferenciables. Vemos que en el analisis matematico de campos adquiere
relevancia el uso del operador gradiente en formas analogas al caso del
algebra vectorial. El rotacional de un campo se expresa como el producto
vectorial del gradiente y el campo vectorial. La divergencia se expresa como el
producto escalar del gradiente por el campo vectorial.

S 0 0 0
V=(_ o)
Ox oy oz
Vef of
v°f:(£,£,g)°(fx,f ,fz):(?fx 7y+i;
ox oy oz ’ x oy oz
_ of .
va :(ilgyﬁ)x(fxlfy’fz):(%_i,@—@,@—i\/
ox oy o oy oz ox ooy ox

1 El subindice del rotacional indica la componente de este en la direccion definida por AS y el sentido
definido a partir del sentido de circulacion de la integral de linea (regla de la rosca de la tuerca o de la
mano derecha).
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puesto que el lenguaje matematico de los campos depende del operador
gradiente, el lector necesitara un uso agil del algebra de este operador; de la
misma forma que en el caso de andlisis de funciones de una variable se
necesita utilizar la derivada de una funcion. Existe una regla sencilla para
calcular la accién del operador gradiente sobre el producto de dos campos. La
regla consiste en aplicar la propiedad de la derivada de un producto de
funciones que equivale a considerar, alternativamente, una y otra funcion
constantes de cara a la derivacion y sumar los resultados

9
OX

0 og of og of
fg)="(f,g+fg,)=f, D+Lg =t 2+ L
(fo) 6x("g+ g") p8x+6xgp 6x+8xg

los valores afectados por el subindice p no deben considerarse como variables,
sino como valores numéricos evaluados en el punto de derivacién
correspondiente. Descomponiendo el producto en una suma similar a la
anterior, lo siguiente que debemos hacer es utilizar las reglas habituales del
algebra vectorial, incluyendo el producto mixto y el doble producto vectorial :

para cualesquiera vectoresA, B,C

A+(BxC)=(AxB)sC=(CxA)eB  producto mixto
Kx(ﬁxf): B(AeC)—C(AeB) doble producto vectorial
ademasel producto mixtorepresenta fisicamente el volumen del paralelepipedo formado a partir de A, B,C
..... y reordenar los términos siguiendo el algebra vectorial asegurando que el
operador gradiente no actie derivando un término que se ha establecido como

constante numeérica.
V(fg)=V(f,g+ fg,)=f,Vg+g,Vf

Ve(fg)=Ve(f,g+fg,)="fVeg+g, eVf
Vx(fg)=Vx(f,g+fg,)=f,Vxg+(Vf)xg,
V(geT)=V(g,ef+gef,)=g,<VxT)+(g,eV)T+T ,x(Vxg)+(T,eV)g
Ve(Txg)=Ve(T,xg+Txg,)=T,e(gxV)+g,e(VxT)=-T,¢(Vxg)+g,«(VxT)
Vx(Fxg)=Vx(Txg+Txg,)=(Veg)f,—(F,eV)g+(Ve Ty, - (g, e V)T
Otra relacion también valida en base al algebra vectorial es
Teolvg]=[FeV]g

Un campo vectorial también puede representar el movimiento de una particula:
se puede escribir la velocidad de una particula como v(x(t),y(t),z(t)) = v(t).
Donde las funciones x(t),y(t),z(t) determinan la posicion de la particula en cada
instante de tiempo. Por tanto las propiedades cinematicas de una particula :
posicion, velocidad, aceleracion; se pueden representar mediante campos
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vectoriales que solo dependen del tiempo. Asi, si elegimos g=v(t) en la
expresion del gradiente del producto escalar tendremos

V() % (Vx T(x,y,2,8))=V(u(t) o T(x, y, 2,)) — (WD) s V) T (. y, 2,1)

ya que las derivadas parciales de v(t) respecto de las coordenadas espaciales
(x,y,2) son nulas.

Por otro lado, si en la misma formula del gradiente del producto escalar
elegimos f = g = u(x,y,z,t) tenemos

u(x,y, z,t)x (5 xu(x, y, z,t))z %5[&(& Y, z,t)]z— (u(x,y,z,t)ye V)u(x, y, z,t)

resultado que sera utilizado mas adelante en el analisis del campo de
velocidades de un fluido.

También podemos incluir en el algebra del operador gradiente expresiones en
las que aparecen productos de este operador por si mismo, o que conduce a
derivadas parciales de 2° orden. En este caso la aplicacién del algebra vectorial
es mas directa

Velvi|=[vev]t
Vx[Vxgl=V[Veg|-[VeV]g

§o[§x§]: VxV]o@zO

vx[Vi]=[vxV]t =0

— _ 2 2 2
Vev=v'o| 2 ;2 O
ox~ oy® oz

- = ,0 0 0 0 0 0 o° o° o° o° 02 o°
VxV=(—,—,—)x(—,—,—)=(

- - + , - =0
OX oy 0z ox oy oz 0yoz 010y OXOZ OLOX OXxoy 6y8x)

La anulaciéon de la dltima expresion se debe a que las derivadas parciales
cruzadas conmutan para cualquier par de variables si los campos
correspondientes son continuos y derivables.

Para completar el caracter vectorial de operador gradiente, es necesario
determinar las reglas de cambio de sistema de referencia. Si tenemos un
sistema de coordenadas cartesianas (xyz), otro sistema de coordenadas
alternativo (aBy) , que no tienen por que ser cartesianas, y un campo escalar
f(a,B,y,t), siempre podemos considerar el campo f(a(x,y,z),B(x,y,z),y(x.y,z),t)
utilizando las funciones de transformacién entre los dos sistemas coordenados.
Podemos calcular la componente del gradiente en la direccion x utilizando la
regla de la cadena para funciones compuestas

affﬁaia+@aﬁ+gal:(aa op Gyj. of of of
ox ' ox'ox ) \oa’'op dy

X Oa X 0B Ox dy ox \ox ox ' ox
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lo que nos permite utilizar la siguiente expresion para el gradiente utilizando el
algebra de matrices

Oa O Oy | |0

OX OXx Ox oa

Oa 0B Oy 0

o oy o oB

Oa 0f oy | |29
0z o1 oz Oy

<
Il

Las coordenadas (aBy) pueden ser cartesianas en distinta referencia (giradas
y/o desplazadas) respecto de (xyz), o coordenadas esféricas, cilindricas, etc,
en la misma referencia que (xyz). El gradiente puede expresarse en distintas
coordenadas, pero siempre como derivadas parciales de coordenadas
cartesianas. Es decir, siempre como el lado izquierdo de la expresion anterior y
a veces como el vector de derivadas parciales del lado derecho. Para una
ampliacion sobre esto consulte el apéndice de transformaciones.

22 Ley de Newton para un elemento de fluido

El dibujo representa un volumen de fluido de forma cubica
en un tiempo dado. La materia contenida en este volumen
estd afectada por las fuerzas de contacto superficial
derivadas de la presién y la fuerza de gravedad distribuida
en volumen. Segun el teorema del centro de masas de la
mecanica, la accion de las fuerzas sobre la materia
contenida en el volumen de control en un instante dt generaran un cambio en la
posicion dr y en la velocidad dv de su centro de masas. En principio la materia
fluida puede adoptar una forma distinta de la cubica al final de este proceso,
incluso cambiar de volumen y por tanto de densidad. Sin embargo creemos que
tomando el limite de un elemento de volumen muy pequenio, la diferencia entre
la velocidad del centro de masas y la velocidad del fluido es despreciable. El
analisis de fuerzas en la direccion x seria asi :

(i — Py )dS, +dmg, =dma,; AX =X — X, %(HJAXdSX+dmgx —dma,
i~ M

donde dm es la masa contenida en el elemento de volumen y es igual al
producto de la densidad en ese punto y ese instante por el volumen. Los
subindices i y d hacen referencia a izquierda y derecha respecto al centro de
coordenadas. El cociente entre paréntesis representa, en el limite en que Ax
tiende a cero, la derivada parcial del campo de presiones p(x,y,z,t) respecto de
la coordenada x en el punto Xo,Yo0,20. Por otro lado AxdSy es el volumen del
elemento de fluido dV, pero con signo negativo ya que Ax<0. Si repetimos el
planteamiento para los otros dos ejes y,z obtendremos conclusiones similares

—a—p+ g, = a'—a—p+ g, = a'—@+ g,=pa,—
ox TP 9x px,aypy pP8ym o, TPY =P,

— — dm
-Vp+pg=pa; p=d7=p(x,y,z,t)
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Para deducir esta ecuacion diferencial hemos utilizado un sistema de
coordenadas X,y,z en reposo local a un elemento de fluido, pero evidentemente
la ecuacion es valida en todos los sistemas de referencia inerciales posibles.
En caso de utilizar un sistema de coordenadas no inercial, debemos introducir
las fuerzas de inercia correspondientes, que son siempre fuerzas de volumen.
Siguiendo la exposicion hecha en [1] la ley de fuerzas para un sistema no
inercial es
pas=-Vp+pg— paol (t)—p&x?—p@x(ﬁx?)—Zpr\?A

donde va y aa son la velocidad y aceleracion del elemento de fluido respecto al
sistema de coordenadas no inercial; ap, es la aceleracion de desplazamiento
entre el sistema de referencia no inercial y el inercial. Para una comprension
mas sencilla de los vectores implicados, el lector puede considerar un instante
en que los dos sistemas de coordenadas involucrados en la expresion anterior :
el inercial y el no-inercial, coinciden; es decir, la matriz de transformacion
correspondiente a dicho instante es la matriz identidad.

Anteriormente se ha introducido el campo de velocidades de un fluido a partir
de medidas sobre particulas-test. Podemos expresar la velocidad de las
expresiones anteriores, que se refiere a una particula-test concreta, por medio
del campo de velocidades u(x,y,z,t). Basta considerar que para nuestra
particula-test las coordenadas espaciales seran una funcién del tiempo
u(xi(t),yi(t),z i(t),t) , donde i designa una particula concreta; de modo que
tenemos, utilizando las reglas de derivacion parcial y de funcion compuesta:

dva d - dx. ou dy, du dz, du ou

— =—u(x(t), y;(t), z(t),t) = — —+ "+ —+—L—+—

gt~ ONOEON = Y T e T a

PEro Va = (dxi ’ dy; ’dzi j: u(x, v, z,,t) porladefinicién del campo develocidades
dt dt dt

dva (- =\ du
entonces =(ueV)u+—
y ¢ bk

ya que las derivadas parciales se evallan en el punto (xY;,z) que ocupa el
elemento de fluido en el instante t; con lo que la 22 Ley de Newton expresada
en términos del campo de velocidades u(x,y,z,t) es

p(u067+p%:—Vp+p§—p5m(t)—p&x?—pvﬂx(vﬁx?)—vaﬁxﬁ

Para el caso de un sistema de coordenadas inercial , la 22 Ley de Newton,
queda asi:

p(aﬁ)mp%“}%pwg; (G-%)G:%?(uz)—ﬁx(@ﬁ):

6(u2)+6p+pw:ax(6xa)_p%“

N

donde V representa el potencial gravitatorio, relacionado con la intensidad de
campo gravitatorio g por la operacion gradiente. Note el lector que si la
ecuacion dinamica anterior es de validez general, entonces sus soluciones
generales seran muy complejas ya que debe incluir casos de movimiento
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turbulento de fluidos. En el caso mas sencillo de un fluido en movimiento
estacionario su campo de velocidades sera u(x,y,z), es decir, no depende del
tiempo; con lo que la derivada parcial correspondiente se anula. En condiciones
de densidad constante podemos introducir la densidad dentro del gradiente asi:

6(%pu2+ P+ pV)=ux(Vxu)

Si integramos esta expresion a lo largo de una linea de corriente, cuyos
elementos dr son paralelos al campo vectorial u(x,y,z) en cada punto

2

=1 - 1
IV(EPUZ + p+pV)0dr = AIiﬂea—corriente(Epu2 + p+PV)
1

2 . _ 2 _ . _ _
_[Ux(qu)odr:I(UXdr)o(qu):O (u y dr paralelos)
1 1

1
AIineafcorrieme(E:Du2 +p+ pV) =0

ecuacion valida para una linea de corriente de un fluido en movimiento
estacionario y de densidad invariable. Si suponemos ademas que el campo de

velocidades del fluido es irrotacional® : Vxu =0, entonces el resultado anterior
es valido para cualquier trayectoria de integracion elegida, es decir, para
cualesquiera dos puntos en el fluido:

A(%pu2+ p+pV)=0

este resultado se conoce como Ecuacion de Bernouilli.

Leyes de conservacion.

g El movimiento fluido se suele realizar a través de conducciones
/ normalmente impermeables y que evitan la perdida de fluido.
" Consideremos el estado de todo el campo de velocidades en
/ 2 un instante t, determinado: u(x,y,z,to). Consideremos los puntos
o o en una superficie cerrada dentro del fluido en ese instante. El
= valor de u en los distintos puntos de la superficie nos informa
\\f‘\ del movimiento del fluido alli, de modo que permiten decir que,
\“\ i en un instante dt, un elemento de fluido sobre la superficie en el
N punto (x,y,z) se habran desplazado dr = u(x,y,z,tp)dt. Segun sea
\\ el valor de u en el punto considerado , &

N el desplazamiento de cada elemento S . 3

puede suponer entrar al interior de la superficie, salir al ) ad

exterior de la superficie o mantenerse sobre la
superficie. Vamos a dividir la superficie en pequefios
elementos de superficie a los que vamos a asignar un

2 Ver la seccion sobre anélisis matematico de campos.
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valor dS y una direccion y sentido dado por la perpendicular a la superficie dS y
sentido hacia afuera de la superficie dS. En este contexto la cantidad

dredS=[u(x y,z,t)edS]dt (1)

representa el volumen de fluido que ha entrado o salido a través de la
superficie en el punto asociado a dS. Si u(x,y,z,t) y dS son perpendiculares no
hay ni entrada ni salida de fluido. Si multiplicamos la expresion anterior por la
densidad en el punto correspondiente tendremos la masa de fluido que ha
entrado o salido de la superficie. Si integramos la expresion anterior en la
variable dS tendremos la masa de fluido neta que ha entrado o salido del
volumen limitado por la superficie S. Asignando a la masa saliente un valor
positivo y a la entrante negativo; debido a la eleccion en la direccidén del vector
elemento de superficie dS, hacia el exterior del volumen cerrado limitado por S.
Si en el volumen interior de la superficie S no puede haber procesos de
creacion o destruccion de masa, entonces la masa que sale o entra a través de
S debe estar compensada con la disminucién o aumento de la masa de fluido
en el volumen limitado por S y en el mismo instante dt

If POy, 2t )u(x, v, 2.t) 0 dS Jdt + [f p(x, y. 2.8, + )V~ p(x, v, 2t )aV [=0

Hp(x, Y, Z,t)U(X,y,2,t,) e dS +§%P

dv}dt -
t=t0

fp(x, y, Z,u(x, y, z,t)e d§+§z—fdv =0

y segun el teorema de la divergencia, podemos transformar la integral de
superficie en una de volumen asi

ifp(x, Y, z,t)ﬂ(x, y,z,t)e ds =§§ . [p(x, Y, 2, t)a(x, Y, Z, t)JdV

y por tanto, combinando los dos resultados, y al ser la relacion vélida para
cualquier volumen llegamos a la ecuacion diferencial de continuidad.

§§- [p(x, y, Z,t)u(x, y, z,t)]dV +§%7dv =0

Ve [p(x, Y, z,t)a(x, Y, z,t)]+ %O =0

El planteamiento hecho para la conservacion de la masa se puede ampliar
facilmente para otras magnitudes fisicas sometidas también a principios de
conservacion. La materia que atraviesa la superficie cerrada, ademas de masa,
también transporta impulso mecanico, impulso angular y energia. Si
multiplicamos la expresion (1) anterior por la densidad y por la componente x
de la velocidad del fluido, ambos en el punto correspondiente, tendremos la
cantidad de movimiento en la direccion x que ha entrado o salido de la
superficie. En este caso en el volumen interior de la superficie S si que hay
procesos de creacion o destruccion de impulso mecanico debidos a las fuerzas
gue actuan sobre el sistema : la presion distribuida sobre al superficie S y la
gravedad distribuida en el volumen acotado por S. En este caso el impulso
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mecanico del fluido que atraviesa S en la direccion x mas la modificacion del
impulso mecanico del fluido en la direccién x en dicho volumen, no cancelan;
sino que debe ser igual al impulso mecanico en la direccién x generado por las
fuerzas en el fluido acotado por S ; todo evaluado en el mismo instante dt

Hp(x,y,z,to)uxﬁ(x, y,z,to)-d§Jdt+
[:fp(x, Yy, z,t, +dt)u (X, Y, z,t, + dt)dV —§p(x, Yy, z,t)u, (X, Y, z,to)dV] =
dt [—f pex od§+§péX .§dv]—>

Hp(x,y,z,t)uxﬁ(x, y,Z,t) + péx]o d8+§{82tuX — pex .g}dv =0
donde ey es un vector unitario en la direccion positiva del eje de coordenadas x
que utilizamos para proyectar las fuerzas sobre dicho eje. Aplicando
nuevamente el teorema de la divergencia tenemos, para todas las
componentes
apux
ot
opu,
ot
opu,
ot

— pex -§+Vo<p(x, y,Z,)u u(x, y,z,t) + péx):o
— pey o§+Vo<p(x, Y, Z,)u,u(x, y,z,t) + péy):o

- pe, o§+Vo(p(x, y,z,)u,u(x, y,z,t) + péz)=0

ecuaciones que expresan la conservacion del impulso mecanico. La parte a la
izquierda del signo “+” de las ecuaciones se puede poner facilmente en forma
vectorial. En la parte derecha, los argumentos sobre los que actia la
divergencia son vectores que se pueden organizar como columnas de una
matriz de dos indices i,j asi (5; simbolo de kronecker; &; =1 si i=j , =0 si no)

U+ P puU, puU,
Py puUy + P pu Uy Z(Tij)z‘r; Ty = pUlj + P

y podemos expresar las ecuaciones utilizando el algebra vectorial y de matrices
como

%[p(x, y, Z,H)u(x, y, z,t)]— £9(X,y,2)+VeT=0

pUU + P puyux pu Uy
§o‘c=£££-puu pUU, + P puU
8x’ay'az y oy ey

puU, puyuz puu, +p

la matriz introducida no hace referencia a ningun cambio de coordenadas y
tiene unidades de presion. Matematicamente es un tipo de nimero compuesto
denominado tensor. La expresion anterior supone una ampliacién del concepto
de divergencia, que se aplica no solo a vectores, sino también a tensores; lo
mismo es aplicable al teorema integral de la divergencia. En este caso, la
divergencia de un tensor es un vector. El lector no debe ver la exposicion
hecha como un mero juego matematico. El tensor introducido es un objeto de la
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mayor importancia y veremos que el rozamiento interno en fluidos afade
nuevos términos a este tensor. Las tensiones internas en un solido elastico
también se representan mediante un tensor similar; de hecho este es el origen
fisico de la palabra “tensor”.

Sistema de ecuaciones para un fluido sin rozamiento interno.

Por supuesto los resultados encontrados en base a la 22 Ley de Newton y en
base a los principios de conservacion deben ser compatibles. De modo que
tenemos el siguiente sistema de ecuaciones para la hidrodinamica de un fluido
sin rozamiento interno

N\ — au — —
plueV)u+ pSi=—Vpley.20)+pa(xy.2)
Ve [p(X, y, Z,0u(x, y, z,t)]+aa—’[t) =0

opu,
ot
opu, B
ot
opu,
ot

—péx -§+Vo(p(x, Y, z,t)uxﬂ(x, y,Z,t) + péx): 0

pey o§+Vo(p(x, Y, Z,t)u,u(x, y,z,t) + péy) 0

— pex o§+Vo(p(x, Y, z,t)uzﬁ(x, Y,Z,t) + péz)= 0

Si hacemos el producto escalar de la 22 ecuacion por el campo de velocidades
vectorial u y sumamos con la primera ecuacion tenemos

plae¥)uuTalpi ) p 2+ L= Tps pg
(pueV)u+u(ve [pa])%[pa |=-p+pg
particularizando para la componente x
(pus¥)u, +ux(a[pa])%[pux]:_[%p].gx L pgee.
utilizando las relaciones del apéndice matematico tenemos

[Vplee. =V o[pe
(pueV)u, +u,(Ve[pu])=ve(ouu)

qgue nos lleva a la 32 ecuacién en la componente x, demostrando de esta
manera la compatibilidad del sistema de ecuaciones:

g[pux]_pg.gx +V o (pu,u+ pes)=0
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VISUALIZACION y EJEMPLOS

Flujo incompresible en el Tubo de Venturi
La imagen representa una tuberia que

presion

p, | M atmostérca se estrecha, atravesada por agua en
v, movimiento estacionario. Note el lector
> "2 [1p, que el estrechamiento del tubo es
- v, ¢} )1 progresivo y no abrupto, de modo que
> no provoque Vvortices, turbulencias o
»

rotaciones del fluido como se indico en
la introduccién. Por tanto el campo de
velocidades se supone irrotacional. Las lineas del campo de velocidades se
adaptan a la forma de la tuberia y en estado estacionario representa la
trayectoria que seguiria una particula-test. Los tubos de medida de arriba son
de un diametro muy pequefio, en ellos el liquido esta en reposo; una particula-
test nunca acaba en ellos. Estos tubos miden la presion segun la expresion p;-
Patm=Pgh1, P2-Pam=pPgh2 , donde pam €s la presion atmosférica y la suponemos
aproximadamente igual en los puntos sefialados en el dibujo. En rigor en esos
puntos la presion atmosférica no es la misma debido a la altura de la
correspondiente columna de aire, pero debido a la baja densidad del aire y al
alto valor de la presion atmosférica la aproximacion esta justificada.

Segun el dibujo la altura de las correspondientes columnas hi,h, respecto al
borde del tubo es distinta y por tanto las presiones pi,p2 son distintas. Si
suponemos que el fluido mantiene constante su densidad se puede aplicar la
ecuacion de Bernoulli entre dos puntos cualesquiera del fluido

A(%pu2+ p+pV)=0

Por otra parte, si tomamos una superficie cerrada de integracion igual al lateral
del tubo y sus secciones transversales de area Al y A2, la ecuacion de
conservacion de la masa se transforma en

§p(x, y,z,0u(x,y,z,t)edS :§%dv =0= p[[ﬂ(x, y,z,t)-dﬂl—jﬁ(x, Y, Z,t)'d?—\z]

ya que la densidad es una constante y en el lateral del tubo el campo de
velocidades es perpendicular a la superficie y por tanto no hay flujo de fluido
por esta superficie. Si suponemos la velocidad del fluido es aproximadamente
la misma en todos los puntos de una seccidn transversal entonces la relacion
anterior se transforma en

plu, A, —u A)=0->u,A =u A

dado que las velocidades son perpendiculares a las superficies en A1 y As.
Aplicando la ecuacion de Bernouilli entre dos puntos cualquiera a ambos lados
del estrechamiento tenemos
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2
1 1 1
Epulz +p,+oV; :Epuzz + P, + oV, :2pu12[:iz] + P, + oV,

imlzlil_[ﬁ:iz} ]: P, — P +p(V2 _Vl)

El potencial gravitatorio se puede tomar V = gh en este caso, y el origen de
alturas h puede ser el eje central del tubo. El cambio de potencial gravitatorio a
ambos lados es un valor acotado proporcional a la diferencia entre la raiz
cuadrada del area A; y la raiz cuadrada del area A,; de modo que si la relacion
de superficies Ai/A; y la velocidad del fluido u; son relativamente grandes,
deben ser esencialmente la presion y el término asociado a la velocidad los que
balanceen la ecuacion anterior:

1o (AL
2pu1l:l [AZJ:|~p2 pl

dado que A; > A, resulta que p; > py, tal como indica el dibujo.

Velocidad de salida del fluido de un depdsito

La imagen adjunta representa un deposito de fluido con un
P8, area transversal S; . En la zona sin fluido hay aire a
presion P. El fluido sale por el agujero del fondo de area S,
Y ¥ v v || n conuna presionigual a la presion atmosférica P, .Tal como
: se hace el planteamiento, el movimiento de este fluido no

es estacionario y no se verifica @Y _. o para cualquier
ot

punto (x,y,z) ; pero si el orificio de salida es relativamente
pequefio, la caida del nivel de fluido se puede considerar
relativamente lenta de modo que la parcial respecto al tiempo del campo de
velocidades se puede despreciar. Podemos ver esto aplicando la conservacion
de la masa a una superficie cerrada definida por la superficie del depdésito y las
areas S; en la superficie del fluido y S, en la salida
ou
u,S,=u s, S > Sz—>u1z0—>5z0

Otra situacion posible es el caso en que el fluido evacuado se compensa
llenando el depdsito de modo que la altura h se mantenga constante. Por otra
parte, el estrechamiento brusco S, puede producir turbulencias, salvo que el
movimiento del fluido sea relativamente lento.

En estas condiciones podemos aplicar la ecuacién de Bernouilli para un punto
en la superficie del liquido y otro en el agujero de salida y calcular la velocidad

de salida del fluido
p+pgh:%pu22+patm_)u2: Zp_patm+zgh
\/ 2
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Si la presion interna p es muy pequefia es posible que la velocidad de salida
del fluido se anule y el fluido se mantenga en equilibrio hidrostatico. Esto es
justamente lo que ocurre en la experiencia de Torricelli con p=0

u2=0—>2p_ppa‘m+29h=0—> Pum = P+ pgh

Por otra parte, el flujo de salida es similar al que cae de un grifo casero. El
lector puede comprobar que el chorro se va haciendo mas estrecho al caer. Si
recurrimos otra vez a la ecuacion de Bernouilli para dos puntos, arriba y abajo
del chorro

1 2 1 2
Epuarriba + patm + pvarriba = Epuabajo + patm + pvabajo

donde aproximamos que todo el chorro estd a la presiéon atmosférica por
razones que se discutieron en el caso del tubo de Venturi. Dado que el
potencial gravitatorio V es superior arriba que abajo, la velocidad arriba debe
ser menor que abajo. Aproximando la ley de conservacion de la masa para la
correspondiente superficie de integracion formada por las secciones
horizontales Sariba , Sabajo Y 12 superficie lateral del chorro

u S ~ U S —S >S

arriba “arriba

u <u

abajo “abajo ' “arriba abajo arriba abajo

Sin embargo el calculo se trata de una aproximacién ya que as lineas de
corriente en el chorro no son perpendiculares a las secciones horizontales

Sarriba ) Sabajo .

El resultado sobre la velocidad de salida del fluido es aplicable en caso de que
el agujero de evacuacion no esté en el fondo del depdésito, sino a una lado. En
este caso h representa la altura entre la superficie del fluido y el agujero de
evacuacion.

Tubo de Pitot

El dispositivo de la imagen forma un tubo abierto en
las zonas A,B y C. Cuando el liquido interno del tubo
coloreado en rojo, que puede ser mercurio, esta en
equilibrio aparece una diferencia de alturas en las
dos ramas del codo. Esto se debe a diferencia de
presiones en las ramas Ay B-C del tubo. En la rama
B-C del tubo el fluido (en azul) esta en reposo
dentro del tubo a la presion Pg, aproximadamente
igual a Pc , que debe ser la misma que fuera del tubo, debido a la situacion
estatica dentro del tubo. Por otra parte, en la rama A el fluido (azul) también
estd en reposo. Si el tubo es suficientemente “aerodinamico” y no provoca
turbulencias en la corriente, que suponemos estacionaria; entonces podemos

aplicar el teorema de Bernouilli asi: pA:%puzJ,-pB donde despreciamos el

efecto de la gravedad y suponemos que la velocidad del fluido es la misma en
toda la seccién recta del tubo, tal como hicimos en el tubo de Venturi. La
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ecuaciéon anterior relaciona dos puntos: el punto A y otro punto exterior al tubo
como puede ser el D. La diferencia de presiones Pa-Pb se puede aproximar por
la diferencia de alturas del fluido rojo; de modo que una medida de esta altura
equivale a una medida de la velocidad del fluido

1 P
Pa—Pa =py0h =5 pu" >u=,[2=%gh
Yo,

donde p, es la densidad del fluido rojo del tubo de pitot y p es la densidad del
fluido que queremos medir. El tubo de pitot se utiliza en aviones para medir la
velocidad del aire.

Sustentacion
La imagen adjunta representa, en
una vista de perfil, las lineas de una
corriente  estacionaria de  aire

velocidad alta

Presion baja sorteando un objeto sélido con forma
x de ala. Note el lector que el campo
| myorrecorido - Je  velocidades del aire se ha

Presion alta menor recomido

dibujado con el criterio heuristico
sefialado antes para una corriente de
fluido que se mueve suavemente y
sin turbulencias en régimen laminar. Las lineas de corriente tienden a rodear
suavemente los obstaculos o limites que dicha corriente va encontrando. Por
otro lado, experimentalmente existe un margen en que el aire se comporta
como un fluido incompresible de densidad constante en relacion al movimiento
de sus corrientes. Podemos analizar la conservacion de la masa en un tubo de
corriente limitado por los dos segmentos negros de forma analoga a como se
hizo en el caso del tubo de Venturi. Vemos en la imagen el tubo dividido en dos
partes. La parte inferior formada por las lineas de corriente que pasan por
debajo del ala y la parte superior formada por las lineas de corriente que pasan
por encima del ala. Imaginemos en el instante t hay una serie de particulas-test
alineadas con el segmento negro de la izquierda. Después de cierto tiempo
estas particulas-test deben llegar simultinemente alineadas con el segmento
negro de la derecha. La conservacion de la masa exige esto para un flujo
estacionario e incompresible. De lo contrario habria acumulacion o pérdida de
masa en el interior del tubo y el comportamiento no seria estacionario.
Evidentemente, dado que las lineas superiores del tubo recorren una distancia
mayor que las lineas inferiores, para que las particulas-test lleguen al mismo
tiempo la velocidad del aire debe ser mayor por encima que por debajo del ala.

velocidad baja

Podemos hacer una aplicacion de la ecuacion de Bernouilli tomando dos lineas
de corriente que en la zona del segmento de la izquierda estén muy cercanas
una a la otra, pero que en la zona del ala acaben separandose: una por la parte
superior del ala y otra por la parte inferior. Por tanto para un punto justo sobre
el ala y para otro justo debajo del ala tenemos, despreciando el término
gravitatorio asociado al grosor del ala

1 2 1 2
Epusup + psup _Epuinf + Pint
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lo que implica una mayor presion en la parte inferior del ala que en la parte
superior, y por tanto aparece una fuerza en sentido ascendente.

El angulo del ala respecto a la corriente de aire es importante en la dinamica,
de modo que si el angulo de ataque es muy grande se pueden generar vortices
o remolinos de aire en la parte superior del ala que actian en detrimento del
empuje ascendente. En casos extremos el avion cae por pérdida de este
empuje y se dice que “ha entrado en pérdida”; ha perdido el empuje
ascendente y es una situacion muy dificil de controlar. Si el angulo del ala es
muy paralelo a la corriente de aire el empuje ascendente depende de que
dicha corriente sea lo suficientemente rapida, en caso contrario un avién puede
compensarlo aumentando la velocidad respecto al viento al acelerar sus
motores.

Por dltimo, es posible que la velocidad del aire en la parte superior del ala
llegue a la velocidad del sonido y en este caso el comportamiento dinamico del
aire se muestra como un “muro” para el avién denominado barrera del sonido.
Muro que es posible superar, generando el avién en el proceso ondas de
choque. Cuando las corrientes de aire sobre el ala se mueven proximas a la
velocidad del sonido es cuando la hipdtesis de incompresibilidad en la dindmica
de las corrientes de aire deja de tener validez y se habla de flujos
supersonicos; con un comportamiento fisico diferente. El disefio de las alas de
los aviones supersonicos suele ser en forma de triangulo y menos gruesas que
las del resto de los aviones.

Flujo compresible. Movimiento subsénico y supersoénico.

dl En el caso del tubo de Ventura vimos el caso de una
corriente de fluido incompresible atravesando un

I I
I: : estrechamiento y las consecuencias derivadas del
ﬁi iﬁ:‘;‘; principio de conservacion de la masa y de la
—> .1 p+g > ecuacion de Euler. En este caso vamos a suponer
vl pVeay un fluido compresible moviéndose en régimen
| |
! I

estacionario que puede modificar su densidad a
medida que circula por una tuberia de seccion
variable como representa el dibujo. Debido al caracter estacionario, la cantidad
de masa que entra desde la izquierda debe ser la misma que sale por la
derecha en cualquier instante de tiempo. El principio de conservacion de la
masa permite encontrar una relacion entre las variaciones de las magnitudes
afectadas : densidad p, velocidad v y area de la seccion del tubo A

dp , Qv dA_

A= (p+dp)v+dv)A+dA)= Y

0

por otro lado, podemos integrar la ecuacion de Euler sobre un elemento de
linea de corriente dl. Si despreciamos el término asociado a la gravedad
tenemos

1Vp+a=0:>[1Vp+aJodl=0 =% vav=0
P P P
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Eliminando p de las ecuaciones anteriores tenemos

dp _ vdv
dp v, dA
v A

Si consideramos que el tubo estd aislado adiabaticamente, o la velocidad del
fluido es tan grande que apenas hay pérdida de calor en el contacto con las
paredes, entonces podemos suponer que cada unidad de masa del fluido que
se mueve en el tubo sigue un proceso adiabatico o isentropico. Para el caso en
que el fluido se aproxime a un gas ideal, existe una constante K del proceso
adiabatico que verifica

. d 3 o C
p=Kp/:>dE=K7p“=7pp7p“=72=cz; y==r

donde c es la velocidad del sonido como se vio en [2] y y €S una constante
igual a la division entre las capacidades calorificas del fluido a presion
constante y a volumen constante. Sustituyendo este dltimo resultado en la
penultima ecuacion tenemos

En el caso incompresible del tubo de
Venturi un estrechamiento del tubo dA<O, conduce a un aumento de la
velocidad del fluido dv>0 y un ensanchamiento a una disminucion de la
velocidad. En el caso compresible descrito por la ecuacion anterior esto sigue
siendo cierto, pero solamente si el gas se mueve a una velocidad inferior a la
del sonido v<c. Si el gas se mueve a una velocidad superior a la del sonido,
entonces un estrechamiento del tubo conduce a una disminucion de la
velocidad y un ensanchamiento del tubo conduce a un aumento de la
velocidad. Este aumento de velocidad en el flujo se puede conseguir
efectivamente y se utiliza en las toberas para la propulsion de cohetes. El
dibujo representa un disefio de tobera. En la parte A se encuentra el motor
donde se realiza la reaccién quimica del carburante que genera gases en
régimen subsoénico, pero a medida que avanzan por el estrechamiento llegan a
alcanzar, en la parte mas estrecha, la velocidad del sonido. A partir de aqui el
flujo entra en régimen supersonico y sigue aumentando su velocidad a medida
gue avanza por el ensanchamiento.

Equilibrio Geostrofico

Si en un fluido, como el aire, hay una diferencia de presiones entre dos puntos,
normalmente el fluido se mueve de la zona de mayor presion a la de menor. En
un sistema de coordenadas no inercial, como la tierra, este movimiento afecta a
la componente dinamica de Coriolis, que produce una desviacién en el camino
recto desde la zona de alta presion a la de baja presién. A medida que el fluido
se mueve aumenta su velocidad y por tanto también la desviacion por efecto
Coriolis, de modo que es posible que se llegue a un equilibrio entre la velocidad
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del fluido u y el gradiente de presion que resulte en una aceleracion nula del
fluido respecto del sistema de coordenadas no inercial : Vp+2pWxu=0

donde hemos despreciado los términos asociados a la aceleracion centrifuga y
la gravedad. Si hacemos el producto escalar por la velocidad del fluido tenemos

GOVp+GO(2pVVXG)=O—>GOVp:O

y por tanto, en esta situacion de equilibrio que hemos postulado, el viento se
mueve perpendicularmente al gradiente de presion, es decir, el viento se
mueve paralelamente a las superficies de presion constante o isobaras. Este
resultado se comprueba experimentalmente con cierta precisibn en casos en
que el radio de curvatura de las lineas de corriente es alto; cuando esto no es
asi, como en el caso del viento cercano al ojo de un huracan, la aproximacion
del viento geostrofico deja de ser util.

Si imaginamos un centro de bajas presiones en el hemisferio norte de la tierra,
dado que el gradiente de presién se dirige hacia las zonas de mayor presion, y
teniendo en cuenta la direccion del giro de la tierra w, la ecuacion de equilibrio
geostroéfico predice un movimiento de giro del aire en sentido anti-horario. En el
caso de un centro de altas presiones el sentido de giro seria horario, ya que
cambia de signo el gradiente de presién. Al comparar el sentido de giro
estamos suponiendo un reloj de agujas sobre la superficie de la tierra.
Podemos hacer el transporte paralelo de los vectores a un centro de presion
similar de las antipodas y las ecuaciones se seguiran manteniendo. Salvo que
un reloj en la superficie de las antipodas gira en sentido contrario a nuestro
reloj inicial, y por eso el sentido de giro del aire alrededor de los centros de
bajas y altas presiones en el hemisferio norte y en el hemisferio sur son
opuestos. Un caso extremo de centro de bajas presiones son las corrientes en
chorro polares. Las zonas polares se comportan como centros de baja presion
de aire debido a su baja temperatura. Son corrientes de aire que circulan de
oeste a este tanto al norte como al sur alrededor de las zonas polares. Un
avion comercial en la direccion Tokio-Los Angeles, (oeste-este) puede reducir
su tiempo de vuelo en 30 minutos en una ruta que aproveche el viento de cola
de la corriente de chorro respecto de la ruta geodésica de minima distancia o
del circulo maximo entre dos puntos. Estas corrientes también se generan en
otros planetas, como es el caso de Jupiter, conformado su imagen en bandas
caracteristica. El equilibrio geostrofico también se presenta en algunas
corrientes oceanicas.

- El equilibrio geostrofico se suele considerar una primera
aproximacion valida para el viento real. Sin embargo
existen factores adicionales a tener en cuenta como la
friccion del viento sobre la superficie. Debido al proceso
de calentamiento global se ha podido constatar en
Noviembre de 2014 que el centro de bajas presiones en el
hemisferio norte asociado normalmente al polo norte
geografico se ha desplazado a Groenlandia. Esto supone
una relocalizacion de la corriente de chorro alrededor de
Groenlandia y un cambio en el comportamiento del clima
del que seremos testigos. La imagen adjunta muestra la
situacion.
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El golpe de ariete

L La imagen representa dos depdsitos de agua
—AN conectados por una tuberia de seccion constante
- ““‘f“‘*m% con una llave de paso en B. Si el agua fluye por

h u_f“‘*m% [ la tuberia y cerramos la llave de paso, entonces
B es preciso que todo el liquido de la tuberia pase

a estar en reposo. Esto supone un cambio en el
impulso mecéanico del agua que podemos estimar por mv = pSLv , siendo m la
masa de liquido en el tubo, p la densidad del agua S la seccion recta del tubo,
L la longitud del tubo y v la velocidad del liquido antes de cerrar la llave. Este
cambio necesita de una fuerza que debe proceder de una sobre-presion en la
valvula. Si el cierre de la llave se realiza en un tiempo T durante el que actia
una sobre-presion media Ap/2 , donde Ap representa el maximo de sobre-
presién en el proceso tenemos

%ST :pSLv:Ap:Z%U/

Sin embargo, si el cierre de la valvula es brusco la ecuacion anterior resulta en
una sobre-presion maxima infinita, lo cual no es aceptable. En la préactica, si se
cierra bruscamente la tuberia aparece el fenbmeno del golpe de ariete que
resulta en una especie de “eco de presion” que puede danar la instalacion. La
fisica de este caso pasa por considerar ondas de presién propagandose a
través del agua y el tubo. La sobrepresion en B es una alteracion del campo de
presiones y de las tensiones en el tubo metélico que se propagan como ondas
elasticas llegando hasta A y rebotando para volver a B. Este es el origen de la
sensacion de eco cuando se experimenta el fenomeno. Si llamamos ¢ a la
velocidad de propagaciéon de esta onda podemos expresar la ecuacion anterior

como

_p2lv ¢

A — pCV
p T TP

donde 1 es el tiempo que tarda la onda de presion/tension en retornar a la llave
de paso en B. Aparecen dos casos

1-T > 1, en este caso el cierre de la llave se considera lento y es valida para la
sobre-presion la férmula

pLv
Ap=2—
P T

2-T < 1, en este caso, correspondiente al golpe de ariete la sobrepresion
maxima es
Ap=pcv

ya que el proceso de frenado del agua en el tubo no puede ser inferior a 1
segundos.
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Cavitacion y Sono-Luminiscencia

En fluidos sometidos a fuertes cambios de presion, si dicha presién esta
cercana a la presion de vapor se suelen formar burbujas de vapor. Estas
burbujas se muevan hacia zonas de mayor presion implosionando y generando
ondas de choque que pueden dafiar la superficie de los metales. Estas
burbujas necesitan de algun agente donde formarse, como superficies
metalicas, impurezas en el fluido, etc. La temperatura es un factor determinante
para el fendbmeno de la cavitacion, ya que la presion de vapor depende de la
temperatura. La cavitacion es una causa tipica de la erosion o corrosion de las
hélices que impulsan los barcos modernos. Un flujo que circule a gran
velocidad por una arista afilada esta sometido a fuertes cambios de presion,
debido a la relacion entre la curvatura de lineas de corriente y gradientes de
presion, lo que facilita la aparicion de cavitacion.

Por otra parte, si las burbujas formadas en la cavitacién se ven afectadas por
ondas ultrasoénicas, es decir, ondas asociadas a rapidos cambios de presion en
el fluido; entonces si las ondas son suficientemente intensas es posible inducir
un rapido colapso de la burbuja de cavitacion generdndose destellos luminosos
al final del colapso. Se supone que en el final del colapso parte de la burbuja se
convierte en plasma electrénico a temperaturas locales de 20.000 Kelvin y que
al recombinarse con los atomos se genera el destello.
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PARADOJA DE D'ALEMBERT

Todos conocemos por experiencia que debemos vencer una resistencia Si
gueremos movernos en contra del viento. Cualquiera que haya utilizado una
bicicleta sabe por experiencia el efecto de arrastre debido al viento. Al moverse
a favor del viento el ciclista reduce su esfuerzo y al moverse en contra el
ciclista debe aumentar su esfuerzo para mantener una velocidad dada. Sin
embargo en 1752 el matemético y fisico Jean le Rond D"Alembert realiz6 un
e — - estudio sobre este problema, basado en
hipétesis aparentemente generales, que
concluye necesariamente (mateméaticamente)
en la inexistencia de la fuerza de arrastre.

v — La imagen representa un cilindro moviéndose a
__—:——:M— velocidad constante visto de perfil y las lineas
de corriente de un flujo laminar y estacionario
—_——+=————— que lo rodean. Las hipétesis que utilizaremos
I o son: fluido incompresible, campo de
velocidades irrotacional y rozamiento nulo ; tanto el rozamiento interno del
fluido (viscosidad) como del fluido contra el cilindro.

|
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Teoria del flujo potencial

Si el campo de velocidades de un fluido es irrotacional, entonces es posible
encontrar un campo escalar de modo que el campo de velocidades es igual al
gradiente de este campo escalar. Esto es una consecuencia inmediata del
teorema del rotacional

§ﬁ(x, Y, z,t)-dizjz.ﬁ(x, y,z,t)-di+}ﬁ(x, Y, z,t)-di:ijﬁ(x, Y, z,t)]-d§ =0
Jutcy.zedi=fux,y.z.t)e (@) =%, ¥;.2,) 0%, ¥1.2.)

si el rotacional es nulo, entonces la integral sobre cualquier linea cerrada del
campo de velocidades se anula también. Descomponiendo esta integral en
funcion de dos puntos arbitrarios 1 y 2 de la linea de integracion, tenemos que
el valor de estas integrales parciales no dependen de la trayectoria entre 1y 2,
y por tanto solo pueden depender de los puntos inicial y final. Si expresamos el
resultado anterior en términos diferenciales

u(x,y,2)edl = dg(x,y,2) > (u,.u,.u, Jo (dx,dy,dz) = de(x, y,2) >
u(x,y,2) = Vo

Por otra parte, segun el algebra expuesta en la seccion de analisis matematico
tenemos
§xﬁ(x,y,z,t):§x(§¢(x,y,z,t))=(§x§)¢:=0

de acuerdo con la condicion de rotacional nulo. Por tanto necesariamente todo
campo de velocidades irrotacional se puede poner como el gradiente de una
funcién escalar ¢ denominada potencial.
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Por otro lado, si el fluido es incompresible, entonces la ley de conservacion de
la masa indica que la divergencia del campo de velocidades debe ser nulo, y
por tanto la funcién potencial ¢ debe cumplir lo siguiente

Ve [pﬁ(x, Y, z,t)]+%’: =0; p=constante— Veu(x,y,z,t)=0

ot ot &

VeVp(x,y,z,t)= [5-5];0(& y,z,t) =[

que es la ecuacion diferencial de Laplace. De modo que el potencial ¢ verifica
condiciones matematicas analogas al campo electrostatico y es posible elegir
para ¢ campos similares. Pero a diferencia del campo electrostatico, en nuestro
caso no existen fuentes ni sumideros del campo (cargas), de modo que las
soluciones analogas admisibles en nuestro caso corresponden a campos de
tipo dipolar con una carga total nula en cada punto del espacio.

Ecuaciones de Euler sin viscosidad para flujo potencial

En la seccién sobre la 22 Ley de Newton aplicada a un fluido obtuvimos el
siguiente resultado

gauaﬁpww:ax@xa)_p%

incluyendo las condiciones de rotacional nulo, flujo potencial y densidad
constante/incompresibilidad tenemos, despreciando el término gravitatorio

vl P (2 op
VIZ=Uu)+p+p—|=0
{2() ppat}

y por tanto el interior del corchete debe ser una cantidad que no cambia con las
coordenadas espaciales (x,y,z) y a lo sumo depende del tiempo

P2 op
= —=f(t
2(Ul)+|0+/0at ®

Movimiento suave del cilindro en la corriente

Suponemos que el cilindro se mueve con velocidad constante v (Vy,Vy,Vz)
respecto de un sistema de coordenadas inercial. Este movimiento no produce
turbulencias (irrotacional) de modo que las lineas de corriente se van
adaptando suavemente a la nueva posicion del cilindro y un observador
moviéndose con el cilindro observara siempre el mismo campo de velocidades
del fluido. Esto significa mateméaticamente que, respecto de nuestro sistema de
coordenadas, el campo de velocidades en un instante t corresponde a un
desplazamiento del campo de velocidades existente en t=0:

u(x,y,z,t) =u(x,y,z,0) =u(x-v,t,y —v,t,z—v,t,0) >
@: ou oX N ou oy +au oz :—(%5)6
ot ox'ot oy ot ozt
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donde hemos aplicado la regla de la cadena de derivadas para funciones
compuestas. Por otra parte, en la seccion de andlisis matemético vimos la
siguiente relacion

v(t) x (6 x f(x,y,12, t)): V(v(t)e f(X,y,2z,t)—(v(t) e V) f(X,Y,2z,t)

en nuestro caso v(t) = v = constante y f = u. Aplicando la condicion de
rotacional nulo y flujo potencial la ecuacién de la derivada parcial anterior
queda asi

Lo B L
atV¢5+V(v u) O—>V[at+v u} 0

ya que se puede conmutar la derivada parcial temporal con el gradiente, ya que
afectan a variables independientes. De nuevo, el interior del corchete no
depende de las coordenadas (x,y,z) y como mucho depende del tiempo

o

— \7-G= t
P a(t)

y por tanto, eliminando la parcial respecto al tiempo de la ecuacion de Euler
presentada antes tenemos

2w+ p-plien)= FO-p90) > p=plveu)-2 @) +h)

donde h(t) es la funcion del tiempo correspondiente.

Por otro lado, para un observador solidario al cilindro movil las lineas de
corriente del fluido no pueden finalizar ni nacer de la superficie del cilindro. El
cilindro no es ni fuente ni sumidero para el fluido. Por tanto si este observador
inercial aplicada la ley de conservacion de la masa para una superficie fija que
coincida con la superficie del cilindro encontrara que la masa que atraviesa un
elemento de superficie en el instante dt debe ser igual a cero

dredS =[u(x.y,z,t,)-v)edSldt =0 ()

donde se ha introducido la velocidad relativa con la que el observador aprecia
el campo de velocidades del fluido. Si n es un vector unitario normal a la
superficie del cilindro el resultado se expresa asi:

neu(x,y,z,t)=nev

En la imagen al principio de esta seccion el lector puede ver en el centro una
linea de corriente que se mantiene recta hasta la superficie del cilindro. En este
punto los vectores n,u,v tienen la misma direccion. Si aplicamos el resultado
anterior tenemos que en este punto los vectores velocidad u,v coinciden. Por
tanto, visto desde el observador inercial que se mueve con el cilindro el fluido
en este punto estd permanentemente en reposo relativo. Por ser inercial el
observador puede aplicar directamente la ecuacion de Bernouilli y ver que en
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dicho punto de remanso (stagnation point) existe un maximo de presion; lo cual
debe ser cierto también para cualquier otro observador inercial.

Célculo del arrastre

A partir de la presion calculada antes, la fuerza del fluido sobre el cilindro se
expresa mediante

F=—§ pd§:f[g(uz)—p(ﬁoﬁ)—h(t)}dgzf{g(uz)—p(voa)}dg ~h()fdS

E=p§E(U2)—(\7'H)}d§

la funcién h(t) no depende de las coordenadas (x,y,z) y se puede sacar de la
integral. La integral de los elementos vectoriales de superficie es cero®.
Podemos analizar la expresion anterior en la componente x multiplicando por
un vector unitario en esta direccion

Fee=pf| 50~ frei o5

vamos a utlizar el teorema de la

divergencia sobre la expresion anterior.

%l Para ello se necesita un volumen

acotado por una superficie; sin embargo

vamos a llevar el teorema al limite

eligiendo como volumen todo el volumen

ocupado por el fluido, limitado por la

superficie del cilindro y una superficie

exterior tan alejada del cilindro como

gueramos. Como vimos, el campo de

velocidades es de tipo dipolar, lo cual

supone que , en la superficie lejana es

proporcional a r3, siendo r la distancia al

cilindro, mientras que los elementos de

superficie son proporcionales a r*. Esto

hace que la contribucion de la superficie lejana sea tan pequefio como

queramos. Por tanto, aplicando el teorema de la divergencia al primer sumando
de la integral anterior

1 2\ ~ ~ p— 1 2\ ~
—¢—(U EX dS = V — (U ex dV
f5weceds=§ {2( ) }
y utilizando las relaciones de la seccion de analisis matematico

Vo[;(uz)ex} L0t = Pl )iee - (o0 ee)

% El lector puede comprobarlo multiplicando la integral escalarmente por un vector constante y aplicando
el teorema de la divergencia.
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podemos afadir un sumando de valor nulo incluyendo la condicion de
incompresibilidad y aplicar de nuevo las relaciones citadas de esta forma

(UeV)uees)+(Ueex Veu)=Ve[uee.)u]

con lo que la integral correspondiente es
35 =T e v = §Teiee )i — fliec.)iea

donde hemos vuelto a utilizar el teorema de la divergencia. Con lo que la
expresion de la componente x de la fuerza es

Fee.=pffuce.)uends —(veuk, ends]= pf[uee.)uen—(veu. on]ds

donde el vector n es unitario y es la parte vectorial del vector elemento de
superficie dS. Aplicando la condicibn de que las lineas del campo de
velocidades no entran ni salen del cilindro y factorizando tenemos

(oes)uen—(veuk,en=(use.)ven—(veuk en=[ux(vxe)jen

Si multiplicamos la expresion anterior por vy y sumamos para todas las
componentes tenemos

Fota, +Foey, +F sewy, =F ov=pflux(xv,e )+ uxvxv e )+ ux(vxv,e: londs

y aplicando las propiedades asociativas del producto escalar y del producto
vectorial tenemos
Fev=pfluxvxv)lends =0

como resultado, el fluido no ejerce ninguna fuerza de arrastre en la direccién
del movimiento del cilindro, en contra de la experiencia. Si el desarrollo hecho
es consecuencia necesaria, 0 muy probable, de las hipotesis basicas,
entonces hay alguna hipotesis que no es correcta. ¢, Cual es?.

Pese a ser un resultado notable, la paradoja de D"Alembert tuvo un efecto
negativo en el desarrollo de la mecéanica de fluidos debido a que nadie supo dar
con una solucién satisfactoria, bién sea en el dominio matematico o en el
dominio experimental, durante mas de 150 afios. Esto desprestigid durante
largo tiempo la disciplina hasta que a principios de siglo el desarrollo de la
aeronautica introdujo nuevas ideas de la mano de Ludwig Prandtl. Sin embargo
el dafio aun se deja sentir en los planes de estudios universitarios en una
materia que deberia estar a la altura del Electromagnetismo o la
Termodinamica y que integra como ninguna otra la base de las matematicas
superiores.
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ONDAS SUPERFICIALES EN EL AGUA

Imaginemos una piscina con agua en calma a la que
lanzamos un objeto pesado que al caer provoca
ondas en la superficie del agua. Las ondas generadas
parecen moverse desde el lugar de impacto hacia el
exterior. En el impacto, el objeto impactante imprime
una velocidad al agua durante el proceso de desalojo.
Este movimiento del agua provoca una hondonada en
la zona de impacto durante un cierto tiempo, y no se transmite a toda la masa
liguida como en el caso de las ecuaciones de Saint-Venant (mas adelante),
sino que se trata solo de un fendmeno superficial. En estas circunstancias las
“‘montafas de agua” no duran mucho y la gravedad obliga a un reflujo del agua
evacuada hacia la zona de impacto que esta a menor nivel, reflujo que acabara
por elevar el nivel de la superficie del agua relativamente al entorno proximo
repitiendo de nuevo el proceso. Si esparcimos unas particulas-test como bolitas
de poliuretano sobre la superficie del agua podemos ver que se mueven
oscilando respecto de un punto medio en la vertical y también en la linea
horizontal que pasa por el origen de la onda; revelando asi el movimiento del
agua en este fendémenao.

Existe un dispositivo de laboratorio, la cubeta de ondas, en la que se utilizan
ondas superficiales de agua para mostrar comportamientos tipicamente
ondulatorios con son la reflexiéon, refraccidn, interferencia y difraccion. Estos
fendmenos se explican tradicionalmente en base al principio de Huygens, pero
este principio requiere un comportamiento lineal de las ondas en el sistema.
Esto significa que si sobre un sistema puedo reproducir dos procesos
ondulatorios independientes, también puedo reproducir un proceso ondulatorio
gque sea, matematicamente, la suma de los procesos. Las ecuaciones
aplicables en este contexto son :

plie7)i+ p 2 = Tp o

Veu=0

La primera corresponde a la ecuacion de Euler y la segunda a la conservacion
de masa de un fluido incompresible. Supongamos que tenemos dos soluciones
de estas ecuaciones que especifican el campo de velocidades y de presiones
del fluido : (u1,p1) Y (uz,p2). Si la ecuacién de Euler fuese lineal, entonces las
funciones (uitu,, pitp2) serian también solucion; pero vemos claramente que
esto no es posible debido que el primer término introduce el valor no
compensado siguiente

plureV)u, + pluz e Vo,

En cambio la ecuacion de conservacion de la masa es claramente lineal, si u;

y Uy verifican esta ecuacion, entonces u;+u,también lo hace.

Si el sistema de ecuaciones anterior puede describir ondas compatibles con el
principio de Huygens, entonces debe haber alguna aproximacién lineal posible
para la ecuacion de Euler. Evidentemente la primera alternativa es considerar
que para el caso de las ondas superficiales el término no-lineal es
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cuantitativamente despreciable en la ecuacion de Euler, de modo que tenemos
el sistema lineal

ou = -
S _Vp+

Py p+pg
Veu=0

la eliminacion del término no lineal es compatible con un flujo irrotacional, de
modo que podemos considerar que el campo de velocidades deriva del
gradiente de una funcion potencial ¢(x,y,z,t)

Vip—+p+p0z|=0
»%pepan)
VeVp=Vip=0
0=V

la primera ecuacion supone gue el argumento del gradiente es una funcion del
tiempo

op
—+p+pgz="f(t
P HPHPY ®

y redefiniendo el potencial ¢ convenientemente tenemos una simplificacion
equivalente

(p—)(p+jf(t)dt —>p%p+ p+pgz=0

para un punto en la superficie del agua coordenadas X,y fijas la coordenada z
sera una funcion del tiempo zs(t) y la ecuacion anterior sera una funcion del
tiempo

Jp

@ t t)=0
Pl p,(t) + o9z (t)

S

dado que podemos considerar que la presién atmosférica en la superficie del
agua tiene una variacion despreciable en la expresion anterior, podemos
considerarla constante. Derivando en el tiempo y teniendo en cuenta que la
derivada de zs es la velocidad del fluido en la direccion vertical , y que esta
componente de la velocidad deriva del potencial ¢ tenemos en total

dfog) ], o0
dt| ot|, oz |,

V=0

=0

es decir, la ecuacion diferencial del potencial (ecuacion de Laplace) y una
condicion de contorno que debe cumplir. Note el lector que la condicion de
contorno también es lineal sobre el potencial de corriente ¢.

La solucion mas sencilla para el sistema anterior es una onda desplazandose
en el eje x cuya forma funcional es (ver seccién sobre Laplaciano en [3])

@ = f(z)cos(kx—wt)
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que introducida en la ecuacion de Laplace determina f(z) por medio de la
ecuacion diferencial

2
7@ _y2t(z)20= f(2) = Ae® +Be™

dz?

dado que para valores de z
negativos, es decir en la direccion
del fondo, la amplitud de la onda
debe disminuir tenemos

@ = Ae" cos(kx—wt)

Liguido Iy

y la condicién de contorno es

% [WAekZS sin( kx— Wt)]+ gkAe* cos(kx—wt) =0

wk % Ae' sin( kx—wt) —w? Ae'* cos(kx—wt) + gkAe” cos(kx—wt) = 0

gz, ¢ _ kAe cos(kx—wt) =
d oz

wk?Ae' sin( kx—wt) —w? + gk =0

en las condiciones de aproximacion wk?A << w® o kA << w/k , es decir, la
velocidad del fluido (kA) es mucho menor que la velocidad de la onda tenemos

w [g_ [g
w=ygk = c =1 \fk V2x

con lo que las ondas de longitud de onda mayor se mueven mas rapido, que
las de menor longitud de onda. En general si la frecuencia de la onda es una
funcion no lineal de la longitud de onda se dice que el medio de propagacion de
las ondas es dispersivo 0 que la propagacion de ondas estd sometida a
dispersion.

A medida que se consideran longitudes de onda menores hay que considerar el
efecto de la tension superficial, que llega a hacerse preponderante (ondas de
capilaridad).

Finalmente el lector puede comprobar que la condicion inicial que hemos
tomado prescindiendo del término no lineal en la ecuacion de Euler supone
considerar que la velocidad de la onda es mucho mayor que la velocidad del
fluido.
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SISTEMA DE COORDENADAS INTRINSECO DE UNA CORRIENTE
ESTACIONARIA.

n=1 En una corrientes estacionaria las lineas
de corriente son curvas fijjas que no
cambian con el tiempo. Esto nos permite
utilizarlas en un sistema de coordenadas
gue sea intrinseco a la corriente. Si en la
n=3 Iimagen adjunta las curvas nombradas
con el parametro u corresponden a
o t*=3 lineas de cor_riente, si}empre podemos
t*=1 - crear otro conjunto de lineas v que sean
perpendiculares a las lineas de
corriente. Si el flujo de corriente presenta simetria plana, esto seria suficiente.
En caso contrario, podemos crear otro conjunto de lineas coordenadas w que
sean perpendiculares a las lineas u y v en los puntos de cruce
correspondientes. Parametrizando convenientemente estas lineas tendriamos
un sistema de coordenadas ortogonal, tal como se explica en el apéndice,
definido por la propia corriente estacionaria. El sistema de coordenadas
planteado estd mas cercano a nuestros conocimientos tedricos de lo que
pudiese parecer. Recordemos que las lineas de corriente estacionarias son en
realidad trayectorias de particulas de fluido. Como tales podemos introducir la
22 Ley de Newton con las componentes de la aceleracion en funcion de la
curva trayectoria : aceleracion tangencial y aceleracién normal, perpendicular a
la anterior (R es la curvatura de la trayectoria):

2

p (0 = Vb + pg - paor () - paxT - piwx (wxT)-2pmxi

donde hemos utilizado la expresion para un sistema de coordenadas no inercial
genérico. El desplazamiento elemental de una particula de fluido se puede
expresar por tdt*, siendo t el vector unitario tangente a la linea de corriente en
el punto en que se encuentra la particula de fluido y vdt un pequefio
desplazamiento en la direccion t. Prescindiendo de los efectos no inerciales y
de la gravedad, si multiplicamos la expresién anterior por este desplazamiento
de la particula de fluido tenemos

2

dv- vo - - dv -
—t+—n)etvdt= pv—dt = pvdv=—(Vp)etvdt=—d
Pl py g dt=r (Vp) p

e integrando sobre la linea de corriente correspondiente

2
a* Ev2+J.(Lp =0
ot |2 P

ecuaciéon que es de interés en fluidos compresibles barotropicos, es decir,
aguellos en los que la densidad es variable pero Unicamente depende de la
presion.

fuave (9P Zo= (2 _y2)e f9P
{vdv+7[p =0= (vB VA>+J;p =
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Si multiplicamos ahora la 22 Ley de Newton por el vector n tenemos

v? - op
L (v __9
P (Vp)en P

dado que el lado izquierdo de la ecuacion es positivo, la variacién de presién en
la direccion del vector normal debe ser negativa. Dado que el vector normal
apunta hacia la posicion del radio de curvatura de la linea de corriente,
tenemos que la presion en un fluido debe disminuir en la direccion del radio de
curvatura de una linea de corriente. Este resultado predice claramente que en
el caso de corrientes circulares como remolinos, huracanes....en todos los
casos el centro del vértice tiene una presion menor que los alrededores. En
otro caso, el lector puede recuperar la imagen del flujo de sustentacion sobre
un perfil de ala y comprobar que el presente resultado esta de acuerdo con la
existencia de una mayor presion debajo del ala que encima a la vista de la
curvatura de las lineas de corriente.

Si multiplicamos escalarmente por el vector binormal b, definido como el
producto vectorial de t y n, tenemos que la presién en las cercanias de un
punto dado no se modifica en la direccién del vector binormal

- 27 (— p— p—
p(%tjtvﬁn)o(txn)zo=—(Vp)ob=—%

En el desarrollo se han utilizado derivadas parciales respecto de los
parametros t*,n,b. Estos parametros representan las coordenadas de un punto
en el sistema de coordenadas intrinseco de la corriente, de modo que un valor
numérico determinado del par (n,b) determina una Unica linea coordenada t, es
decir, una linea de corriente. Los vectores t,n,b , correspondientes al triedro
intrinseco de Frenet, forman una base local ortogonal, comentada en el
apéndice, asociada al sistema de coordenadas intrinseco de una corriente
estacionaria. Las lineas coordenadas de este sistema se pueden definir por las
ecuaciones
drxt=0; drxn=0; drxb=0;

Ampliacién del contexto de uso del sistema de coordenadas intrinseco

Hemos utilizado el sistema de coordenadas intrinseco para un fluido en
movimiento estacionario, de modo que las propias lineas de corriente formen
parte de un sistema de coordenadas estable. Sin embargo todavia es posible
utilizar este contexto para fluidos en movimiento no estacionario siempre que
las lineas de corriente no cambien con el tiempo. De esta forma, una particula
de fluido circula siempre por una linea de corriente determinada, y en un punto
dado la velocidad del fluido puede cambiar con el tiempo. Podemos re-escribir
las ecuaciones de Euler en este nuevo contexto asi

dv. V- ou . ou.: u’- - = -
—t+—n)=p|(—+U—)t+—n|=-Vp+pg; u=u(t*nb,tt
p(dt R ) P{(at at*) R } P+prg ( )
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donde hemos expresado la derivada en el tiempo de la velocidad de la particula
en términos del campo de velocidades, teniendo en cuenta que la particula solo
puede moverse por la linea coordenada que le corresponde, es decir, los
parametros n,b permanecen constantes y solo varia t*. Las componentes
intrinsecas son

au ou ap - -
Pl o) = a0
2

u 0
Py p

L

R 6n+pg.
op . = =
O=——+ b
b pge

si tengo un desplazamiento en uno de los ejes coordenados, por ejemplo t dt* y
multiplico escalarmente por g, el producto serd igual al médulo de ¢
multiplicado por la proyeccién de t ot* sobre la vertical es decir, la variacion de
altura correspondiente (h)

oh

—getdt*=gdh= get=—g—
ge gdh=get=-g—~

haciendo lo mismo con las componentes n y b y sustituyendo en las
componentes de la ecuacion de Euler tenemos

au, o1 ,
=) +—|= h|=0
p(at)+6t*[2pu +p+pg}

u? 9
2.9 h]l=
pR+an[p+pg] 0

P
%[pwgh]—o

Ecuaciones de Saint Venant

Las canalizaciones de agua al aire libre, como pueden ser los mismos rios,
pueden aproximarse mediante tramos aproximadamente rectos y de pendiente
constante. Para uno de estos tramos, en el contexto precedente, podemos
suponer que el radio de curvatura (R) de las lineas de corriente es los bastante
grande como para despreciar el término correspondiente, de modo que
tenemos

d

au 1,
—)+—| = hi=0
”(at”at*{zp“ +p+pg}

0
= h]=0
~[p+poh]
0
= h]=0
~ [P+ poh]
las dos ultimas ecuaciones nos dicen que para los puntos de una superficie sl
perpendicular a las lineas de corriente la funcién p+pgh depende solo de la

superficie y del tiempo
p+ pgh = f (t*,1)
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Si suponemos que el flujo es aproximadamente potencial e irrotacional, la
ecuacion de Bernouilli obliga a que en las superficies S+ la velocidad del fluido
sea la misma.

En canalizaciones al aire libre el nivel del agua puede cambiar debido a
crecidas que se propagan através de la red de canalizaciones. Podemos
plantear la ley de conservacion de la masa para un tubo de corriente limitado
por dos superficies S separadas una distancia dt* , ocupando cada superficie
una seccion completa del canal, es decir, desde el fondo del canal hasta la
superficie del agua:

- = 0 ous L .. 0 .
fu(x,y,z,t)od8=a§dV:> dix= (8 Ld) =

at*
0 oS L

5'(*[” ] ot

para un canal de secciéon homogénea, la superficie S desde el fondo hasta el
nivel del agua solo depende de la profundidad D entre el fondo la superficie

S1=51 (D)= Mgy yBLPD_051D
ot* oD at* oD ot

los cambios de profundidad D se pueden reinterpretar como cambios de
presion hidrostatica multiplicando la expresion anterior por pg cos(e):

SL ou

~S1  au S1L oau +u87p_@
oS L /oD ot*

cos =2+ o -
£g cos(#) oS L/Dot* - atx ot

oD oD
+Upg cos(e) P = pg cos(¢p) Y = g cos(e)

2 U, 0P _p.

pell b ¢’ = g(D)cos(p)

oC

donde se <D> representa la profundidad media del canal y ¢ es el angulo del
fondo del canal con la horizontal. Con esta interpretaciébn aproximamos la
dindmica por la estética, es decir es una aproximacién cuasiestatica a la
dindmica del sistema. Finalmente tenemos el sistema de ecuaciones de Saint-
Venant

ou, o1,
—)+—| = +p+pgh|=0
p(at) m*[zpu p pg}
U, _op
at* o oatx ot

aunque la propagacion de crecidas en canales, o
incluso tsunamis es un proceso ondulatorio
descrito por estas ecuaciones, debido a la
aproximacion cuasiestatica no pueden aplicarse
al caso de ondas superficiales similares a las que se forman en la superficie del
agua de un estanque al tirar una piedra. Solo se conocen soluciones basadas
en calculo numérico para el sistema de ecuaciones anterior.

El sistema de ecuaciones anterior no tiene en cuenta el efecto de rozamiento
entre el agua y el fondo del canal. En la siguiente seccion veremos que este
efecto se puede incluir mediante un término adicional en la primera ecuacion de

Saint Venant de la forma +7V'u
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VISCOSIDAD

En el movimiento fluido presentado hasta ahora no hemos considerado la
existencia de un rozamiento interno entre particulas de fluido o lineas de
corriente vecinas. Los apuntes de Leonardo sefialan que en la corriente de un
rio el agua cercana a la superficie se
mueve a mayor velocidad que el agua

y del fondo. Podemos replicar este
e — >o comportamiento en el laboratorio para
otros fluidos como distintos tipos de

L ................................................ ’. acelte Podemos ”egar en el |ab0ratOI'IO

|, ................................... >e a establecer corrientes estacionarias de

|. ................. > fluidos incompresibles y de densidad

(] . . s

constante con wuna distribucion de

)‘ e > velocidades que no se ajusta a la
ecuacion de Bernouill. La imagen

adjunta representa el movimiento de particulas-test en el perfil vertical de una
corriente estacionaria en movimiento laminar de un fluido viscoso que se
mueve en la direccion positiva del eje x. El eje x representa también un limite
de la corriente fluida, un fondo de tubo o de recipiente que contiene la corriente.
La imagen representa la posicion de las particulas-test en el instante to sobre el
eje y ; en el instante posterior t; la posicion de cada particula sobre el eje x
muestra la diferente velocidad de cada capa o ldmina de fluido. Vemos también
la adherencia del fluido viscoso a los limites del recipiente ya que la particula-
test del fondo no se mueve. Las capas o laminas de un fluido viscoso en
contacto con los limites que contienen el movimiento de dicho fluido se
denominan capas limite y se caracterizan por estar, en condiciones de
movimiento laminar no turbulento, en reposo relativo respecto a dichos limites.
Para explicar este movimiento acudimos a la idea de rozamiento interno. Una
lamina estd sometida a dos rozamientos:

1-En la superficie superior la capa superior tiende a arrastrarla en su
movimiento.

2-En la superficie inferior la capa inferior tiende a frenar el movimiento que se
generaria segun el punto anterior.

En la capa limite estas dos tendencias se compensan de modo que queda en
reposo relativo.

Flujo de Couette
La imagen representa un recipiente y un cilindro interno
~ial gue puede girar segun el eje sefialado. El espacio entre
Podi—s - ellos contiene un fluido viscoso. Si el cilindro empieza a
*_ . girar, la capa limite de fluido en contacto con el cilindro
" ...;:_;%ﬁ se movera a su misma velocidad, mientras que la capa
I | limite en contacto con la superficie del recipiente
permanecera en reposo. De esta forma aparecera en el
‘ fluido una distribuciéon de velocidades debida a la
! viscosidad del fluido. La funcion de distribucion puede
WS 5 y | ser compleja, pero podemos simplificar las cosas
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haciendo que el radio del cilindro y el del recipiente sean sensiblemente
parecidos. De este modo el fluido ocupa una pequefia capa sobre la que
podemos aproximar una distribucion lineal de la velocidad a lo largo de la
coordenada radial (en cilindricas). Para hacer girar el cilindro a cierta velocidad
constante, tendremos que aplicar cierto par de fuerzas que compense el
momento de fuerzas generado por la resistencia viscosa del fluido. En base a
este equilibrio y a la simetria cilindrica del sistema podemos medir la fuerza de
contacto viscoso tangente a la superficie entre el fluido y el cilindro y obtener lo
siguiente

dF  Au

das Tar

donde dS es un elemento de superficie del cilindro y dF es la fuerza de
rozamiento debida al contacto viscoso sobre dicha superficie del cilindro; Au es
la velocidad relativa del elemento dS del cilindro respecto a la superficie del
recipiente y Ar es la distancia radial entre la superficie del cilindro y el
recipiente. El factor de proporcionalidad n se denomina viscosidad dinamica y
es propio de cada fluido. Si tomamos la distribucién de velocidades del fluido
en el dispositivo de Couette en un plano horizontal y consideramos que el radio
del sistema es muy grande, en una pequefia porcién angular la distribucion de
velocidades mantendra la misma direccion de forma analoga al primer dibujo,
de modo que para el caso de fluido moviéndose en una Unica direccién sobre el

eje x tenemos
dF

X —

. ou,
ds, oy

donde hemos introducido con la derivada parcial el paso al limite para el caso
de una lamina de fluido infinitamente delgada, es decir,

R F una superficie matematica en el fluido. En el caso de la
«— l s1 presion también se hizo un paso al limite hacia una
T —_— distribucién de fuerza en superficie. En el dibujo adjunto

R S1 es una superficie imaginaria paralela a una lamina

-F en un fluido viscoso. La presion corresponde a las

fuerzas F que una parte del sistema ejerce sobre la otra
y la viscosidad corresponde con las fuerzas R de rozamiento entre una y otra
parte del sistema. En ambos casos se representa la accion y la reaccién entre
los subsistemas separados por la superficie. Tanto la presibn como la
viscosidad corresponden a fuerzas distribuidas en superficie.

Elemento de fluido en una corriente viscosa laminar. Ecuacion de Navier-
Stokes

El dibujo muestra un elemento de fluido de forma cubica
Y en nuestra corriente laminar en el eje x afectado por el
rozamiento con la capa superior e inferior. Vemos que
aparece un par de fuerzas sobre el elemento. El efecto
de este par en un fluido puede producir la deformacion
del mismo, adquiriendo una forma de romboide perdiendo
en altura y ganando en velocidad, de forma similar al
estrechamiento del tubo de Venturi. Sin embargo también es posible que, si el
elemento es muy pequeiio, la viscosidad interna sea lo bastante fuerte como
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para provocar un giro completo del elemento de volumen. Esto supondria la
generacion de un vortice turbulento. En todo caso, la experiencia nos muestra
que es posible el movimiento de un flujo viscoso en régimen estacionario y no
turbulento. Por tanto debemos pensar que, a nivel de elemento de fluido,
aparecen otro par de fuerzas, marcadas en rojo en el dibujo, que compensan el
par de fuerzas presentado inicialmente; de modo que el movimiento del fluido
pueda seguir un régimen laminar:

dI:y ou,
—Y=p
ds, oy

Hasta ahora solo hemos estudiado el rozamiento viscoso en la direccion x
sobre un elemento de superficie dSy en la direccion positiva del eje y. Para un
movimiento mas general, podemos igualmente estudiar el rozamiento viscoso
en la direccion y sobre un elemento de superficie dSy obteniendo

dFy 8uy au,
=n —L+
ds ox oy

X

es decir, se suman linealmente efectos debidos al gradiente de velocidad y a la
condicion de corriente laminar. Anadlogamente para la componente dFx/dSy

dF, [auX 6UyJ
=n —2+—=
ds, oy X

Recordando la 22 Ley de Newton para fluidos presentada anteriormente

%[p(x, y, Z,H)u(x, y, z,t)]— P9(X,y,2)+VeT=0

puU, + P puyux pu Uy
VeT= Q,Q,Q.puu pUU + P puU
x'oy'az) | " e

puxuz puyuz puzuz +Pp

vemos que aparece un tensor. Para llegar a las fuerzas desde la formula
anterior hay que hacer una integracion en volumen y aplicando el teorema de la
divergencia al caso de la divergencia del tensor tenemos

puxux + p puyux ,DUZUX puxux + p puyux puzux
.[Vo pul, pul, +p o puU, dv :§ puu, pul +p o puUy edS =
Y, oy, puu+p) o oy, puu, pU, D

puxux + p puyux puzux dsx
flouy, U ep opuu, | ds,
U, puLL, puu; +p L dS,

podemos incluir las fuerzas de viscosidad que hemos visto como componentes
adicionales de este tensor
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*

PULU + D=7, puyux Ty P, — Ty,

. . o ou, ou, ) « ou, ou, ) . ou, au, ).
T={puu, -7,  pUU, +P-T, pUU -7, T S| et Ty =1 E+§, T, =1 = L

* *

puxuz ™ /)uyuz - sz puzuz +Pp Ty

La presentacion hecha debe restringirse al caso de fluidos viscosos
incompresibles y la 22 Ley de Newton para fluidos incluyendo el tensor anterior
se denomina ecuacion de Navier-Stokes para un fluido viscoso incompresible.

pUU, +P— T;x puyux _T:y P U, _T;z
0 - — = - N .
a[p(X’ y,Z,t)U(X,y,Z,t)]—pg(X,y, Z)+V. puxuy_Tyx puyuy+ p_Tyy puzuy_Tyz =0

* *

P, =T, puyuz _sz P, +p—7,

El tensor es SImetrico : ™y = Tyx ; T = T ; Ty = Ty, ; Y l0 es también en el
caso de fluido compresible. Este es un resultado general de la mecanica de los
medios continuos conocido como teorema de tensiones de Cauchy que se
basa en el equilibrio local de momentos de fuerza asociado a las fuerzas
distribuidas en superficie (presibn y componentes viscosas) para un elemento
de fluido.

Los términos diagonales 1% ,T%y 7%, corresponden a las deformaciones:
dilataciones o compresiones del elemento de fluido en cada uno de los ejes
rectangulares. Son componentes similares al médulo de Young en solidos,pero
en este caso asociadas a componentes del rozamiento viscoso. Es posible
deducir la forma general del tensor 7* para fluidos compresibles basandonos
en que las componentes de dicho tensor dependen linealmente de las
derivadas parciales de las componentes de la velocidad y son simétricas.

La forma de las componentes debe ser la siguiente

e ), e,
= —+—|+n'|Veulp.
T|J 77[ aXl X J n [ ij

evidentemente para un flujo incompresible la divergencia se anula. El lector
puede pensar que, aparentemente, puede haber mas expresiones validas con
las condiciones elegidas, por ejemplo

. - ou;
Tij :77 %4_7] +77' % é‘ij
ox; O OX,

Pero esta expresibn no corresponde a un tensor ya que la ley de
transformacion de coordenadas de estas componentes no se ajusta a la
transformacion de coordenadas de un tensor. El teorema de tensiones de
Cauchy establece también como debe ser la ley de transformacién entre
distintos sistemas de coordenadas de este tensor. Sabemos que la divergencia
del campo de velocidades es un escalar, un escalar o nimero invariante en
cambios de sistemas de coordenadas, que multiplicando al tensor elemental &;
(ver apéndice) resulta en otro tensor. Pero la derivada parcial introducida como
factor de o; en la segunda expresion del tensor no se transforma como un
invariante, sino como la componente de un vector (gradiente), lo que invalida la
expresion completa como tensor.
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El coeficiente adicional n’ puede deducirse de la siguiente consideracion fisica :
imaginemos que el fluido se ve sometido a una compresion o expansion
uniforme en todas sus dimensiones. En este caso tenemos

auX:%:(?uzl y auX:%: ..... 0

x oy o'’ oy o

en este caso no hay deslizamiento relativo entre las distintas partes del fluido y
por tanto no debe haber friccion, por lo que las componentes del tensor deben
anularse en este caso. Rapidamente vemos, a través de las componentes
diagonales r*j, la forma general del tensor viscosidad r*

ou | o, .2 . ou; 5U- 2
T, _277£a|]+377{6x}:0:>77:_3’7: rij:nM J] [V u]&"”}

Utilizando las componentes generales del tensor se puede llegar a la siguiente
forma de la ecuacion de Navier-Stokes

p(ﬁog)aﬂo;j:—Vpﬂog +77V u+= nV[

la forma en que se ha introducido el factor 2/3 en el tensor, y 1/3 en la ecuacién
anterior, en base a consideraciones fisicas sencillas, resulta tener limitaciones
en la practica. En concreto, en el caso de gases la formula anterior solo es
valida para gases monoatomicos con 3 grados de libertad.

Descomponiendo el Laplaciano segun lo expuesto en la seccion de analisis
matematico de campos tenemos

pfae9)i+p 2 = Tp+ g ] T wa]-Tx[Fx0] |+ L7 o]

Por tanto podemos deducir que, para corrientes incompresibles (vVeu=0) €
irrotacionales (vxu=0) la viscosidad no tiene efecto. También ocurre esto si el
rotacional es una constante. Esto ocurre para un campo de velocidades similar

al del giro de un sdlido rigido de la forma u=wxr, con w constante. Este es el
caso del problema del cubo con agua girando en equilibrio.

Flujo de Poiseuille y viscosidad en corrientes libres

El flujo de Poiseuille corresponde a un fluido viscoso e incompresible circulando
en régimen estacionario por una tuberia recta.
Podemos imaginar el fluido como una serie de
laminas cilindricas concéntricas. Si la viscosidad
es homogénea y despreciando el efecto de la
gravedad, entonces cada lamina se movera con
la misma velocidad; decreciendo la velocidad
desde el eje central del tubo hasta las paredes, donde la velocidad del fluido se
anula por adherencia. Podemos utilizar resultados vistos en la seccion sobre el

-—
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sistema de coordenadas intrinseco de una corriente estacionaria e incluir el
término correspondiente a la viscosidad en las ecuaciones

o1 , —2
—|=pu +p+pgh|=nVu
3 pesn |y

0
v hl=
8n[|0+p9] 0

o
< h]=0
[P+ o]

si despreciamos el efecto de la gravedad (tubo estrecho) las dos Ultimas
ecuaciones nos dicen que en una seccion perpendicular al tubo determinada la
presion es constante. En este caso la velocidad del fluido no es constante en
dicha seccion ya que el flujo no puede considerarse irrotacional. Ademas, en la
primera ecuacion, a lo largo de una linea de corriente no cambia la velocidad
en este caso, por lo que tenemos

P _ vu: a—p:O; P _o
ot*

on ob

También podemos resolver el sistema de ecuaciones anterior utilizando el
sistema de coordenadas cilindrico. Hacemos corresponder las lineas
coordenadas z del sistema cilindrico con las lineas coordenadas t*,es decir, la
direccion de las lineas de corriente. Por otra parte, en este caso en el sistema
de coordenadas intrinseco el vector n no esta bien definido, ya que las lineas
de corriente son rectas y el radio de curvatura es infinito. En esta situacion
podemos elegir los vectores n y b de la base local del sistema de coordenadas
a conveniencia mientras sean perpendiculares entre si y al vector t. Por tanto
podemos elegir n y b de modo que coincidan en cada punto con la base local
del sistema de coordenadas cilindrico. Esto nos permite escribir la primera
ecuacion utilizando el Laplaciano en coordenadas cilindricas de esta forma

op 1 a[ 6uj
7:7777 r—
0z ror\ or

la velocidad de corriente siempre esta en la direccion z y solo es funcién del
radio al eje del tubo :u(r) y por tanto tenemos que la parcial de la presion es
una funcién del radio: op/oz = f(r). Pero como vimos antes, la presion no puede
variar en una seccion recta, es decir, no varia con la coordenada r; esto nos
dice que dp/oz solo puede ser una constante del sistema. Con esto la ecuacion
diferencial queda

1op_d’u  1du

noz dr? rdr

cuya solucion es (R=radio del tubo desde su eje central)

1 0op
—EE(RZ—VZ)

el signo menos se introduce por que si el flujo circula en el sentido de z
creciente, entonces en ese mismo sentido la presion disminuye. Por otro lado,
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dado que dp/dz es constante tenemos que dp/dz = -Ap/L , con L= Az y Ap el
modulo de la diferencia de presiones entre dos puntos separados una distancia
L sobre el tubo :

_ AP (p2_
u—477L(R2 r2)

Este caso del flujo de Poiuseuille tiene semenjanzas con el caso de una
corriente libre de aire, como puede ser la generada por un ventilador o un
secador de pelo. El campo de velocidades del chorro puede ser similar al dibujo

Patm En los extremos superior e

inferior del chorro la

> .,z , z > , velocidad decrece

> > » — — —> rapidamente hasta llegar a
e > > > .. .

> > > — 5 las condiciones del aire en

> > > > reposo que rodea al chorro.

Este gradiente de velocidad
Patm esta asociado a la friccion
viscosa con el aire en
reposo de los alrededores.
Para medir la presion en el chorro necesitamos un dispositivo similar a una
pequefia caja con una abertura que colocamos paralela al flujo de aire. En el
interior de la caja el fluido est4 en reposo y podemos medir la presion de esta
forma; algo similar se utiliza en el tubo de Pitot. Comprobaremos que la presion
es sensiblemente constante en todo el chorro e igual a la presién atmosférica
del entorno. Presion constante es lo que se espera del caso del flujo de
Poiseuille cuando la viscosidad es muy pequefia, como es el caso del aire.
La imagen adjunta representa un evaporador, un
B <P, dispositivo que utiliza un chorro de aire actuado
sobre la boca de un tubo parcialmente sumergido en
fluido. El efecto del chorro paralelo a la boca del
tubo es la ascension del fluido por el tubo hasta que
hace contacto con el chorro de aire y es
transportado por él. El efecto del chorro sobre el aire

I:)atm

alrstream (nu

———_—-— - (que hay inicialmente en la parte superior del tubo es

un arrastre por friccién. Esto hace que el tubo pierda
aire y, segun la ley de los gases ideales, que pierda
presion; lo que provoca la subida de fluido por el tubo. Esto a su vez empuja el
aire del tubo hacia arriba, hacia el chorro.

7
liquid 1pgl

Efecto Coanda

Cuando vimos el caso de la sustentacion del ala de un
avion hemos supuesto que la corriente tiende a seguir
suavemente el contorno del ala. Este comportamiento
resulta tener una base fisica denominada Efecto Coanda.
La imagen muestra un chorro de un grifo casero y un
péndulo con una bola de corcho blanco. Si acercamos la
bola al chorro, resulta que la viscosidad del agua hace
gue el chorro se adhiera a la bola de corcho de modo que
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sigue durante un tramo el contorno de dicho objeto, como podemos ver. La
flecha de abajo indica la variacion de cantidad de movimiento del chorro de
agua, esto es la fuerza sobre una unidad de fluido en su movimiento en
contacto con la bola. Debemos atribuir esta fuerza a la bola de corcho blanco
s PO medio de la viscosidad. La 32 ley de New_ton.indica
| que a esta fuerza debe corresponder una reaccioén igual y
en sentido contrario actuando sobre la bola de corcho,
representada por la flecha superior. El resultado es
ﬂ : . similar a una fuerza atractiva entre la bola y el flujo de
agua. Sin embargo este resultado depende de la forma
gue tenga el objeto. La imagen adjunta representa la
misma experiencia con una cucharilla de plastico sujeta a
modo de péndulo pero cayendo el chorro por el lado
concavo de la cucharilla. En este caso las fuerzas de
accion y reaccion son repulsivas y tienden a separar el chorro y la cucharilla; de
modo que estos objetos solo permanecen juntos por la existencia de una fuerza
externa representada por la varilla de la izquierda en contacto con la cuchara.
En todo caso, sabemos que la curva en la corriente de agua esta asociada a un
gradiente de presion, como vimos al estudiar el sistema de coordenadas
intrinseco del fluido. En el primer caso, la curva de la corriente indica que en la
zona de contacto entre el chorro y la bola la presibn es menor que la
atmosférica, lo que es coherente con el hecho de que la bola tiende a pegarse
al chorro. Esto también explica la separacion de la cuchara en el segundo caso.

El fendbmeno también se produce en el caso de un chorro de

aire. El dibujo representa una corriente de aire, procedente de

un secador de pelo por ejemplo, que actia sobre una pequefa

pelota de ping-pong. EI chorro se adhiere a los laterales de la

pelota por viscosidad y genera una fuerza sobre la pelota

indicada por las flechas rojas. Esta fuerza es tal que tiende a

estabilizar la pelota dentro del chorro, de modo que podemos

mover el chorro y la pelota lo seguira. De nuevo, la curvatura de

las lineas de corriente indica que la zona donde esta la pelota

tiene una presion relativa menor que la presion exterior

atmosférica, o que es coherente con que la pelota ocupe las zonas de menor

presion. La presion también es superior abajo, donde el chorro no se ha

dispersado todavia, lo que explica que la pelota se sustente y no caiga por su

peso. Debido a que la viscosidad no actia en general de forma simétrica la

pelota girara sobre si misma y se producird un Efecto Magnus adicional que

hace que las dos ramas del flujo dejen de ser simétricas en un instante dado. El

giro es variable de modo que el flujo en una de las rama se ve a veces

debilitado o intensificado a costa del de la otra rama. Si

~ - soplamos por un pequefio tubo sobre el espacio entre

>\ / dos pelotas de ping-pong el efecto Coanda divide el flujo

—»Q ©<— en dos ramas y generara la presiones y fuerzas

correspondientes de modo que las dos pelotas tienden a

juntarse. Esto estrecha el espacio ocupado por el flujo y

Si este es capaz de circular de forma incompresible y

adherido al borde de las pelotas, entonces debera
aumentar la velocidad en el estrechamiento.
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El efecto Coanda también se utiliza en coches de competicion como los
Férmula-1. El dibujo representa la parte trasera
inferior de un coche en movimiento. Las flechas
negras indican el movimiento del aire debajo
del coche. La curva que hace la carroceria al
final se denomina difusor. El efecto Coanda
hace que el flujo se adhiera a este difusor, lo
cual provoca un par de fuerzas de accion-reaccion pintadas en rojo sobre la
rueda del coche y sobre el flujo de aire de salida. Vemos que el efecto sobre el
coche es “pegarlo” al suelo; es decir, aumenta el agarre entre el neumatico y el
suelo, lo cual es ventajoso a la hora de tomar curvas a alta velocidad.

La adhesion del flujo de aire a las alas de un avion es también un resultado del
efecto Coanda, creando el patrén de curvatura en las lineas de corriente que
permite la sustentacion. Note el lector que relativamente lejos, tanto por encima
del ala como por debajo de ella, la presion del aire es la atmosférica. Este
hecho combinado con la relaciébn entre curvatura de lineas de corriente y
gradiente de presiones (ver seccidén sobre sistema de coordenadas intrinseco
de la corriente) nos dicen que la presion encima del ala es menor que la
presion debajo de ella; lo que genera la sustentacion.

Arrastre de objetos en una corriente

La fuerza de arrastre en la direccién de la corriente de un sélido que se mueve
en el interior de un fluido sigue la siguiente ley empirica
1 5
F==p?C,A
T

a

donde p es la densidad del fluido, v la velocidad relativa entre el sélido y el
fluido. El valor de A es un area de referencia definida convencionalmente para
los distintos objetos. Por ejemplo para una esfera seria el area de la esfera
proyectada sobre un plano perpendicular a la corriente, para el ala de un avion
seria la superficie del ala. Finalmente C, es el coeficiente de arrastre que
depende de la forma especifica del objeto. La ecuaciéon anterior se considera la
definicibn matematica del coeficiente de arrastre.
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CAPA LIMITE

En la paradoja de D"Alembert vimos el caso de un cilindro moviéndose
uniformemente en un corriente de potencial. Si se parte de una corriente
incompresible, irrotacional y despreciando la viscosidad la consecuencia
necesaria es que sobre el cilindro no
actia ninguna fuerza de arrastre
debida a la corriente. Evidentemente
es posible reproducir la experiencia
anterior utilizando una corriente de
aire y comprobar lo contrario: que
existe una fuerza de arrastre del fluido sobre el cilindro. Ademéas se puede
comprobar que para velocidades moderadas la corriente real no sigue la forma
suave de la corriente de potencial sino que aparecen turbulencias en la parte
trasera del cilindro.

Se suele considerar que el agua o el aire son fluidos de viscosidad
despreciable. En principio el coeficiente de viscosidad de distintos fluidos
puede medirse en el dispositivo de Couette, resultado en orden de magnitud
para el aire 10° , para el agua 102 y para el aceite de oliva 10™. Segln la
teoria de la Capa Limite, incluso cuando la viscosidad es muy pequefia, junto a
las paredes de los objetos rodeados por la corriente sigue siendo valida la
condicion de adherencia : la capa de fluido que estd en contacto con la pared
del objeto esta adherida a dicha pared, es decir, en reposo relativo respecto a
ella. En caso de pequefias viscosidades, la velocidad del fluido puede ser
considerablemente alta a distancias muy pequefas de la pared del objeto, lo
gue supone aceptar altos gradientes de velocidad en la direcciébn normal a la
superficie del objeto y por tanto, a través del coeficiente de proporcionalidad n
,fuerzas de rozamiento debidas a viscosidad que no pueden ser despreciadas.

Esta region cercana a la superficie de los objetos y que puede soportar un alto
gradiente en la velocidad del fluido debido a la condicion de adherencia se
llama capa limite. En la paradoja de D"Alembert, no se ha considerado el efecto
de rozamiento viscoso de esta capa; sin embargo para el resto del fluido fuera
de la capa limite son aplicables las condiciones de flujo potencial, irrotacional y
sin viscosidad. La capa limite afecta a la corriente de potencial, en condiciones
de movimiento laminar, aproximadamente como un “contorno efectivo” afiadido
al cilindro. Sin embargo existen condiciones que predicen fenbmenos como la
transicion y el desprendimiento de la capa limite que provoca turbulencia en
amplias zonas del fluido, como es el caso de la imagen anterior.

Podemos hacer una estimacion del espesor de la capa limite para una placa en
reposo colocada paralelamente a la corriente.
El dibujo representa esta placa y la variacion
de velocidad del fluido en la capa limite. Si
= o S0 - suponemos gque el espesor de la capa limite

et es muy pequefio, podemos aproximar
-—- — linealmente la viscosidad por medio de la
velocidad del fluido en la frontera entre la capa limite y el flujo de potencial y la

anchura de la capa

U - Uy,
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£zn&znu—o—>AF =77&AS
AS Ay o o

Esta expresion da el cambio en cantidad de movimiento de una cantidad de
fluido que ha pasado a la zona de la capa limite correspondiente al espesor d y
superficie AS. Este valor se puede aproximar también por medio de la
conservacion de la cantidad de movimiento, presentado en otra seccién en
forma integral. El fluido afectado por viscosidad en la superficie de placa S, a lo
sumo puede perder la cantidad de movimiento que tenia en la corriente de
potencial. Si despreciamos cambios de presion sobre la superficie S de la capa
limite, este valor maximo es

AP u
F=—<pS&Su,| 2
At P °(|j

donde | es la distancia en el eje x desde el borde la placa. El resultado anterior
también supone que el espesor de la capa limite & es una funcion creciente de
|. Para un elemento de superficie de placa AS, aplicando los resultados
anteriores tendremos, aproximadamente

AF =% As <p§ASuo(u°j:>6= N ARSRE
o I LU, R

donde k es una constante adimensional menor que la unidad y R el nUmero de
Reinolds. El resultado final es que el espesor de la capa limite depende de la
raiz cuadrada de la distancia al borde de la placa, dependencia que esta
representada en la imagen
anterior. En la préactica el

U.. U U U Trazador P
- R e R espesor de la capa limite en
% i/’ ﬂsj el caso de aire 0 agua es de
I e B g / décimas o centésimas de
il = a 2 >  milimetro®, sin embargo a
; ,  turbulento | medida que nos alejamos
transicion del borde de la placa la capa

limite aumenta en espesor y superada cierta distancia llega a hacerse
inestable, turbulenta como muestra el dibujo; lo cual se pone de manifiesto
utilizando fluidos trazadores que revelan el comportamiento de la corriente por
su color distintivo. Segun los experimentos de laboratorio, la zona de transicion
comienza para R= 10° vy la zona turbulenta para R =3*10" ; al(n asi, la
corriente turbulenta de la capa limite sigue adherida a la placa y sigue habiendo
una frontera bién definida entre la capa limite y la corriente de potencial.

Ecuaciones de Navier-Stokes para la capa limite
Partiendo de la ecuacion de Navier-Stokes para flujo incompresible podemos

introducir una serie de aproximaciones apropiadas a la fisica de la capa limite
en el caso de la placa que venimos manejando. La simetria del caso permite

* Para objetos de pequefias dimensiones, como insectos 0 microorganismos en agua, esto supone un
mayor rozamiento proporcionalmente a objetos mayores; ya que para una misma velocidad del agua el
gradiente de velocidades es mayor en el caso de objetos pequefios con una capa limite mas delgada.
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utilizar solamente dos coordenadas espaciales x,y de modo que la ecuacion de
Navier-Stokes y la de conservacion de la masa quedan asi en componentes

2 2
uxauX+uy6uX+%:_£a£+l z?uszrau2X
OX oy ot pox pl ox oy

au, ou, ou, _1ap+;7(62uy .\ 62uyj

U, —+U, —+—>= > 5
X @y o pdy pl X
GUX+%:0
ox oy

La direccion de la coordenada x es paralela a la placa, la direccion de la
coordenada y es la perpendicular a la placa.

Las aproximaciones para la capa limite son las siguientes

1-La capa limite es muy delgada y por esto solo pueden presentarse dentro de
ella diferencias de presion despreciables en la direccion perpendicular a la
placa : dp/dy = 0 en la capa limite. Sobre una normal a la pared existe, en la
capa limite, siempre la misma presion. En la hipétesis de continuidad
matematica, dicha presion debe coincidir con la presion en la frontera de la
corriente de potencial exterior a la capa limite y por tanto la_corriente de
potencial externa determina la presion en la capa limite.

2-En la capa limite existe un rapido aumento de la componente de la velocidad
paralela a la pared (ux) en la direccion perpendicular a la placa (y), mientras
que la variacion de esta misma componente en la direcciéon (x) es mucho
menor: &°uy/dy* >> 8°U/dx* en la capa limite.

3-Puesto que la capa limite es muy delgada y se extiende a lo largo de la
pared, si es el caso pueden despreciarse los valores de u, mas sus derivadas
primera y segunda respecto de los parametros (X,y,t)

Después de aplicar estas condiciones queda eliminada la ecuacion de Navier-
Stokes para la componente (y) y la componente (x) queda asi

2
U %+u ou, ou  1dp nadu,

“ox Y a pox . 2
oy pox p oy

se mantiene aqui la componente uy, por estar multiplicando al gradiente de
velocidad en la normal a la placa. Si aplicamos la ecuacién anterior a la
superficie de la placa con y=0, ux=0, uy =0 tenemos

P
OX

o%u,

n
y=0 ay 2

y=0
Separacion de la capa limite

En la ecuacion anterior la parte izquierda representa la influencia de la corriente
de potencial externa y la parte derecha esta directamente relacionada con la
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forma de la funcidn de distribucion en la capa limite ux= ux(x, y) . Si
desarrollamos en serie la derivada parcial en y de esta funcion en un punto de
la placa (x=X0,y=0) como funcion de una sola variable f(xo,y) tenemos

por otra parte, en la zona de transicion entre la corriente de potencial y la capa
limite tenemos para la misma derivada

ou,
ay -

ahora no aparece la derivada segunda ya que este término esta asociado a la
viscosidad y en esta zona es despreciable. Ademas esta derivada siempre es
positiva, ya que a medida que (y) disminuye entramos en la capa limite y la
velocidad también disminuye. Para fluidos poco viscosos esta derivada es
también cercana a cero. Tenemos por tanto una aproximacion a la distribucion
de velocidades de la capa limite sus puntos extremos. A pesar de que la capa
limite suele ser muy delgada, los resultados anteriores apuntan a un
comportamiento complejo dependiente de las condiciones en el gradiente de
presion externo. Para el caso de fluidos poco viscosos, como el aire, tenemos:

1. Comportamiento Regular. El gradiente de velocidades se mantiene con el
mismo signo positivo en toda la capa limite

ou,
¥l

y=0
x=x0

>> —%

este comportamiento indica un decrecimiento de la velocidad uyx desde la
frontera con la corriente de potencial hasta la placa, y ademas este
decrecimiento se produce sin cambio de sentido de uy : ux s un valor siempre
positivo. Para que este comportamiento sea posible la derivada parcial en x de
la presion debe ser negativa para conseguir que el gradiente de uy vaya
disminuyendo desde la placa hasta el limite con la corriente de potencial.

2-Comportamiento Inestable. En este caso el gradiente de presion en (X) es
nulo. Si es posible seguir manteniendo un comportamiento regular de las
derivadas desde la placa hasta la frontera con la corriente potencial, entonces
las condiciones mas sencillas en este caso son

a,

X

oy

ou,

X ~O:a£
=, v

y=6 EBX
x=X0

es decir, el gradiente de velocidades en la placa y en la frontera de la corriente
potencial son comparables y por tanto la capa limite tiene dificultades para
mantener la adherencia con la placa y puede considerarse inestable.
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3-Comportamiento Irregular: En este caso el gradiente de presién en (X) es
positivo. Evidentemente si el valor del gradiente es positivo pero cercano a cero
son vélidas las conclusiones del apartado anterior. Pero si este valor no es
despreciable la situacion debe ser la siguiente

ou,

ou,
o ;

<0
y=0 oy

x=x0

<< oy zo;:@
2 lr

y=5 OX
=x0 x0

>0
y=0
X=xX0

es decir, se produce una inversibn del sentido de la corriente en las
proximidades de la placa. Este valor es moderado por la derivada parcial de la
presion, de forma que el gradiente de velocidades llega a un valor positivo en
la frontera con la corriente de potencial. Para unos mismos valores del médulo
de las derivadas que en el caso regular, llegar hasta la frontera con la corriente
de potencial en este caso necesita un mayor espesor de la capa limite. La

imagen izquierda representa los tres
casos vistos: a la izquierda el caso
o
separason

op/ox<0, en el centro dp/lox=0 y a la
derecha dp/ox>0 .
En el centro la
capa limite
empieza a perder
adherencia y acaba por separarse de la placa, el
“vacio” dejado se completa con un flujo opuesto cerca
de la placa. Las lineas de corriente correspondientes
se pueden ver también. La linea O-A corresponde al
desprendimiento de la capa limite.

El dibujo de al lado retoma la paradoja de
D Alembert, pero ahora considerando el
comportamiento de la capa limite en la
superficie del cilindro. Como vimos alli, A es
un punto de remanso y por tanto la presién es
maxima para el flujo de potencial. Del punto A
al punto B la presion del flujo potencial debe
decrecer y por tanto la capa limite es estable.
En B la presion es minima y de B a C la presion del flujo potencial va en
aumento. En C la capa limite es inestable y se desprende, formando vortices y
remolinos (estela).

A

Existen dispositivos denominados sopladores o succionadores que se utilizan
para controlar el desprendimiento de la capa limite. Su funcionamiento se basa
en alterar la componente uy, en las
ecuaciones de la capa limite de modo que
en la superficie de la placa la ecuacién es

ahora
[ auxj
+ uy
y=0 é}y

manejando el valor de uy en la placa se puede compensar el efecto del
gradiente de presion y controlar el desprendimiento de la capa limite. Las
imagenes son de flujos en toberas; a la izquierda no se utiliza succion y el flujo

op

oX

y=0
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de salida es turbulento por desprendimiento de la capa limite, a la derecha se
utiliza succién y el flujo se adhiere a las paredes.
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Apéndice Matematico.
Vectores superficie.

En los teoremas de la divergencia y el rotacional se representan elementos de
superficie por medio de vectores. En principio un vector consta de tres
componentes. ¢Podemos interpretar también cada una de estas componentes
como elementos de superficie?

El dibujo representa un triangulo vectorial arbitrario y un
sistema de coordenadas dispuesto de forma que nos
permite ver facilmente las componentes cartesianas de
cada vector. El vector superficie asociado a este
triangulo vectorial se define como
S==axb
2

si indicamos por uy,Uy,U, los vectores unitarios en la
direccion de los ejes coordenados, podemos encontrar
la componente del vector superficie en la direccion uy

- - 1 — — — — —
S,=Seuy :E[(axuX +azuz)><(bxuX +byuy)]ouy
aplicando la regla de ciclo del triple producto vectorial tenemos

s, %[(axax va,u, Jx (b, +b,0, o, =%[(bxﬂx b,y )<y Jo (2,0, +azﬁz)=%bxaz o(a,u.+a,u.)

=3 :%bxaZ =%|axaz|;bX <0,a,<0

es decir, la componente del vector superficie S en la direccion del eje <y>
corresponde a al area de la proyeccién ortogonal de la superficie S del triangulo
vectorial (a,b,c) sobre el plano coordenado normal a la direccion <y>.
Evidentemente encontraremos lo mismo para el resto de las componentes y
finaimente podemos generalizar que cualquier superficie plana puede
representarse mediante un vector cuyas componentes corresponden a la
proyeccién ortogonal de dicha superficie sobre los correspondientes planos
coordenados <y,z>, <z,X>Yy <X,y>.

Tensor elemental

El objeto ; es realmente un tensor ya que verifica la ley de transformacion de
coordenadas para tensores. Esta ley de transformacion se presentd en la
discusion sobre el tensor de inercia en [1] para el caso de sistemas de
coordenadas con origen comun y girados segun la matriz de giro M

100 100 100

5;=|010}, 8,=M(@)M*=M[010 M =MM"=|010|=5,
001 001 001



Enrique Cantera del Rio Introduccion a la Mecénica de Fluidos 66

Transformaciones de coordenadas del gradiente la divergencia y rotacional.

Habitualmente se suelen utilizar en fisica sistemas de coordenadas alternativos
a las coordenadas cartesianas con objeto de aprovechar alguna simetria que
presente el problema tratado. Asi por ejemplo, la ley de Newton de la gravedad

se suele expresar de la forma

Mm -

Ez—GrTUr

en este caso, las coordenadas mas apropiadas son coordenadas polares
planas (r,®); donde r es el modulo del radio-vector desde el foco de fuerzas al
punto P y @ es el angulo que el radio-vector forma con una direccién fija de
referencia. Pero las coordenadas polares
tiene también otro detalle interesante que
aparece en la Ley de Newton: el vector que
aparece u, es un vector unitario local
definido en el punto de aplicacion de la
fuerza.

Un sistema de coordenadas no solo permite
localizar puntos en el espacio; también
permite definir una base vectores unitarios
locales, es decir, en cada punto del
espacio. En la imagen tenemos dos
sistemas de coordenadas para referir los
mismos puntos. El sistema cartesiano estd asociado a los vectores base (1,2);
pero también tiene definidos una base de vectores unitarios locales en cada
punto del espacio formada simplemente por el desplazamiento paralelo de los
vectores base 1 y 2 al punto considerado, como vemos en el caso de los
vectores 1’y 2’. Las coordenadas cartesianas del campo vectorial en el punto P
se pueden medir como las proyecciones del valor del campo sobre los vectores
unitarios 1’y 2’. En el sistema de coordenadas polares también tenemos una
base local de vectores unitarios : a y b. Podemos construirla desde el punto P
variando alternativamente cada una de las coordenadas y viendo la direccion
gue toma el movimiento conseguido

N

Vector a : Mantenemos constante el angulo ® y aumentamos r
Vector b : Mantenemos constante la distancia r y aumentamos @

Finalmente de estas operaciones obtenemos dos vectores linealmente
independientes en el plano, vectores que forman la base local unitaria asociada
al punto P en el sistema de coordenadas polares. Note el lector que, a
diferencia del caso cartesiano, en coordenadas polares los vectores base
locales en general varian de direccion de un punto a otro del espacio. Por
supuesto podemos proyectar el valor de nuestro campo vectorial en el punto P
utilizando los vectores base locales en polares. Es mas, cuando se dice que se
esta utilizando el sistema de coordenadas polares, esto es lo que se espera,
que los vectores asociados a los campos vectoriales se expresen en la base
local asociada al sistema de coordenadas utilizado.
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Por otro lado, resulta evidente que, si expresamos las componentes de un
campo vectorial segun vectores base locales, podemos transformar el vector
correspondiente entre sistemas de coordenadas mediante una matriz que
represente la transformacion de coordenadas en un punto dado entre los
vectores base locales de los dos sistemas de coordenadas.

Retomemos la expresion de la transformacion de coordenadas del gradiente

oa Op Oy 0

X X ox | oa
Viuf=| 02 OB o7 |10 1 (o)

o oy oy ||op

Oa 0f 0Oy || O

o a o N\oy

Podemos plantear la funcién f como f(x(a,B,y), y(a,B,y) , z(a,B,y) ,t) :

ﬁ:ﬂﬁ+ﬁﬂ+ﬁﬂ:(ﬁ Y ﬂj. o o o)
da Oxda dyoda 0Ozda \da da da) \ox' oy 6z
ox oy o |0
da Oa O« oX
0 0 0| |Xx & a |0
da'dp’ey) | e op op | oy
X oy o |9
oy 0Oy Oy 0z
con lo que comparando las dos expresiones tenemos
-1 -
Oa 0f or ox oy o o
OX OX OX Jda da JOa 5‘}
Oa Of Oy | _| X & a |_|or
oy oy oy op op op op
da OB Or ox Oy oz or
0z 01 oz oy Oy oy 57/

ademas las filas de la segunda matriz son iguales, salvo un factor de escala h,
a los vectores de la base local en el sistema de coordenadas (aBy). Pero las

componentes de estos vectores base forman la matriz de cambio de base local
GL

or
h, — h, X haﬂ aai
6?( oa oa
or OX oy 0z
GL. )=| h, — |= — h,—=~ h,—
( L‘J) ﬁaﬂ ﬁaﬂ ﬂaﬂ ﬂaﬂ
or oX oy oz
o h,— h = —_—
h, oy Tey oy oy

En el caso de que la base local de (apy) sea ortogonal, la matriz del cambio de
base corresponde a un giro entre la base local cartesiana y la base local del
sistema de coordenadas (aBy). Practicamente los casos mas interesantes
corresponden a sistemas de coordenadas locales (aBy) ortogonales, por lo que
en lo sucesivo se hablara de giros para las transformaciones de coordenadas
locales. La razdn de esto es que los operadores diferenciales expresados en
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sistemas de coordenadas locales (aBy) ortogonales no incluyen derivadas
parciales cruzadas de las coordenadas, lo que permite el uso de la técnica de

separacion de variables en la resolucidbn de las ecuaciones diferenciales
correspondientes.

El lector notara que el lado izquierdo de la ecuacion (2) es un campo vectorial
expresado en el sistema de coordenadas cartesiano. Por tanto para expresar el
gradiente en el sistema de coordenadas (apy) debemos multiplicar por la matriz
de giro local correspondiente (GLj) que expresa la base local cartesiana en

funcion de la base local en el sistema (afy). De modo que el operador
gradiente en coordenadas (apy) es

oa op or (o) [ o ¥ @ Yoa 8 or (o) (oo Yo
oX OX OX oa “6a “oa “oa X OXx ox || oa oa
Varr =OL Wm =0, )| 22 L O || 0|y & g N oy 02 0a OF O |1 O g oo |2
oy oy oy ||oB op op op | oy oy oy ||op op
oa of oy || o x oy a2 |oa o oy | o o
A A A hyi h;/ hyi A~ A A 0 0 h
oz oz oz )\oy oy oy oy oz oz oz )\oy v N\ Oy

- o . o6 . o
-V =|h L h, L on &
& (“aa 3B y@yj

En el caso de la divergencia el cambio de sistema de coordenadas es

a o8 o |2 f
oX OX OX ox
= - da Of Oy 0 1
Voot S o o 135" (L) f,
Oa 0Op oy || @
& & aloy)| f,

hemos utilizado la transformacién para el gradiente que debe actuar sobre un
vector en coordenadas cartesianas; por lo que si expresamos el campo
vectorial f en el sistema de coordinas (aBy) debemos hacer el giro
correspondiente a cartesianas. Esta es la tarea de la matriz inversa de la (GLj;).
Con esto conseguimos expresar el valor de la divergencia , que es un escalar,
en el sistema de coordenadas(xyz) en funcion de medidas procedentes del
sistema de coordenadas (aBy). En principio esto no significa que hayamos
encontrado la transformacion de la divergencia que buscabamos, salvo que el
lector sepa que el valor de la divergencia de un campo vectorial en un punto es
un escalar invariante independiente del sistema de coordenadas utilizado.

Podemos transformar la expresion anterior asi

oa op o |2 [ 5
OX OX oX o
e 0 op o 0 .
(GL“)pl(GL‘i)p aa § a}/ op ° (Gl-ij)pl f/f +(Gl-ij ' f/i

da O oy |8
L oz oz oz J)\oy)| f, f,
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donde hemos introducido la matriz identidad como producto de una matriz
numeérica de transformacion entre bases locales en el punto de derivacion
(subindice p) por su inversa. También hemos utilizado la regla de derivacion de
productos que hemos utilizado ya en la seccion sobre Analisis Mateméatico de
Campos. Podemos reconocer también el operador gradiente en coordenadas
(aBY). _

f f

a a

(@)
I
~

—
=

[(Gl_ij);lﬁ,ﬁy ]' (Gl-ij),;1 fy +[(GL");1§,W ]'

f f

14 L 7p_

Por otra parte, en el primer sumando tenemos una matriz GL con subindice p
qgue corresponde al valor numérico en el punto de derivacién considerado y por
tanto no esta afectada por las derivadas del operador gradiente. En este caso
podemos utilizar las propiedades de invarianza del producto escalar de
vectores: Si AB son dos vectores y A’B’ sus correspondientes
transformaciones en otro sistema de coordenadas

AeB-= l(GLij T1KJ' [(GLij )%J: AeB

con esto tenemos _ = .
Vo o(T,. 15, fy)Jr[(G'-iJp Vap ]’ L)) 1,

7p_

con lo que la divergencia en coordenadas (aBy) incluye un término que
depende del cambio de direccién en el sistema local de vectores base de (aBy)
al cambiar el punto de referencia debido a las operaciones diferenciales.
Podemos simplificar el segundo sumando aplicando la propiedad de invarianza
del producto escalar asi

[(GL” )p(G L Tpﬁaﬁy ]’ (GLii )p (GLii )71 fy| [=Van o (G L )p(G L )71 fs

el producto de matrices que precede al gradiente no esta afectado por la
derivacion y por tanto se trata el producto de una matriz por su inversa.
Respecto a los términos afectados por la derivacion, lo que interesa en realidad
es la variacion de la matriz GL™ , expresado por 8GL™ ,en un pequefio entorno
respecto del punto de derivacion p

f f f

a a a

Vg @ (GLU)D[(GL”)p’1+5(c;|_ij)’1] By | [=Van o| (1,1, 1,), +(6L;) 6GL )| £, | |=Va o] (BL) 66GL )| 1,

f f, f

7/p 7/p 7/p
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de modo que la divergencia queda asi

f

a

Vg @ (fa' fp fy)+(GLij)p5(GLij)1 fy

L f, P

donde los términos con subindice p no deben considerarse variables en el
proceso de derivacién. Vemos aqui mas claramente la aparicion de un término
asociado a la variacion de direccion de los vectores base locales en (afy).

En caso de una transformacion (x,y,z)—(x,y’,z’) entre dos sistemas de
coordenadas cartesianos ortogonales fijos, compartiendo origen comun pero

girados con distinta orientacién de sus ejes; entonces la variacion local SGL™
es nula y se verifica

Viz® F(XY,2)=Veyre (X, y,2); x=x(X',y,2)y=y(X,y,2');z=2(X,y',2);

Lo que refleja claramente el caracter invariante del operador divergencia. Para
la transformacion del rotacional tenemos

(0o a8 o |2 f
OXx OX OX oa

(GLiJ)pWXWX?XVZ]:(GLH)p 570! % o i x (Gl‘u')i1 fﬁ

& o oy ||
da 0B O |2
(\ oz oz oz )\oy)| f,

introduciendo el operador gradiente como antes tenemos

(6L,),1 L), *Vun x| Ly, 1, (oL, )| 1,

para el caso del producto vectorial tenemos la siguiente propiedad
AxB= (G L; ){l(GL”- )ﬁjx l(GLu' TIEJ}
que podemos aplicar al término asociado a la matriz GL™ tomada como

constante resultando

f

a

Vo x(f,. 1,1, )+(6L), [(ng)p*lmy]x (6L, ) f,

B

Vp_
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sin( @)cos(¢) sin(B)sin(p) cos(8) sin( @) cos(¢) cos(@)cos(¢) —sin( @)
GL= ; GL'=(GL)" =
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donde vemos de nuevo un término asociado al cambio de direccion de los
vectores del sistema base local de (aBy). De forma analoga al caso de la

divergencia llegamos al siguiente resultado para el rotacional

6aﬂr x (fa' fp' f}/)+ (Gl-ij),Jé‘(Gl-ij)_1 fﬂ

Los términos asociados al cambio de direccién de los vectores del sistema
base local aparecen también de forma natural en el concepto matematico de

derivada covariante.

Aplicacion al caso de coordenadas esféricas

r=(x,Y,2) = (rsin(8) cos(¢), r sin( 8)sin( ¢), r cos(6))

1

rcos(@)cos(¢) rcos(8)sin(¢) —rsin( )
—rsin(&)sin(¢) rsin(@)cos(g) 0

sin(@)cos(¢)  sin(G)sin(p) cos(H)
( } =h =1h,==,h

cos(8)cos(g) cos(d)sin(¢g) —sin(H)
—sin( ¢) cos(g) 0

cos(d)sin(¢g) —sin(G)sin(¢) 0
—sin( 8) —cos(0) 0

cos(8)cos(g) —sin(d)cos(g) O —sin(@)sin(¢) —cos(@)sin(g) —cos(g)
SGL = dé+

0 0

0-10 0 0 —sin( 6)
GL&GL'=[1 00 |do+|0 0 —cos(d) | d¢
P p

000 sin(#) cos(8) O

L ¢ = - :
r rsin( 8)

0

Vi = (

sin( @) cos(¢) cos(8)cos(g) —sin( @)

210

or'r 00’ rsin(0) o¢

sin(@)sin(¢) cos(8)sin( @) cos(g)
cos(0) —sin( &)

0

N—

1

0

)
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La divergencia resulta ser

f, f
0-10 0 0 —sin( 6)
%3%, .1(9);)- (f,f,f,)+|1 00 ||f,|do+|0 0  —cos(0) ||f,|dg|=
rr rsin
¢ 000 ) sin(@) cos(d) O
f¢ p f¢ p

210 1 &

or'r a0 rsin(0) o¢
of, 10of, f 1 o, 1
=—+ +

r r

L+
or rof r rsin(@)og rsin(6)

0 . 1 0
rsin( 6) ((Msm( 9 fgj i sin( 8) (agﬁ f¢J

)0[(fr, f,. f¢)+ (=1, £,,0),d0+ (—sin()f,,—cos(d) f,,sin( O) f, +cos() fg)pdqﬁ]

(sin( ) f, +cos(d) f,) =

divergencia = 12(6 r’ frj+
re\or

El Laplaciano se obtiene como la divergencia del gradiente

Iaplaciano:div(gradiente):{12(6rzj, _1 (asin(e)j,_l(aﬂo(a,la,_la)f
re\or rsin(6)\ 060 rsin(8)\ o¢ or r o6 rsin(0) o¢

_1(a{zafD 1 (a[. afD 1 (azfj
== =|r = ||+ —|SIN(O)— | |+ 55| =5
r'\or| or resin(d)\ 06 00 r<sin“(6)\ o¢

el hecho de que sean ortogonales las bases locales del sistema de
coordenadas esféricas hace que el Laplaciano no tenga términos en derivadas
segundas cruzadas de dos coordenadas distintas. Esta simplificacion es una
razon para la preferir los sistemas de coordenadas con bases locales
ortogonales.

Para el rotacional en esféricas tenemos

| f
0-10 0 0  —sin0)
;,i;,rsi:(g);)x (f.f,8)+/1 00 || f,|do+|0 0  —cos(®) ||f,|dg|=
¢ 00O . sin(#) cos(8) O )
fy p fy p

018 1 @

0" TN 0) a¢)><[(fr, f,,f,)+ (=f,, f.,0),d6+ (=sin(6)f,—cos() f,,sin(0) f, +cos() f,) ,dg] =

10 1 3 _ 1 [ay, o
componente r.rw[f¢]—rsir](9)w[fg—(cos(9) f¢)pd¢]= rsin(e){ﬁe(sm(e) f,) 8¢(fg)}
10 ol 1 0,0
componente 6: rsin(e)ayj[f’_(sm(e) f¢)pd¢]_§[f¢]= rLin(H) a¢(f’) . (rfq,)}
T oy aele 10,y ¢
componente ¢.ar[f9] rag[fr+( f,),d0]= r[ar(rfe) ag(fr)}
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