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1-Introduccion experimental.

Para esta experiencia el lector necesita un panel
vertical con corcho sobre el que pueda dibujar y
clavar chinchetas. Varias bandas elasticas iguales,
en el dibujo en gris, y varios pesos u otros objetos
con la misma masa conocida, en el dibujo la elipse
gris. Es conveniente que las bandas sean de masa
despreciable respecto de los pesos aplicados.

a

Tome una banda elastica y extiéndala, sin forzarla,
sobre el eje x desde el origen de coordenadas
marcando con un boligrafo, en dicha banda y en el
propio eje X, varios puntos de referencia. Después
colocamos la banda sobre el eje y, sometiéndola a
tensién con un peso conocido tal como aparece en el
dibujo. Marcamos los puntos de la banda en el eje y. Si unimos los puntos
correspondientes como si fueran los valores de una funcién y(x) en coordenadas
cartesianas, veremos que, mientras se mantenga el comportamiento elastico, la
funcion y(x) corresponde a una linea recta que pasa por el origen. Podemos expresar
esta funcion asi:

y(x) = x+&(X) = xtan(a) = £(x) = (tan(a) —1)x

donde &(x) representa el desplazamiento experimentado por el punto x de la banda no
sometida a tension. En términos diferenciales, eliminamos la necesidad de un origen
de coordenadas determinado:

@: A=tan(a)-1
OX

El siguiente paso es determinar la dependencia del valor A, constante para una
experiencia determinada. Podemos proceder asi: Si tomamos como peso el doble del
caso anterior, tendremos que el desplazamiento é(x) sera mayor y por tanto en valor A
aumentard; luego A depende directamente de la fuerza aplicada a la banda. Por otra
parte, si el peso doble lo aplicamos a un conjunto de dos bandas iguales, los
desplazamientos é(x) seran iguales que en el caso de un peso unidad y una Unica
banda. Para que esto sea cierto las secciones transversales de cada banda deben
soportar la misma fuerza; la fuerza por unidad de superficie o presion debe ser
homogénea en toda la seccién transversal. Por tanto tenemos que

YO _F
19)4 S

donde la constante Y, conocida como médulo de Young, es una constante que ajusta
las unidades de la ecuacion y que depende del material del que esté hecha la banda y
de la temperatura. La ley de Hooke, correspondiente al muelle ideal sin masa, se
puede obtener a partir de la expresion anterior
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F:YSaL(X):EAfO:kAgo; AX, =l k= Ys

banda’
a AXO banda

donde, dado que en condiciones de equilibrio estatico la derivada es constante e
independiente de x, hemos calculado la derivada por medio de la longitud de la banda
en ausencia de tension (Axy) y el desplazamiento correspondiente del extremo de la
banda (A¢).

Si ampliamos el planteamiento a una situacion no estatica el desplazamiento
(elongacion) asociado a cada punto de la banda dependera también del tiempo &(x,t).
Tomemos en un instante t dado dos segmentos de banda contiguos, tan pequefios
como gqueramos, centrados en los puntos estéticos x y x+dx. El andlisis de equilibrio
anterior consideraba que la masa de la banda es esencialmente despreciable, por lo
gue debemos introducir una masa puntual dm que conecta nuestros segmentos
elementales, que consideraremos también de seccion elemental dS. En una situacion
no estatica debemos aceptar que la fuerza F no es igual en cualquier punto de la
banda; de modo que en los extremos de los segmentos elementales la fuerza exterior,
que conecta un elemento con otro, no esta compensada y debe producirse la
aceleracion de la masa puntual correspondiente. Con el modelo dinamico descrito,
podemos utilizar el resultado estatico anterior para nuestros dos segmentos
diferenciales contiguos:

v os(x.t) _ F(x.t)
OX ds
v O&(x+dx,t) _ F(x+dx,t) _ F(x,t)+dF
OX ds ds

restando y considerando que, en un instante t determinado, la fuerza no compensada
dF debe acelerar la masa elemental situada entre los segmentos, y que tal aceleracion
se puede expresar con la funcion (x,t)

2 2 2 2
y 0 .§(>2<,t) gy OF _dmo §(>2<,t) NG §(>2<,t) _p 0 §(>2<,t); oy = dm
OX dS dS ot OX Y ot dSdx

tomando dm como la masa contenida en el segmento dx de la banda, entonces pg
representa la densidad en volumen de la banda elastica no sometida a tensién. El
resultado corresponde a una ecuacion de ondas longitudinales asociada al
desplazamiento de cada punto respecto a su posicion de equilibrio de la banda con
una velocidad de onda de valor
=\
Po

Hay que decir que la ecuacion de ondas deducida, y por tanto la velocidad de onda,
esta asociada a un observador inercial para el cual la banda, cuando no esta sometida
a tension, esta completamente en reposo. De hecho esta banda en equilibrio estético
(reposo) se confunde con el sistema de coordenadas del observador.
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2-La solucidén de la ecuacion de ondas en una dimension.

O*E(x,1) _ 1 9%(x.1)
a: ¢t ot

La ecuacion anterior puede factorizarse de esta forma

2,10Y2 10,40
OX cot)\ox cot
Lo cual sugiere soluciones de la forma F(x+ct)+G(x-ct). Es posible demostrar que la

expresion anterior es la solucién general para esta ecuacion. Si hacemos el siguiente
cambio de variables

H=X+ct
n=Xx-ct

Las derivadas parciales se transforman asi

0 o0& ou 0¢&0 o, 0
OX O 0x 0On oXx oOu oOn
0 0§ ou 0¢&0 ot 0
_f(ﬂ’n):_g_/‘+_§_77:(; ¢ _0¢
ot ou ot on ot ou 0on

la segunda derivada es

2190 005,05, 0105 0¢
éx{éxg(ﬂ’n)} 6u{6ﬂ+877}+877{8u+877}

919 _o? 9|96 05| 0105 0g
&[& g(ﬂ’n)} ° [&t{@ﬂ 677} 877{8# 677D

y sustituyendo en la ecuacién de ondas

o’ 10 o0
P15 (o)
o2 c2at’®  on\ou

cuya solucién general es, tal como indicamos antes

Z—QZ: f(u),= cf(x,t):j f (w)du+G(n) =F(x+ct)+G(x—ct)
17
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3-Interpretacion fisica de la solucion de la ecuacion de ondas.

Podemos observar una de las componentes, F o G, en el instante t=0 en el plano (,x)
como una funcién arbitraria , por ejemplo

Para cualquier otro instante t y cualquier otra posicion x podemos hacer la relacién con
coordenadas x en el instante t=0 para las funciones F y G asi

X, =X+ct=F(x{,0)=F(x,t)

xg =X—ct=G(x5,0) =G(x,t)
Lo que permite visualizar la primera componente F como el desplazamiento del
“objeto” F(x,0) sobre el eje x a velocidad —c : x = -ct + Xo. Analogamente la segunda

componente G corresponde al desplazamiento del “objeto” G(x,0) sobre el eje x a
velocidad ¢ : x=ct + Xo.

De esta forma vemos gue las dos componentes son ondas viajeras que representan el
movimiento de una perturbacion capaz de mantener una forma reconocible.

Tomemos el caso del que partimos con una banda elastica de la que cuelga un peso
.Partiendo de una situacion de reposo, podemos estirar levemente hacia abajo el peso.
Si cesamos la fuerza el peso experimentara un movimiento oscilatorio igual al caso
clasico del movimiento del muelle. Seguln nuestros resultados durante este movimiento
es aplicable a la banda (0 muelle) la ecuacion de ondas. Pero si probamos como
solucion una de las funciones posibles, bien sea F(x+ct) o G(x-ct), veremos que no
pueden representar por si solas la fisica del problema. Si nos fijamos, en el punto de
contacto de la banda con el techo el estiramiento ¢ es siempre nulo para cualquier
instante de tiempo. Esto no es lo que se espera de una onda viajera que pase por ese
punto : puede anularse en algunos instantes o en algunos intervalos de tiempo, pero
no siempre. Segun la logica, si una de las funciones F, G no puede darnos una
solucion entonces debemos recurrir a la solucion completa F(x+ct)+G(x-ct). Si el punto
de contacto con el techo sefialado corresponde con la coordenada x=0, las funciones
F y G deben verificar la siguiente relacion
funcional F(u)+G(-u)=0. Lo que indica que,

en nuestra visibn geométrica, las funciones F
- /\ y G estan giradas 180 grados en el plano
_>

(¢,x) respecto del origen de coordenadas y se
mueven, a la misma velocidad y en sentidos
contrarios. La representacion  anterior
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muestra que es posible una solucion en la que el estiramiento, es decir, la suma F+G,
sea nula permanentemente en x=0. Evidentemente a la izquierda del eje vertical hay
una pared, o en general un objeto rigido y de masa muy elevada y no existe la onda en
esta parte del espacio. Sin embargo el efecto de esta pared o objeto muy masivo en lo
gue respecta a la cuerda es absorber la onda incidente y transformarla en una onda
reflejada sobre la misma cuerda

PR A

—

El caracter masivo y rigido de la pared hace que la onda incidente no pueda provocar
desplazamientos internos en dicha pared y la energia que transporta la onda deba ser
reflejada en forma de onda rebotada hacia la misma cuerda. El lector puede
comprobar este comportamiento si dispone de una cuerda gruesa. Si atamos la cuerda
a un extremo fijo y sacudimos el otro extremo podemos ver la onda o pulso generado
moviéndose por encima de la linea de la cuerda. Al llegar la onda al extremo fijo la
onda rebota en forma de un pulso que se mueve por debajo de la linea de la cuerda.
En este caso tenemos una onda transversal en vez de longitudinal como en el caso de
la banda eléstica, pero la ecuacion de ondas es igualmente aplicable.

Siguiendo con el caso de la banda elastica, el movimiento oscilatorio del sistema se
puede mantener indefinidamente si fuésemos capaces de eliminar las pérdidas de
energia por rozamiento o calentamiento interno. Segln la mecanica clasica, el
movimiento de la masa sujeta al extremo de la banda puede describirse asi

d’x _d*

proiallm i —k& = X=X + &, cos(wt)
=&=X-X%=&,, cos(at) ; w=+Kk/m

F=m

Es decir, la posicién de la masa es la suma de la posicion inicial x; de la masa m sin
tension en la banda y de la elongacién de la banda elastica en este punto, siendo &qmax
la elongacion maxima en x;. Esta solucion es valida, como veremos, dentro de la
hipétesis de masa de la banda despreciable® frente a la masa de la bola (m) y para el
extremo que ocupa dicha bola. Sin embargo note el lector que podemos analizar el
movimiento de un punto de la banda que no sea el punto extremo utilizando este
mismo resultado si suponemos que k(x) se mantiene constante y la masa de la banda
despreciable. De esta forma podemos apuntar a una solucibn general para la
elongacién de la banda con esta forma

& = Gy (X) COS( )

Donde, para el caso del punto de la banda en contacto permanente con la pared la
elongacién de dicho punto debe ser siempre nula y por tanto &,.x(0)=0; ya que dicho

! ver apéndice El muelle sin masa
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punto no puede moverse y mantener el contacto con la pared. Recuperando el analisis
ondulatorio previo, deben ser compatibles las siguientes ecuaciones

E(x,t)=F(x+ct)+G(x—ct) =&, (X)cos(at); &, (0)=0;F(-u)+G(u)=0

Si elegimos para F y G una funcion seno o coseno de la misma amplitud A
(G=F=seno() 6 G=coseno() y F=-coseno()), podemos ver rapidamente, utilizando las
formulas del seno/coseno de una suma/diferencia , lo siguiente

E(x,t) = Asin( K(x + ct)) + Asin( K(x —ct)) = 2Asin( Kx) cos(at); o = Kc
= & (X) = 2Asin( KX)

El valor K (mayuscula) se introduce para que el argumento del seno sea adimensional
(radianes), y tiene por tanto unidades de inversa de la longitud. K esta definido
completamente a partir de la frecuencia de oscilacion y la velocidad de propagacion de
las ondas : w=Kc. Es evidente que este parametro corresponde con el vector de ondas
de una onda senoidal : K=2m/A , donde A es la longitud de onda. Pero la solucion
anterior es una soluciébn exacta de la ecuacidon de ondas y en principio puede
corresponder a un caso real. Sin embargo, en la ecuacion dinamica de Newton hemos
utilizado una aproximacién cuasiestatica para que el valor del parametro elastico k se
pueda considerar constante. Matematicamente la primera aproximacién es el valor
constante de la siguiente derivada

a§rm>< (X) — grmx (Ibanda)
OX I

=cte

banda

Si aplicamos esta condicion a la solucién obtenida tenemos
Oom () = 2AK cos(Kx)
OX

Supuestos A y K constantes, para aproximar la derivada a una constante es necesario
que sea Kx=0 para todo punto x de la banda sin tensién, de modo que el coseno sea
aproximadamente 1, es decir

27

KXz0—>7| ~0—o>A>>|

banda banda

La longitud de onda debe ser mucho mayor que la longitud de la banda en reposo.
(Esta aproximacién es andaloga al caso de los circuitos de corriente alterna y las ondas
electromagnéticas) Si utilizamos la definicién de K tenemos

Kl :Ql — /5 ’&l — \& &' :\/pOSIbanda :\/mbanda
banda C banda mVY banda mlbanda Y banda m m

Y por tanto la aproximacion considerada es equivalente a Myaga << M, es decir, la
masa de la banda debe ser muy inferior a la masa de la bola.
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Haciendo la parcial respecto al tiempo en la solucion encontrada, vemos que existe un
instante en el que la velocidad de todos los puntos de la banda se anula

gf(x,t):—a)fmax (x)sin(a)t):O:a)t:nyz—>2_|_—”t=n7r:>t=n%

Donde T es el periodo de oscilacion, es decir, el tiempo que tarda la bola en recuperar
una posicion y velocidad dadas. Por tanto, cada semi-periodo se produce una
situacion de velocidad nula para todos los puntos de la banda elastica, incluida la
masa de la bola. Podemos ver también que, en estos instantes, la elongacion de la
banda ¢ es maxima. Desde el punto de vista energético, en estos instantes la energia
cinética del sistema es nula y por tanto la energia del sistema debe estar acumulada
totalmente en forma de energia potencial elastica; lo cual indica que en estos instantes
la longitud de la banda es maxima o minima. Por tanto y dentro de nuestra
aproximacion, aplicando la férmula de la energia potencial elastica tenemos

1 . /2E
E = E k(é:rmx (Ibanda))2 = grmx (Ibanda) = 2AS|n( Klbanda) = T ~ 2AKIbanda

Donde E es una constante correspondiente a la energia mecanica del sistema. Dado
que podemos conocer los valores de E,K,K y lhanda ; podemos calcular el valor de la
amplitud de onda A de la expresion anterior y otros resultados obtenidos

\/Z_E N ZA\/ mbanda = A ~ mE - 1 m é:rmx (Ibanda)
k m 2krnoanda 2 mbanda

En 22 aproximacion : modificacion de la frecuencia de oscilacién debido a la masa del
muelle o banda eléstica

A partir del campo de elongaciones ¢ encontrado, podemos calcular la fuerza sobre la
masa conectada al extremo recordando el desarrollo hecho en la introduccién.
Tomando mddulos tenemos

YSK

= tan(KI =——
( banda) ma)z

H FextremoH =(YS M
OX

_| 220
6t2

extremo x=I-banda

Eliminando K con w = Kc y aplicando ¢* =Y/p, ; ambas relaciones asociadas al
fendbmeno ondulatorio, tenemos

ol

banda tan( wlbanda) — mbanda
c m

Y para pequefios valores del argumento de la tangente (equivalente a Klyanga)

| | lyanca ) lyanca | lyanca |
Dlpanda | Plhanda +1 Dlpanda +... 0= mbanda — Dlpanda 1+1 Dlpanda +.
c c 3L ¢ m c 3L ¢
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Lo que conduce a una aproximacion mas refinada de la frecuencia de oscilacion que
incluye la masa de la banda o muelle (k =YS/lhansa €S la constante elastica
correspondiente)

4-Ondas Estacionarias.

Hasta ahora hemos estudiado una solucion de la ecuacién de ondas pero restringida a
un caso particular con la aproximacion A>>l,4, . Si analizamos la solucién encontrada
en un rango mayor llegamos al comportamiento descrito en las siguientes imagenes.
Si suponemos que la onda roja y la azul son ondas senoidales con la misma amplitud
y se desplazan en sentidos contrarios la suma de las dos corresponde a la expresion

&(X,t) = 2Asin( Kx) cos(at) = &, (X)&, (t)

Vemos inmediatamente que los
puntos x que verifican Kx=nm
(n=0,1,2,3,4...) se mantienen
inmoviles en su posicion, ya que
para ellos é(x,t)=0 . A estos
puntos caracteristicos se les
denomina nodos. De igual forma,
como hemos visto, también
existen instantes de tiempo en los
gue la velocidad de todos los
puntos afectados por el proceso
ondulatorio se anula. Estas caracteristicas nos informan que el proceso ondulatorio
gue se esta dando corresponde a una onda estacionaria. Estas ondas estacionarias se
producen normalmente en condiciones de confinamiento espacial del proceso
ondulatorio. En nuestro caso es evidente que las ondas elasticas se producen en una
zona acotada del espacio, ya que el medio elastico no es infinito y no pueden
alargarse o comprimirse arbitrariamente; a riesgo de perder sus propiedades elasticas
0 romperse.

En el desarrollo que hemos hecho, partimos de una solucién general F(x+ct)+G(x-ct)
gue en principio no esta acotada. Eligiendo una funcion senoidal F y G hemos visto
que podemos reproducir el comportamiento de un nodo, es decir, de un punto fijo. Sin
embargo vemos que aparecen también multiples puntos fijos en la banda, de modo
gue podriamos conectar la banda a una pared rigida en alguno de estos puntos y la
solucion aun seria valida.




Enrique Cantera del Rio

Sobre la ecuaciéon de ondas 11

De esta forma las ondas rebotan en las dos paredes a las que esta conectada la

banda elastica o muelle.

Dado que la ecuacion de onda no especifica una funcién determinada como solucion,
sino mas bien una forma funcional, hemos estado utilizando funciones sinodales con la
ventaja de conocer todas sus propiedades. Sin embargo las funciones de onda en el

muelle o banda elastica pueden ser diferentes.
Imaginemos un muelle anclado entre las dos
paredes sefaladas antes. Desde el estado de
reposo cogemos el punto medio del muelle y lo
desplazamos ligeramente a la derecha. El campo de
desplazamientos generado ¢(x) tendra la forma del
dibujo adjunto. A la izquierda del punto en que

aplicamos la fuerza hay un estiramiento y a la derecha hay una compresion del muelle
0 banda eléastica. Si liberamos el muelle, sera la forma funcional dibujada la que se
desplace hacia la izquierda, rebote en la pared, continle hacia la derecha y rebote
hasta la pared opuesta, y asi periédicamente si no hay pérdidas de energia.
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5-El teorema de Fourier y la linealidad de la ecuacion de onda.

-L O. L 2L 3L

Consideremos una funcién é(x) de una variable, peridédica y de periodo L, por lo deméas
arbitraria, como se ve en el dibujo adjunto. Para esta funcion es valido el Teorema de
Fourier, segun el cual se puede aproximar dicha funcion, tanto como queramos, por
medio de una serie infinita de sumas de senos y cosenos de esta forma

£(X) = i[a cos(Z”T” X) + b sin( Z”T” x)}

2 2nz L2 _2nrx _
an:E_([cf(x)cos(Tx)dx ; bn_tg(f(x)sm(Tx)dx ;

Podemos aplicar esto al caso de la perturbacion en el campo de desplazamientos que
hemos creado en el muelle, siendo L la distancia, fija, entre las dos paredes en que
estdn anclados los extremos del muelle. El teorema de Fourier nos da una
aproximacion a la forma de la funcion en el intervalo [0,L] en términos de una suma de
ondas sinodales que ya conocemos. Dependiendo de la forma de la onda, seran
necesarios mas o menos términos de la serie de Fourier para conseguir una
aproximacion con un error cuadratico medio menor que un valor dado. En particular, si
la funcién tiene un vértice como en el caso que hemos visto antes, entonces son
necesarios muchos mas términos de la serie para conseguir una aproximaciéon dada.

En la dltima parte de la seccion anterior vimos el caso de desplazar ligeramente el
centro del muelle. Note el lector que el punto donde aplicamos la fuerza representa un
vértice en el campo de desplazamientos en el que
la derivada 9¢/0x es discontinua por ser diferente la
pendiente a un lado y otro de este punto; y la
derivada segunda 6*¢/0x* no esta bien definida en
el mismo punto; con lo cual la ecuacion de ondas no
- seria completamente aplicable. Sin embargo, la

serie de Fourier permite aproximar ¢(x) tanto como

gueramos (en términos de ajuste de curvas por minimos cuadrados) por medio de una
serie infinita senos y cosenos; es decir, por aproximaciones sucesivas de funciones
continuas y derivables en cualquier orden. Cuantos mas términos de la serie tengamos
la aproximacion serd mas precisa y existe un valor “n” para el que la contribucion del
resto de términos (infinitos términos) podra considerarse despreciable. Esto es
andlogo al concepto de ancho de banda en la transmision de sefiales de
comunicaciones. De esta forma la serie de Fourier permite aproximar funciones
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arbitrarias en un intervalo acotado de la variable independiente que presenten algun
tipo de discontinuidad no esencial (que no tome valores infinitos) en el valor de la
funcion o de sus derivadas. Estas aproximaciones se realizan por medio de funciones
analiticas, continuas, derivables y con derivadas continuas en cualquier orden. Este
planteamiento de las series de Fourier es muy distinto al de la serie de Taylor.

La funcién é(x) corresponde a una perturbacién inicial que podemos provocar en el
campo de desplazamientos del muelle; sin embargo esta perturbacion puede ser
arbitraria. En concreto si elegimos la perturbacién

£(x) = Asin(Kx) ; K = 2%

Podemos comprobar que corresponde al término n=1 de la serie de Fourier, de modo
que el coeficiente b, no se anula y el resto de coeficientes es nulo. De hecho esta
forma funcional es la que hemos utilizado en el analisis de la seccion anterior donde
hablamos de las ondas estacionarias. De este modo, si excitamos inicialmente el
muelle con el campo de desplazamientos anterior, esta forma se desplaza en el muelle
de modo que los rebotes de la onda provocaran la aparicion de los nodos propios de la
onda estacionaria. Para una forma de onda mas compleja aparecerdn mas
componentes seno/cosenoidales, pero todas con un valor de su paradmetro K creciente
con n : K=2nm/L. La linealidad de la ecuacién de onda permite repetir el analisis
estacionario hecho para la primera onda (n=1) para cualquier otra componente (n>1).
Las distintas componentes no interfieren entre si, no hay transferencia de energia
entre unas componentes ondulatorias y otras. El resultado neto es, simplemente, la
suma de los resultados encontrados para cada componente. De este modo el
resultado completo para el caso de una onda estacionaria seria

E(x,1) = i{(an +b, )sin( ZnT” X) cos(znT7r ct)}

Donde c es la velocidad de la onda, que, para un sistema lineal, es constante e
independiente del valor de K. El hecho de que KL > 1 supone que la ley de Hooke no
es valida en esta experiencia.

6-La ecuacion de onda en tres dimensiones.

La imagen representa una banda elastica o muelle en la direccion |I. La banda se

representa como un conjunto de fibras
I elasticas. La curva representa un campo de
desplazamiento elastico comun de todas las
fibras. También se representa un sistema de
coordenadas cartesiano en sus ejes X,Y,Z .
La ecuacion de ondas unidimensional que
hemos visto corresponde en este contexto a

<

(L) 1 %(,Y)
a et
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Es decir, la variable espacial relevante corresponde a medidas hechas sobre la
direccién | y el campo de desplazamiento es el mismo para todas las fibras. Este
planteamiento no esta en conflicto con el planteamiento experimental al inicio de este
trabajo.

Es evidente que dado un punto (x,y,z) este identifica una sola fibra y un valor de
I(X,y,z) dentro de dicha fibra. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el
origen de la fibra central de la banda coincide con el origen de coordenadas. En este
caso, si k designa ahora un vector unitario adimensional en la direccién de las fibras,
se verifica

1%, Y,2) = (k. k, .k, )o (x,y,2) =k o T

Es decir, dado un valor x,y,z dentro de la banda, el valor de | para la fibra
correspondiente estd dado por la expresion anterior. Dado que el campo de
desplazamientos es el mismo para todas las fibras, es decir, vale lo mismo para
cualesquiera dos fibras en dos puntos con el mismo valor I, podemos introducir el
campo €(I(x,y,z),t). Partiendo de este campo podemos expresar la ecuacion de ondas
en 3 dimensiones utilizando la regla de la cadena de derivadas:

o&(I(x,y,2),t) _ o&(lt) al(x,y,2) _ o&(lLt) K
oX ol OX a

Dado que k4 es constante, una segunda derivacién resulta en

o*&(1(x.y,2).1) zﬁ{ai(l,t) K F'(X, y,z) _9%(L1) K2
ox’ ol a OX o/ K

Repitiendo esto para las coordenadas y,z y sumando tenemos

2

ﬁ_{_ﬁ_'_@z_g_ﬁzg(l’t) [k2+k2+k2]= azg(lvt)
D R . al

Ya que k es un vector unitario. En total la ecuacion de ondas en tres dimensiones
resulta ser

2 2 2 2 2
ox® oy oz c° ot c” ot

g(X, Y, Z!t)

El proceso ondulatorio que hemos supuesto en el volumen de la banda el4stica para
deducir esta ecuacién se denomina onda plana, ya que en un instante determinado
todos los puntos de la banda en un plano ,perpendicular a la banda en este caso,
tienen el mismo valor de €. Las ondas planas se pueden apreciar experimentalmente
en otras experiencias como la cubeta de ondas. Sin embargo la ecuacion final la
suponemos valida para un campo &(x,y,z,t) arbitrario, no solo para una onda plana.

Note el lector que la ecuacion diferencial obtenida es vélida en cualquier sistema de
coordenadas.
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Podemos generalizar la solucién del caso unidimensional al caso tridimensional, pero
solo para ondas planas

(XY, z,t)=F(ker—ct)+G(ker +ct)

7-Ondas circulares en el plano.

e B e —y
0% i

La imagen corresponde a la caida de una gota de agua en la superficie de un
estanque con agua en reposo. Las modificaciones de presion producidas se
transmiten en forma de onda circular desde el centro. En la superficie del agua
aparecen crestas y valles que siguen un patrén similar al de la gréfica de la derecha
tomado sobre una linea radial (x) que representa el nivel inicial del agua; de modo que
a medida que la distancia al centro aumenta las crestas y valles van siendo menos
pronunciados respecto del nivel inicial del agua. Con el tiempo la energia se va
distribuyendo en &reas mas y mas grandes, de modo que el desplazamiento
provocado por la onda, la cual se propaga de forma homogénea en todas las
direcciones sobre la superficie del agua desde el centro de impacto, va siendo cada
vez mas pequefo hasta hacerse despreciable. En este caso no aparecen condiciones
de contorno ni ondas estacionarias. No existe un limite fisico en el que el agua esté
obligada a permanecer en reposo frente a la onda impactante. Esto es facil de ver si
generamos la onda en un recipiente casero : el agua en los bordes también oscila y no
hay una forma sencilla de hacer que permanezca en reposo.

Segun lo anterior, el patron ondulatorio seria una funcion de la forma é(r,t), donde &
representa la altura del agua sobre el nivel inicial y r la distancia al centro de impacto.
Todas las direcciones respecto del centro se comportan de forma simétrica. El caso
descrito es un fendmeno ondulatorio en dos dimensiones que nos va a permitir hacer
un test de la ecuacion de onda en tres dimensiones de la seccidn anterior.

Dada la dependencia funcional, podemos expresar el operador Laplaciano de la
ecuacion de onda en coordenadas polares con centro el punto de impacto y aplicar la
ecuacion de ondas de esta forma

1(o[,0 1 8% 20 & 1 0%
=== — = |-—+— [f=5—=
rz(ar{ 8rDég ¢’ ot (r or or? ¢ ¢’ ot
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Si multiplicamos toda la expresion por r, segun las propiedades de las derivadas
parciales tenemos

2 2 2

r 1 r

20 O ), _2r)) 120
o or or c- ot

Con lo que obtenemos la ecuacion de ondas unidimensional para el campo ré y por

tanto la solucién general de la ecuacion es

ré(r,t) = F(r—ct)+ G(r+ct) < &(r,t) = %[F(r—ct)+G(r +ct)]

Con lo que vemos rapidamente que para una onda que se aleja del centro de impacto
(G(r+ct)=0), podemos tomar una funciébn senoidal para F(r-ct) y reproducir
aproximadamente el patrén de la onda, caracterizado por una amplitud decreciente a
medida que aumenta la distancia r al centro de impacto. Evidentemente la solucién
diverge para r=0 y seria necesario considerar las condiciones de contorno adecuadas.

El caso de un impacto de dos objetos en el interior del agua corresponde a ondas
esféricas tridimensionales que se propagan desde un centro. Segun el principio de
Huygens, todo punto de un sistema afectado por un proceso ondulatorio es emisor de
ondas secundarias esféricas.

8-Relacion entre la ecuacion de Laplace y la ecuacién de
ondas.

La ecuacion diferencial de Laplace para una magnitud &(x,y) en dos dimensiones luce
de esta forma

2 2
re o
ox~ oy

muchos fendmenos fisicos con simetria plana siguen esta ecuacion; asi por ejemplo :
corrientes de potencial en un fluido o el potencial electrostatico de una carga cerca de
una placa conductora. Esta ecuacién de Laplace en dos dimensiones es formalmente
(matematicamente) muy similar a la ecuacion de ondas. Matematicamente podemos
hacer que el parametro ¢ , correspondiente a la velocidad de la onda, sea la unidad
imaginaria i. Después de todo, se trata de un numero que admite las mismas
operaciones que cualquier nimero real y con la propiedad i’=-1; esto transforma la
ecuacion de ondas en

Lo E o o
T Taeta 0

expresion que formalmente es igual a la ecuacion de Laplace, aunque la coordenada
temporal debe ahora interpretarse fisicamente como una coordenada espacial.
Siguiendo el formalismo matematico, la solucion general de la ecuacion de Laplace en
dos dimensiones es la misma que la de la ecuacion de ondas, pero considerando la
velocidad imaginaria:
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s(xy) =F(x+iy)+G(x-ly)

es decir, cualquier funcion cuya variable sea un niumero complejo resulta ser una
solucion de la ecuacién de Laplace en dos dimensiones. Por supuesto las soluciones
con sentido fisico deben ser reales, lo cual puede conseguirse aplicando las
propiedades del conjugado de un nimero complejo de esta forma

E(X,Y) = 2Re[F (x+iy)] = F(x+iy) + F(x+iy) = F(x+iy) + F(x+iy) = F (x+iy) + F (x—iy)
i£,(x,y) = 2IM[F (x+iy)] = F (x+iy) — F(x +iy) = F(x+iy) — F (x+iy) = F(x +iy) - F(x—iy)

siguiendo el formalismo, las relaciones anteriores son similares al caso de las ondas
incidente y rebotada que generaban ondas estacionarias y por tanto podemos buscar
soluciones de la forma §(x,y)= &(X)é(y) para la ecuacion de Laplace en dos
dimensiones.

Analogamente, la ecuacion de Laplace en tres dimensiones equivale formalmente a
una ecuacion de ondas (z — tiempo)

2 2 2
R L
oyt &

las soluciones en forma analoga a una onda plana moviéndose en la direccion del
vector unitario u seran por tanto de la forma

E(x,y,2)=F(uer+iz)+G(uer—iz); r=(xy), u=(u,,u,)

Por otro lado esta analogia induce a pensar también en la blusqueda que soluciones
en forma de productos ¢(x,y,z)= &(x) &,(v) ¢A(z) de la ecuacion de Laplace en 3
dimensiones; algo que utilizaremos a continuacion. Es posible que ¢ represente
también una onda fisicamente real si incluimos el tiempo como variable : §(x,y,z,t);
aunque el laplaciano no opere sobre la variable tiempo. En este caso la solucién
anterior toma la siguiente forma

E(x,Y,z,t)=F(uerct+iz)+G(uerxct—iz); r=(x,y), u=(u,,u,)

donde c es la velocidad de la onda. Una solucion real incluida en este grupo se ha
utilizado en la seccién sobre ondas superficiales en el agua del trabajo sobre mecéanica
de fluidos con F(a) =G(-a) = e".

Evidentemente existen soluciones de la ecuacion de Laplace distintas de este grupo,
como es el caso del potencial gravitatorio en regiones del espacio vacias. Hemos visto
para el caso de una onda esférica una solucion de la forma é(r,t) = f(r-ct)/r. Podemos
llevar al limite esta expresion eligiendo f(r-ct) = constante; lo cual en realidad anula el
comportamiento ondulatorio. Tomando como constante la unidad y sin pérdida de
generalidad la ecuacion de ondas toma la forma de la ecuacién de Laplace en 3
dimensiones de esta forma

vzlzv-[vl}zo
r r
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donde hemos utilizado las propiedades del operador gradiente, tal como se introdujo
en el trabajo sobre mecéanica de fluidos. Utilizando el gradiente en coordenadas
cartesianas podemos comprobar el resultado anterior

yi_| o o op jr__lpon oy or |
r 8xyyz'6yxvz'82xyy ror? axyvz’aym’az )
r2:)(2+y2+22:>g _51g _X g :E
Xy, r oy, r of, r
=>Vo=- (x,y,z):—L
r 3 r3
2 2 2
veyl_2o] o] 2 ,[i(x,yyz)}:_i_w :_{33_33}:0
r oX|y, Oy|., Ozl r r r r r

lo cual justifica en principio la ecuacion de Laplace para valores de r no nulos. Para
r=0 el resultado debe considerarse indeterminado. Sin embargo el Laplaciano de 1/r
nos reserva una sorpresa. Si le aplicamos el teorema integral de la divergencia sobre
una esfera centrada en el origen (0,0,0) y de radio no nulo arbitrario tenemos

J.Vzidv=JVo(Vijdv=§(Vi)odS=—§rr3-dS=—47Z

donde la integral de superficie corresponde a la definicion de angulo sélido lo que
justifica el valor no nulo de la integral. Tenemos por tanto un objeto matematico que
resulta ser nulo para todos los puntos del espacio salvo para uno y cualquier integral
de volumen que contenga dicho punto debemos asignarle una valor no nulo. Se
distingue esta nueva especie matematica del concepto de funcién denominandola
distribucion, en concreto es un distribucion del tipo delta de Dirac &(r). Introduciendo
una constante g/g, podemos escribir el resultado como

vz%:—%(?); [a(nav=1
nd &

todoel espacio

la distribucion &(r) se define como nula para r distinto de cero y la integral de volumen
de &(r) es igual a 1 si el volumen incluye el punto r=0. Las unidades de &(r) son las de
la inversa de un volumen y el lector puede ver claramente la similitud de la ecuaciéon
anterior y la ecuacion de Poisson para el potencial de un campo electrostatico (o
gravitatorio), donde la densidad corresponde a una carga 0 masa puntual localizada en
r=0. Evidentemente la carga puntual no tiene por qué estar en r=0 y se puede localizar
en un punto arbitrario r’, en este caso la ecuacion anterior queda asi

Vzrﬁrl=—4ﬂq5(r—l")

donde el operador gradiente se aplica sobre las coordenadas r del punto de
observacion del campo, no sobre el punto de localizacion de la carga r. A partir de
este resultado y del teorema de Green se puede establecer una solucién general para
la ecuacion de Poisson. El teorema de Green es una consecuencia del teorema
integral de la divergencia (ver seccién matematica del trabajo de introduccion a la
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mecanica de fluidos). Si tomamos funciones derivables ¢, g arbitrarias y definiendo la
funcién una vectorial A partiendo de ellas tenemos
A=gVg-gVp=VeA=¢V’g+VgeVg-VgeVj—gVij=gvg—-gVvis
J'V o Adv :j[¢vzg —gV2glv = §Ko dS = §[¢Vg —gVgledS (teoremadeGreen)

Elegimos las funciones ¢, g de la siguiente forma

p(r)
&
Vig=5(r—r)

Vip=— (ec. de Poisson)

y aplicado al teorema de Green tenemos

I{M(r g2 )}dv ~{[#vg-gvglsds

de los resultados precedentes vemos que podemos elegir g = ‘ — y por tanto
A
[potr—ryav = j 1 p(r) § Nt 1 vygleds
ﬂg‘r 47[ ‘r

si consideramos r’ un punto fijo del campo y r un punto que varia en todo el espacio
sobre el que se realiza la integracion, el resultado es un valor integrado para la funcién
potencial de la ecuacién de Poisson

o= (r)d -

- Ve

dre Ar ‘r ‘ ‘r - r‘
La integral de superficie corresponde a condiciones de contorno sobre el valor de la
funcién potencial y su gradiente en los puntos de una superficie cerrada.

El desarrollo seguido aqui para resolver la ecuacion de Poisson se puede generalizar
en el método de la funcion de Green. Dado un operador diferencial lineal D como
puede ser el operador de Laplace, la ecuacion de ondas, la ecuacion de difusion, la
ecuacion de propagacion del calor, la ecuacién de Schrédinger, etc. Se trata de
encontrar la funcién de Green g que sea solucién de una ecuacién diferencial de la

forma D(g)=§(F—F’). A partir de aqui se puede encontrar una solucién para la
ecuacion diferencial D(f) = u(r), siendo u una funcién arbitraria.

El método de la separacion de variables también es aplicable para encontrar
soluciones al Laplaciano. En el apéndice se describe el caso de coordenadas esféricas
con simetria axial.
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9-El principio de Huygens y la difraccién.

En 1678 Christiaan Huygens propuso el siguiente principio heuristico para explicar el
mecanismo de propagacion de una onda:

Todo punto afectado por una onda puede considerarse como una fuente de ondas
esféricas secundarias que se extienden en todas las direcciones con la misma
velocidad, frecuencia y longitud de onda que el frente de onda del que proceden.

Probablemente el lector recuerda modelos que utilizan este principio heuristico para
visualizar los procesos de reflexion y refraccion de una onda. Sin embargo el
enunciado del principio presenta problemas de interpretacion fisica. Normalmente una
onda tiene asociado un sentido de propagacion :va de un punto A a un punto B. Pero
segun el principio, las ondas esféricas secundarias se propagan de la misma forma en
todas las direcciones, no hay una direccién privilegiada. Tomemos el caso de la onda
circular generada por una piedra que cae en la superficie de un lago en reposo. Un
punto distante del centro de impacto llega a ser afectado por la onda y segun el
principio se convierte en emisor secundario de ondas esféricas. La suma de todas las
contribuciones secundarios genera en principio tanto una perturbacién que avanza
como una que retrocede respecto del movimiento inicial de la onda.

Sin embargo el principio heuristico sirve de base para un planteamiento matematico
mas preciso. Segun el principio podemos establecer que la forma funcional de una
onda sera de este tipo

sin( kR wt) - =

H(r,t) = ZA(kr r) R=‘r—r'

donde hemos tomado una onda sinusoidal para la funcion f(r-ct) de la onda esférica. El
punto r’ corresponde al punto considerado como emisor secundario y r es el punto de
observacion de la onda. Los factores Ai ajustan la amplitud de la onda secundaria y
consideramos que, para una situacién estacionaria, solo dependen del vector de
ondas Kk, del punto emisor secundario r’ considerado y del punto de observacion del
campo r. Para el caso de una onda monocroméatica caracterizada por una Unica
longitud de onda k, el principio indica que las ondas secundarias tienen esa misma
longitud de onda k. Podemos utilizar la relacién de Euler e*=cos(x)+i*sin(x) y expresar
la relacion anterior asi

|(kR wt) __ AikR _ _ _ _
AIDICEE {Z/\(k,r', r)eR}e'(“’ =.(04.00; $(1,1) = Re(¢* (1, 1)

donde la amplitud de onda corresponde a la parte real de la expresion compleja ¢°.
Vemos que la expresion admite una factorizacion en parte espacial y parte temporal.
Si aplicamos la ecuacion de ondas a la forma que hemos obtenido tenemos

4,(r) O*4. (1) _

8. () V24, (r)= "2 v ¢C<t)—¢c(r):»

V24, (r) + k%4, (r) =0
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la ecuacién diferencial anterior, conocida como ecuacién de Helmholtz, representa al
conjunto de todas las soluciones compatibles con el principio de Huygens para el caso
de ondas monocrométicas. Podemos encontrar las integrales de la ecuacién de
Helmholtz mediante la técnica de la funcion de Green sefalada anteriormente. Para
ello necesitamos encontrar la funcion de Green correspondiente a la ecuacién de
Helmholtz

V2g(r)+k*g(r)=a(r-r")

el siguiente candidato resulta ser valido para la funcion de Green correspondiente a la
ecuacion de Helmholtz, y puede demostrarse que es el Unico candidato

_ _1 eikR
r=—-—;
9(r) 47 R
e'® ik R iR R KR AikR : 1,
V| — |=——e" - — e =e"(1-kR)V=;
R RR R R

Ve {V[ﬂJ =Ve [eikR(l— ikR)V%} = V[e** (1~ ikR)]s v% + e (L-ikR)V? %;

V[e'® (1- ikR)]= ke (1- ikR)VR — e*ikVR = e**k’RVR =

=) _ ikR _
Ve {v(— } =—e""k’RVR e % —478(R)e™ (1-ikR)= —k? e? —476(R) =

1 aikR 1 aikR . o
vz(ﬁ%}kz[ﬁ%}am):ﬂr—r')

donde el factor a la derecha de 6(R) se elimina ya que cuando R tiende a cero este
valor tiende a 1. Si aplicamos ahora el teorema de Green variando r en todo el
volumen de integracion y manteniendo r’ en un punto fijo

[l.via-ovig Jv=§[s.vg - gvg,Jeds ; g=;e'R: V24, (r)+ K¢, (r) =0

ikR

, 1 iR R 1 e L - __1 iR _eikR i
j{@(k yia— +5(r—r)J+4” - (K ¢C(r))}dv_4”§{¢cv( R] - v¢c} 45 =

- - B - _;1 eikR _eikR . = 7:7_7.
j¢c5(r—r)dv_¢c(r)_4ﬁ§{¢cv( RJ - v¢c} ds; R=r—r

resultando que el valor del campo en un punto ¢.(r) depende de una integral sobre una
superficie que encierra a dicho punto r’.

Difraccién

Podemos aplicar el resultado anterior al caso en que una onda pasa por una pequefa
abertura practicada en una placa. En el caso de ondas luminosas, la 6ptica geométrica
nos dice que al pasar la luz por la abertura se produce una zona de sombra en la que
no hay luz. Pero la experiencia indica que dicha sombra geométrica se produce si el
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tamafio de la abertura es mayor que la longitud de onda, pero para dimensiones
comparables es posible detectar luz en las zonas de sombra geométrica.

S3 El dibujo representa un foco
= - =~ emisor de ondas monocromaticas
N2 esféricas, y una placa material

’ AN fijia de grandes dimensiones con
S2 a |/ R \  una pequefia abertura. El circulo
\ punteado corresponde a una
: superficie esférica de radio muy
I grande que utilizaremos para
\ ’ calcular la integral del resultado
*.  Observador (r) // matematico anterior sobre un

N e punto de observacion.
Foco === Descomponemos la superficie de
integracion en 4 partes:

mC=x

-
~

Parte S3: es la parte de la superficie esférica que no toca a la placa ni a la abertura.
Partes S2 : son las partes de la superficie esférica que tocan con la placa.
Parte S1: corresponde a la parte de la superficie esférica en que esta la abertura.

Si ¢(r) es la funcion de onda, a la izquierda de la placa suponemos que dicha placa no
refleja las ondas emitidas desde el foco y suponemos que la funcién de onda
Aeikd

corresponde a una onda esférica ¢, =
d

La integral que debemos calcular se puede descomponer en tres partes segun las
superficies que hemos descrito

_ _1 eikR eikR .
=Y —§ 4V — |-——V4g, |¢dS,
¢.(r') %34” {@ [ R J R 4 i
Donde dS es un vector apuntando al exterior de la superficie esférica de integracion.
Consideramos las siguientes aproximaciones

1-La integral sobre S3 constituye esencialmente una onda secundaria de retroceso,
por lo que el valor de esta contribucidon debe anularse, ya que no existe ningun objeto
reflectante.

2-Las integrales sobre S2 corresponden a una zona de sombra geométrica y, aunque
en rigor no sea cierto debido al fendbmeno de la difraccion, vamos a suponer que ¢(r)
toma un valor despreciable en esta zona de modo que las integrales son
despreciables.

3-En S1 el valor de la funcién de onda ¢(r)) es el mismo que si no existiese placa.

El resultado es
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o _AJel (R @R [ gikd . _A 1 e o
Y= Ay | ey feds, = A [ e kR £ & e (1 ikd ) L oS, =
7.() 4ﬂj{d [RJ R (dﬂ : 4ﬂ{d L-kRV R (I)d} :

_ ik(R+d) .
—A {e [R(l—ikR)V;—d(l—ikd)v(ljﬂodsl

A Rd

4- Una aproximacion mas :suponemos la longitud de onda mucho menor que las
distancias Ry d : kR>>1, kd >> 1y por tanto

_ . A eik(R+d) 1 1 . . A Ik R+d) R d _
ry=ik— R°V=—-d?V=||edS, =—ik— ds, =
() 47;1{ Rd ( R dﬂ : 47rf[ Rd (R dﬂ :

ik(R+d)
ik (&
4

[cos(a, dS:)—cos(R, d §1)]d8l

Se pueden afadir aproximaciones adicionales a este resultado para explicar los casos
de difraccion de Fresnel (observador y/o foco cercano a la placa) y de Fraunhoffer
(observador y foco alejado de la placa). En el caso Fraunhoffer suponemos el foco en
el infinito y por tanto lo que llega a la placa es una onda plana de amplitud constante.
Para simplificar el modelo suponemos que los rayos llegan paralelos a un plano
perpendicular a la placa que pasa por el centro geométrico de la rendija y al que
llamaremos “suelo”; en el dibujo anterior puede ser el mismo plano del papel. Debido
al angulo (d,dS;) entre la onda plana y el plano de la rendija existirA un desfase
geométrico 64 en el valor de la onda plana en los puntos de la rendija. Los rayos
secundarios a la derecha del dibujo paralelos al “suelo” y emitidos desde todos los
puntos de la placa se cruzan en el infinito; seglin la definicibn geométrica de
paralelismo. Podemos obtener una imagen de este cruce utilizando una lente
adecuada que toma los rayos secundarios y los enfoca en una pantalla de observacion
(observador (r') en el dibujo) perpendicular al “suelo”. Evidentemente los rayos
secundarios paralelos entre si, pero no paralelos al plano del “suelo”, escapan a las
dimensiones de una pantalla de observacion de tamafio finito; por lo que nuestro
observador no necesita tenerlos en cuenta. Estos rayos paralelos secundarios también
tienen asociado un desfase geométrico debido al angulo (R,dS,) con la placa; la lente
no introduce ningun desfase adicional. Con estas dos aproximaciones la formula

anterior queda asi

ik(Ry+dp)
4.(r) = mie
ROdO

[cos(6,) +cos(6r)][ ") dS, 6, =ds-dS: ,6, =RdS:

Donde los valores con indice O son valores constantes. Para el caso sencillo de una
- rendija rectangular el célculo de los desfases & se puede realizar

> r Hr utilizando la imagen de una puerta abierta. El hueco de la puerta es la
5d rendija y el plano de la puerta corresponde al frente de onda de la onda
plana. Con ayuda del dibujo adjunto podemos calcular faciimente el
desfase

5, +8, =k x[sen(6;) —sen(6,)] =
0./ "N Aeik(R‘”d") ? ik x[sen(65 )-sen(6y)]
" ¢, (r') =—ik [cos(,) + cos(@R)]hJ.e dx
47 R 0

oo
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Donde hemos tomado como referencia de angulos la direccion x de la rendija y
considerando su signo (6g>0, 64<0 en el dibujo). El resultado muestra la relacion entre
la difraccion y la transformada de Fourier. Finalmente también hemos encontrado una
pista sobre la anulacion de las ondas secundarias en retroceso y esta en el factor
cos(6y)+cos(Br). Para la onda secundaria en retroceso directo el factor sera
cos(64)+cos(64+m)=0; lo que muestra la anulacion de las ondas secundarias en
retroceso.

El planteamiento que hemos seguido sobre la difraccion se refiere a una pequefia
abertura en una placa, pero la difraccion también se da en el caso en que la luz incide
en el borde de la placa, apareciendo luz en las zonas correspondientes a la sombra
geométrica. En la practica se dan fenémenos de difraccion cuando ondas de radio de
la longitud de onda adecuada interrumpen su normal propagacion por accidentes
geograficos como montafias.

El desarrollo realizado se basa en que el foco genera una onda monocromatica. En
rigor esto no es posible ya que una onda monocromatica es infinita y eterna. Una onda
monocroméatica es por ejemplo sen(kr-wt) de modo que en cualquier instante de
tiempo podemos caracterizar la onda por medio de su longitud de onda k. En la
realidad esto no es asi y los focos emiten los llamados pulsos o trenes de onda, es
decir, ondas con un inicio y un fin en el tiempo y en el espacio. La imagen representa
J\/‘ ejemplos de estos trenes de onda. La calidad

monocromética de los focos emisores se mide
3 por el pardmetro denominado longitud de

WW coherencia que representa aproximadamente la

longitud del tren en el que la onda es

X aproximadamente sinusoidal (monocromatica).
,\/\./\/\/WW\/\/WV\/ Para desfases que excedan de la longitud de
b coherencia los resultados de la aproximacién de
Franunhoffer no seran validos y en general mas alla de este limite de la longitud de

coherencia no se observa el fenébmeno de la difraccion. Los laser son las fuentes de
luz con mas alta longitud de coherencia.

El teorema de Fourier permite expresar los pulsos o trenes de onda como suma de
ondas componentes monocromaticas puras.
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10-Ondas estacionarias en tres dimensiones.

Hemos visto el caso de ondas estacionarias en una dimensién para el caso de una
banda elastica o muelle obligado a oscilar en una zona acotada por dos paredes. Las
ondas elasticas en tres dimensiones son mas complejas, ya que a parte de las ondas
longitudinales también son posibles ondas transversales y estos dos tipos de ondas se
propagan en general a distinta velocidad. Sin embargo es posible suponer una
situacion en que la velocidad de los modos longitudinales y transversales es la misma.
En este caso el campo de desplazamientos elasticos sera un vector, suma vectorial de
los desplazamientos elasticos de cada onda posible. Para el caso de la componente x

Vzg;:iz fy oy = zf Sy = o afzy’ y(X’y’Z’t)

Vemos por tanto que el campo de desplazamientos verifica la ecuacién de onda para
cada una de sus componentes vectoriales x,y,z.

Como hemos visto, las soluciones estacionarias implican la existencia de puntos en los
gue el proceso ondulatorio se anula permanentemente. En el caso unidimensional esto
nos llevé a una funcién de onda que factorizaba sus variables de esta forma: P(x)T(t).
En el caso de tres dimensiones la analogia nos lleva a §,(x,y,z,t)=P(x,y,z)T(t). De esta
forma, los puntos en los que sea P(x,y,2)=0 el campo de desplazamientos, en la
direccion (y) en este caso, sera siempre nulo y corresponden a un nodo de ¢,.
Podemos aplicar a esta solucion la ecuacion de ondas

azT(t):> L vpay,z)= L AT (t)

c’T()V2P(X,y,2)=P(X,Y,2) P00 y.2) F(t) pe

La ecuacion diferencial que se obtiene dividiendo por P(x,y,z)T(t) (no idénticamente
nula) separa las variables a los dos lados del signo igual. A la derecha es un valor en
(x,y,2), a la izquierda un valor en (t). Dado que estas variables son independientes, la
Unica posibilidad es que el valor de ambos lados de la ecuacion sea una constante k:

o°T (t)

V?P(x,Y,2)=kP(x,Y,2); =c’kT(t)

para que la ecuacion de T(t) sea armonica y no tome valores tendentes a cero o0 a
infinito, impropios de una situacién estacionaria, es necesario que k sea un valor
negativo y por tanto resulta mejor escribir el resultado de esta forma

o°T (t)

VZP(X,Y,z)=—k’P(X,Y,2); —k2c?T (t)

A partir de aqui, la busca de las ondas estacionarias, llamadas también modos
normales de oscilacion, depende de forma determinante de las condiciones concretas
del caso; sin embargo veremos que se puede asumir una factorizacién de la funcion
P(x,y,z) en una situacion sencilla.
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Tomemos el caso de un material elastico en las condiciones ya sefialadas que tenga
forma de paralelepipedo regular de modo que en
z todas las caras el campo de desplazamiento se

anule. Por tanto el plano x=0 es un plano nodal y se
cumple siempre  P(0,x,y)=0 para cualquier
combinacion  (y,z). Evidentemente = podemos
reproducir este comportamiento haciendo
Y  P(xy,2)=P*(x)P*’(y,z) y P*(0)=0. Introduciendo esta

factorizacion y utilizando las propiedades del
operador gradiente que pueden verse en el trabajo
sobre mecénica de fluidos

V2P ()P (y,2)=—k’P* (X)P*(y,2) =V o [V(P* (X)P* (v,2))|

V(P (P*(y,2))=P"(y, 2)V(P*(x))+ P* ()V(P*(y.2))
Ve [V(P*(0P”(v.2)|= V(P" (y.2) ) V(P (x))+ P (v, 2)V?(P* () ) +
V(P (x))e V(P"(y,2) )+ P*(x)V*(P*(y.2))

Note el lector que los productos escalares de gradientes se anulan, ya que un término
anula la componente (X) y el otro anula las componentes (y,z). Por tanto tenemos

P (y,2)V2(P* (%) )+ P*(\)V2(P* (y,2)) = -K*P* (x)P*(y,2) =

(YR N G 1
iy Pl s i P Wl

1
P*(x)

VZ(PX(X))+

Por las mismas razones que en el caso de la factorizacion de la variable tiempo los
sumando deben corresponder a valores constantes y el término correspondiente a la
derivada segunda en x debe ser una constante negativa. Evidentemente podemos
repetir la factorizacién con P¥*(y,z) y obtendremos en total las siguientes ecuaciones

2
d thz(t) — KT (1)

&P )=kP 0
d2 y — _lk2pY

d—yz(P (¥))=-kZP*(y)
%;(Pz(z)):—kaz(z)

k? =k; +k +k;

Por tanto la solucion general para P(x,y,z)T(t) es

v2(P*(y,2))=—k*
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P(x,,2) = (A,sin(k,x) + B, cos(k,x) A, sin(k,y) + B, cos(k, y) (A sin(k,z) + B, cos(k,z))
T (t) = (A sin(ket) + B, cos(kct))
k? =k +k; +k?
En nuestro caso, dado que los planos x=0, y=0, z=0 son planos nodales debe ser

B.=B,=B,=0 . Ademas los planos opuestos x=d,, y=d,, z=d, también deben ser nodales
por lo que las funciones seno debe anularse en estos planos nodales

2 2 ’
kd,=nz;kd =nz;kd, =nz; k= L2 I L N LU
d d d

X y z

La solucién genérica, con estas condiciones de contorno, sera

T n

£ y2)=3 S S A A A sin x)sin(r:jy—ﬂ y)sin( 2 2)(A sin( ket) + B, cos(ket))

nx z
nx=1ny=1nz=1 d X y d z

k=k(n,,n,,n,)

El resto de constantes se puede determinar con las condiciones de contorno
correspondientes a la derivada parcial 9¢,/0t en t=0 y con el contenido de energia
correspondiente a los distintos modos de oscilacion.

Se puede seguir el método aqui presentado para casos en los que los nodos se
distribuyan en superficies esféricas o cilindricas. Si la simetria es la adecuada, se
pueden utilizar la separacion de variables expresando los operadores diferenciales en
estos sistemas de coordenadas.

Si la solucién que encontramos verifica las condiciones de contorno y la ecuaciéon de
ondas, existe un teorema que asegura que solo puede haber una solucién con esas
condiciones.
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11-Guia de Ondas.

Tomemos el caso anterior de ondas estacionarias en tres dimensiones en
paralelepipedo y modifiguemos la situacion eliminando los planos limite y=0 y y=d,. De
este modo tenemos una banda elastica de seccion d,d, y longitud teéricamente infinita.
En este caso no pueden producirse las componentes estacionarias en la direccion (y)
ya que no se produce el rebote de la onda correspondiente. Tomaremos una
componente de la solucién anterior de esta forma

EXM = AL A A, sin( ndxﬂ x)sin( néﬂ z)sin(k, y)(B, cos(ket)) =
AA,A B sin( ”dX” X)sin( ”OZI” z)%[sin( K,y —ket) +sin(k, y +ket)]

X Z

para la que suponemos A=0 sin pérdida de generalidad. Esta expresion induce a
buscar soluciones de onda progresiva de la forma

&, (%Y, 2,t) =w(x z)sin(k,y — at)

Note el lector que no se trata de una onda plana, ya que la amplitud w(x,z) en la
direccién perpendicular a la propagacion de la onda no tiene por que ser constante. Si
introducimos esta forma funcional en la ecuacion de onda tenemos

Vi (x,z) = k2w (x,z); k? =(a)—2—k2j
] c [} ] c Cz g

Esta ecuacion ya ha sido resuelta antes en funcion de las condiciones de contorno, de
este modo el valor k. esta determinado por condiciones de contorno, w es la
frecuencia de oscilacion de la onda y c la velocidad de la onda. Todos estos
parametros los podemos obtener experimentalmente, de modo que los resultados
anteriores determinan el valor kq y las distintas componentes ondulatorias en la guia
de ondas tienen esta forma

T .. nrx
X) sin( =
) (OI

X

éy(x, y,z,t) = AxAA B sin( z) sin( kgy—a)t)

nX
d Z

Es decir, una onda guiada que se propaga en la direccién (y). Podemos imaginar el
sistema formado por un oscilador que mueve
elasticamente el extremo de la guia de ondas a
un frecuencia w. Las condiciones de contorno de ¢y dé/dt sobre el extremo de la guia
donde se acopla el oscilador conducen a que la frecuencia de las ondas guiadas y la
frecuencia del oscilador deben ser iguales. Pero las componentes ondulatorias a
través de la guia debe cumplir k*+ k,=w’/c’* . Dado que k. depende de las
dimensiones geométricas transversales de la guia y la frecuencia w del oscilador
externo, vemos que ambos parametros son independientes y podemos elegirlos de
modo que el valor kq resulte ser un numero complejo. En este caso no se produce el
fendmeno de la onda guiada y el sistema expulsa la energia que el oscilador externo

—>e
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intenta introducir en el sistema. La frecuencia w correspondiente a k;=0 se denomina
frecuencia de corte w, y verifica ck. = w, .Solo se pueden propagar en la guia
frecuencias superiores a la de corte, de modo que pueda ser a kg>0. Si el oscilador
del extremo no oscila con una frecuencia pura, sino una combinacion o espectro de
frecuencias segun el correspondiente analisis de Fourier temporal de sefales,
entonces solo se trasmitiran por la guia las frecuencias correspondientes superiores a
la de corte. De este modo la guia de ondas funciona como un filtro que elimina las
frecuencias por debajo de la frecuencia de corte.

12-Ondas en la cuerda de una guitarra.

Consideremos la pulsacion de la cuerda de una guitarra. Cuando la cuerda esta en
reposo sabemos que tiene definida una tensibn mecanica constante asociada al tono
de su afinacion. Cualquier punto en la cuerda divide a esta en dos partes. La fuerza
con que ambas partes se atraen corresponden a la tensién de la cuerda y es facil ver,
segun las leyes de Newton, que debe ser igual en cualquier punto de la cuerda en
reposo; ya que no existe ninguna parte de la cuerda sometida a aceleracion.

Tensamos la cuerda con un dedo, solo muy ligeramente, llevando el dedo a una altura

h. Esto hace que la longitud de la cuerda se modifique y ,en el margen de la ley de

: Hooke, esto supone que la cuerda almacena cierta

T |_| h§ |_| cantidad de energia potencial elastica. Al soltar la
u L

cuerda esta energia potencial se transforma en
cinética y por tanto la longitud de la cuerda empieza
a disminuir. Debido a esto los puntos de la cuerda
se mueven en principio en las dos direcciones del plano : <y> ya que se mueven hacia
abajo , <x> debido a que la cuerda se esta acortando al disminuir la energia potencial
elastica. Podemos acotar el desplazamiento de los puntos de la cuerda en la direccion
<x> ya que este desplazamiento no puede ser superior a la maodificacion maxima en la
longitud de la cuerda

. o . Ll

Ax<\/Lf+h2 +\/I_§+h2 —(L1+L2)zL1(1+2h—l;j+ L2[1+2h—é]—(L1+L2):g£E+L%]

Ay <h

Evidentemente, donde podemos conseguir facilmente una mayor altura h en la
pulsacién de la cuerda es entorno al punto medio, de modo que si se verifica que la
altura es mucho menor que la longitud de la cuerda : h<<L, entonces podemos
considerar que los puntos de la cuerda se mueven exclusivamente en la direccion
vertical. En esta aproximacion estamos considerando despreciable la modificacion de
longitud de la cuerda que pulsamos y consecuentemente con esto debemos
considerar que el médulo de la tension de la cuerda (T), proporcional a la energia
elastica, no se ve apenas modificada respecto de la tension de la cuerda en reposo.
Sin embargo en la vibracion la cuerda cambia de forma, con lo que la tension de la
cuerda, que es tangente a la misma, cambia también de direccidn y esta es la principal
variacion del vector T. Si representamos el campo de tensiones en la cuerda por la
funcién vectorial T*u(l,t) donde u es un vector unitario tangente a la cuerda, | es la
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posicion de un punto sobre la cuerda medida sobre la misma cuerda y t el tiempo
tenemos para la variacion de tension en un tramo dl y en un instante fijo

T-Tu;dT =2 a1
ol ol

dl =T— dI;

t t

La variacién de tensién en los extremos de dl provoca la aceleracion del elemento de
masa correspondiente que , segun las leyes de Newton y nuestra aproximacion son

o’y

o

dT eux=0; dT eu, =dm

X

La derivada en <x> de y(x,t) en un instante t fijjo corresponde con la pendiente de
linea tangente a la cuerda en el punto x considerado. En nuestra aproximacion esta
linea tangente estd muy proxima a la linea de la cuerda en reposo y por tanto la
pendiente de la linea tangente es aproximadamente igual al &ngulo con la cuerda en
reposo y al seno de este angulo. De este modo podemos poner, dado que u, es un
vector constante

0%y

ot

;GOGyzg
X

colueu,)
ol

dl =dm

t

t X

y dado que para todo dl existe un dx relacionado tenemos como resultado la ecuacién
de ondas con una velocidad de propagacion ¢ que depende de la Tension y la
densidad lineal de masa de la cuerda, ambas medidas en el estado de reposo de la

cuerda
— — 2 2
M d=9|¥Y dx:Tig = 672/ 2= Thie= T
al GX aXt t ax t at X dx 1

Note el lector que la velocidad de las ondas mecanicas se calcula a partir de valores
propios del equilibrio_del sistema considerado. En este caso los parametros son la
tension de la cuerda y la densidad lineal de masa, ambos en el estado de equilibrio
estatico. En el caso de las ondas acusticas en el aire los parametros son la presion y
la densidad de una atmoésfera en equilibrio; la velocidad de las ondas acusticas en el
aire también incluye el cociente entre calores especificos a volumen y a presion
constante, parametros propios del equilibrio termodinamico. Esto nos dice que las
ondas mecanicas estan asociadas a modificaciones relativamente pequefias respecto
a las condiciones de equilibrio de un sistema estable; es decir, un sistema que tiende a
recuperar su estado inicial de equilibrio en respuesta a perturbaciones.
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13-Continuidad, Reflexion y Refraccion.
La constancia de la frecuencia

Imaginemos dos muelles de distintas constantes elésticas y conectados tal como
aparece en el dibujo. La conexion entre muelles se hace mediante una pequefa masa.

Sobre esta actiuan las fuerzas de los muelles y la gravedad. Si
& llevamos el caso hasta el limite en que se anula esta masa
tenemos, en modulo, la siguiente relacion de fuerzas ki €= kxé,; don
de ¢ hace referencia a las elongaciones de los dos muelles respecto
82 de sus respectivos estados sin tension y k hace referencia a las
| v constantes elasticas respectivas. Es posible plantear la combinacién

" §t0t3|

hd de muelles como un muelle equivalente asignandole una constante
k y una elongacion que debe ser la suma de las elongaciones anteriores. La fuerza
gue ejerce este muelle equivalente sobre la masa de abajo debe ser la misma fuerza
gue ejerce el muelle 2 : k(&+&)= koé, .Sustituyendo la ecuacién anterior tenemos k
=k;k./(k;tk;) para la constante eléstica del muelle equivalente; que resulta ser menor
gue cualquiera de las constantes individuales. Por tanto podemos plantear la dinAmica
de la misma forma que con un solo muelle

m%:—kéjngm cos(awt) ; w=+k/m

Si bien esta ecuacion describe el movimiento del extremo el muelle oscilando con una
frecuencia w, la experiencia nos dice que los dos muelles estan oscilando con la
misma frecuencia w. En el contexto de masas de los muelles mucho menores que la
masa movil del extremo siempre podemos elegir muelles de distinto material y de
masas muy distintas entre si. En cualquier caso estos dos muelles resultar oscilar con
la misma frecuencia w que el muelle equivalente. Desde el punto de vista ondulatorio,
que abordamos a continuacién, debemos considerar una onda que pasa del muelle 1
al muelle 2 (y al revés) ; y segun lo visto parece que debemos mantener la misma
frecuencia para las ondas en el muelle 1 y el muelle 2. La literatura (Alonso-Finn vol2)
acepta esto como un hecho experimental aplicable a todos los fenébmenos ondulatorios
asociados a la reflexién y refraccién de ondas.

Planteamiento ondulatorio

Imaginemos una banda elastica formada por la unién de otras dos, una detras de la
otra, de igual seccion pero distinto material, de modo que el modulo de elasticidad Y
sea diferente. Analogamente el caso puede ser el de una cuerda formada por la unién
de otras dos, una detras de la otra, pero con diferente densidad lineal. La situacion es
similar a la descrita en el dibujo, con dos bandas elasticas o cuerdas conectadas. Si un
fendmeno ondulatorio se esta propagando de izquierda a derecha parece evidente que
puede pasar a la otra parte del sistema y seguir propagadndose en la misma direccion.
Identifiquemos las funciones en las dos partes

AN I N como & (x-ct) a la izquierda y & (x-ct) a la

derecha. EI valor de estas funciones
corresponde a la elongacion de cada punto x de la banda completa en el instante t. Si
llamamos X, al punto frontera entre las dos partes del sistema, parece evidente que la
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elongacion de este punto es Unica y por tanto las dos funciones anteriores deben
coincidir en este punto:

fi(xo_Ct):gd(Xo_Ct)

Sin embargo aparece un problema fisico en este punto. Sabemos que la energia
elastica es proporcional a la constante elastica y al cuadrado de la elongacion; y
sabemos también que esta energia elastica se propaga junto con la onda de izquierda
a derecha. Si, justo a derecha e izquierda de la superficie frontera, tenemos materiales
de distinta constante elastica k y es, por ejemplo, k; < k4 ; entonces la condicién de
igual elongacion en la superficie frontera supone un problema fisico en relacion al
principio de conservacién de la energia. En efecto, en un pequefio entorno a derecha e
izquierda de X, la elongacién sera, por continuidad, sensiblemente similar a la
elongacién en x,, pero la energia elastica en el lado izquierdo serd menor que en el
lado derecho debido a la diferencia de constantes elasticas. Esto supone un aumento
de energia cuando la onda pasa la superficie frontera, y no se ve la procedencia de
esta energia adicional.

La solucion general de la ecuacion de onda y nuestro sentido de la causalidad solo
nos deja la alternativa de suponer que, en la parte izquierda, no puede existir una sola
onda incidente, sino que la superficie frontera debe ser la causa de una onda rebotada
o reflejada moviéndose en la direccion contraria a la onda incidente: &(x+ct). De este
modo la condicidn para la elongacion en la superficie frontera es

§ii (X, —ct) + Strl (%, +ct) = gtd (%, —ct)

donde el subindice i indica onda incidente, el r onda reflejada y el t onda transmitida o
refractada.

Si nos fijamos en el caso de la banda elastica, en el punto X, , 0 mejor dicho en la
superficie frontera, la tension de la banda debe ser la misma a un lado y a otro. Esto
€s hecesario porgue no podemos asignar masa en este caso a la superficie frontera
entre las partes derecha e izquierda. Por tanto en el punto x, se debe verificar

Ti :YIS afll(X_Ct)

i dey
+Yi86e§r(x+ct) :szYdSa‘)’Z‘ (x—ct)

oX o oX 0 oX o
[ o8 x=ct)| g (xret) |_y s 08 (x—ct)
6X |x0 8X |x0 8X x0

Segun el teorema de Fourier podemos descomponer en serie de senos y COSenos
cualquier perturbacion ondulatoria en un medio lineal. Por tanto sera relevante ver el
comportamiento fisico de una sola componente senoidal en este caso; teniendo en
cuenta que las componentes funcionales de Fourier (senos, cosenos) actian de forma
fisicamente independiente y no intercambian energia entre ellas. La eleccion de las
ondas reflejada y transmitida debe ser tal que haya continuidad con los casos limite
siguientes

1-Si el sistema de la derecha es un objeto no elastico y masivo la onda debe reflejarse
totalmente y no existe componente transmitida. Este caso ya lo hemos visto antes.
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2-Si el material de la derecha es muy parecido o igual al de la izquierda, entonces la
onda es totalmente transmitida y no existe la componente reflejada.

Segun estas condiciones podemos tomar la siguiente eleccion

E' (%, —Ct) = &'sen(ot — K'x)
E(X, +Ct) = Elsen(at + K'X)
E (%, —Ct) = E'sen(awt — K*X)

donde mantenemos la misma frecuencia segun lo discutido en la seccién anterior. De
esta forma, con los valores correspondientes para las amplitudes y vector de ondas
asociados a la funcion seno podemos reproducir los casos limite antes sefalados.
Aplicando las condiciones de continuidad a estas ecuaciones y tomando por
conveniencia X, = 0 tenemos

é:ii +§rl :§td
YiKi(égii _ég)szKdé:td

lo que nos permite, a partir de la amplitud de la onda incidente ¢, obtener la amplitud
de la onda reflejada &, y transmitida €. Por otro lado, a partir de la frecuencia y la
velocidad de las ondas elasticas en las dos partes se pueden calcular los nimeros de
ondas K (mayuscula) a derecha e izquierda.

14-Ondas y relatividad especial.
Caso de una dimension

Imaginemos dos sistemas de coordenadas inerciales (X1,¥1,21,t1) ¥ (X,y,z,t) de ejes
paralelos moviéndose relativamente a
velocidad v sobre la direccién del eje <x-x;>
v comun. Sobre el eje <x> del sistema

(x,y,z,t) hay una cuerda en reposo que se

" pulsa, generando un proceso ondulatorio.

N En (x,y,zt) las posibles soluciones de la

/1 /Z X ecuacion de ondas son una combinacion
lineal de funciones de la forma y(x-u*t),

donde u es un valor positivo 0 negativo correspondiente a la velocidad de la onda en
(x,y,z,t). Todas estas funciones cumplen la ecuacion de ondas en el sistema (X,y,z,t)

2o
x>

62
2
T at

X

La ecuacion esté expresada en términos de los operadores diferenciales, indicando de
esta forma que vamos a operar exclusivamente con funciones que verifiqguen la
ecuacion de ondas anterior.

En el sistema de coordenadas 1 la onda se describe en este caso utilizando la relacion
(x,y,z,t)— (x1,¥1,21,t1) entre sistemas inerciales de modo que podamos poner y;(X(X1,t1)-
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u*t(x4,t1)) como representacién del fendmeno ondulatorio en las coordenadas del
sistema inercial 1. Nuestro objetivo es comprobar que esta funcion verifica también la
ecuacion de ondas en las coordenadas del sistema 1.

Como vimos en el trabajo “Espacio,tiempo,materia y vacio®, segun la relatividad
especial la relacion entre coordenadas de los dos sistemas es

X=y(%-Vvt), y=y,;t=yt,—vx);r=
1V
C2
A partir de aqui, podemos calcular la regla de transformacion de las derivadas
parciales correspondiente con la transformacion de coordenadas utilizando la regla de
la cadena sobre una funcién matematica arbitraria f(x(X1,t1),t(X1,t1))

of of| ox| of| ot of v of
~| T Al YAl w2 TV T 2 A
O%l, OX[ox |, Ot|,ox|, " ox| " c”atf
of of | ox of | ot of of
=~ Tl & TA&l & TNV TS
oy, oxjoy|, ot o], ox|, = ot],

Puesto que estas expresiones se verifican para cualquier funcién f(x,t) sea o no una
solucion de la ecuacidon de ondas, podemos poner el resultado en forma de
operadores

ol o8] vo
) T T,
o| @ o
al, 7, M,

Esta relacion es la transformacién de Lorentz para las derivadas parciales en los dos
sistemas de coordenadas. Esta forma nos facilita una aplicacion reiterada del operador
para calcular las derivadas segundas correspondientes

ol _oyo) _(o]_,vaoly o _ va
Nl O |, O, yaxt c’ ot|, 78xt 7czatx
i_ii__wﬁ+ﬁ_wﬁ+ﬁ
AR oxl et | axl, "

Desarrollando las expresiones anteriores, aplicando la operacion encontrada a la
funcion y;=y(x(x1,t1),-u*t(x1,t1)) y dado que en (x,y,zt) la funcién utilizada verifica la
2 2

0
2 [ —

ecuacion de ondas U —| ==
OX . ot

x Llegamos a
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0? (. Vviu?)o? ,V 0| o
oK), 7( ¢ Jac| 7 ¢ axatl,
0? oo 2\ 0 , 0| 0
— =y +u -2yvN—| —
ol 7 )a7t 7 Vol at,

Note ahora el lector que cualquier funcién de la forma f(x-ut) que verifique la ecuacion
de ondas en (x,y,z,t) también verifica necesariamente esta otra ecuacion en términos
operacionales

82
=—U——
) ox’

9
OX

o
Lt

t

Sustituyendo esto en las ecuaciones anteriores podemos eliminar 6%/0x* y llegamos al
siguiente operador

2

viu | 0% 8|
1+Q aXZlLl B 8t21|><1
C

Lo que nos dice que la onda original, en el sistema (x,y,z,t), transformada al sistema
en (X1,¥1,Z21,t1) también cumple la ecuacién de ondas en este Ultimo sistema de
coordenadas; pero con una velocidad de propagacion correspondiente a la suma
relativista de velocidades; que para velocidades mucho menores a la velocidad de la
luz (u<<c) corresponde a la suma clésica de velocidades.

Caso de dos dimensiones

Supongamos que en el plano x-z existe una onda plana bidimensional que verifica una
ecuacion del tipo y=f(k*r-wt), donde r =(x,y,z), k es el vector de onda y w la frecuencia
angular. La expresion funcional anterior se puede poner, sin pérdida de generalidad,
como y=f(W*r-t); simplemente dividiendo el argumento de la funcién por w y haciendo
W=k/ w. En el sistema 1 el fenbmeno se describe por y1=y=f(W*r(x1,z1,t1)-t(X1,t1)).

Analogamente al caso anterior, la transformacion de operadores asociada a la
transformacién de Lorentz nos lleva a

ol _4o vl ,va| e
X1y, ox?|, ctat®| , c®ax|,atl,,
0? 0?
a2 =72
62 1 t1,x1 82 t,x

2 2 2
8_2 =72 Vza_2 8_2 _2vi g
at 1 x1,z1 aX t,z at X,Z 6X t,zatx,z

Para una funcion cualquiera de la forma y=f(W*r-t) se verifica lo siguiente
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62
o

9
OX

0

02 Ot

82
e

82

_\/\/28_2 =
" ozt

* ot?

X,z X,Z t,z X,Z t,x

Que sustituido en las ecuaciones previas produce

o° Vi VW, ) o°
ox? 272(WX2+_4+2 2 ]—2
1 t1,z1 c c at X,z
O o
6221 t1,x1 ’ 8‘[2 X,z
0? o°
a‘t_zl = }/Z(VZWX2 +1+ 2VWX)at—2
x1,z1 X,z

Sumando las dos primeras ecuaciones y dividiendo por la tercera

82 62 Vz VW )
[ + — 2 WZ +— 42 X W 2 W l _1W 2
ox* wa Foras) wa _ Y ( x Tt c2 2 . ot o2 +(7 Z)

o 72 VWZ + 1+ 20w, ) LW )

2
at 1 x1,z1
y por tanto la onda transformada segun las coordenadas del sistema 1 también verifica

la ecuacion de ondas de esta forma

W \Y
il i IR I S W 4 U8
Xl OZh| . oth[ T LW, T 1w,
W=
@,

El lector puede comprobar que el parametro W corresponde con la covelocidad
mencionada en el trabajo “Espacio,tiempo,materia y vacio”. Para el caso de una onda
electromagnética en el vacio ,los médulos W, W; son iguales a 1/c; la inversa de la
velocidad de la luz en el vacio. Considerando W,=Wcos(p) y W,;=Wcos(¢,) es facil
derivar de las expresiones anteriores la formula del fendbmeno conocido en astronomia
como aberracion relativista de un rayo de luz:

v
COS((”l)"’E En un caso unidimensional, para que las ecuaciones de

cos(p) = = . e
1+ cos(g,) onda coincidan debe ser W=1/u, de modo que también se
c

cumple la relacién

v vu
W+— 1+
cc__ ¢

1+VW U4V
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Apéndice Matematico

Separacion de variables de la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas y
simetria axial.

Imaginemos una carga puntual localizada en z0 en

nuestro sistema de coordenadas. Tomemos f(r,6) =
1

‘F—Eo‘ como la funcion de Green del Laplaciano .

Evidentemente es una solucién de la ecuacion de
Laplace y se puede apreciar en el dibujo que dicha
funcién es simétrica respecto de angulo @, es decir,

supuesto z, fijo, es una funcién f(r,8). Podemos ver
explicitamente la dependencia de la funcion asi

2 -1/2
f(r,0)=— 1, =— ! — =(r2+z§—220rcos(6'))7“2=1 1+(Z°j —ZECOS(H)
‘r—ZO‘ (r—2zo)e(r—2zo) J r r

esta funcién debe cumplir la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas que, como
vimos en el trabajo sobre mecénica de fluidos, es

Ll w ) mala s
re\or or resin( @)\ 06 o0

donde la simetria que manejamos nos permite eliminar el término correspondiente a la
variable ¢. Recordando la importancia de las series infinitas en la solucién de este tipo
de ecuaciones diferenciales, podemos expresar la funcion f(r,6) de esta forma bajo
ciertas condiciones. Si r es suficientemente mayor que z, de modo que se cumpla

2
0< [ZOJ — 2% cos(0) <1
r r

Entonces f(r,0) se puede expresar exactamente como una serie infinita de Taylor de la
forma

2
f(r,«9)=%(l+x)'“2 =i( —X+3x2—5x3....]; x=[zr°) —Zz—r“cos(e)

debido al caracter polinbmico, es evidente que podemos expresar la serie infinita
anterior de esta forma f(r,0) =Ez P (9)[20j =S 2RO

M= r 1=0
donde P, se define como el factor asociado a la potencia | de zy/r y es un polinomio en

cos(6). Este grupo se conoce en matematicas como polinomios de Legendre. Si
aplicamos el operador de Laplace la serie infinita anterior tenemos para la parte radial
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a{rz a[i 7 P(H)r‘“*”ﬂ —6[r2[i—(| +1)2, P(H)r‘(“z)ﬂ —6{[2—0 +1)2, P(H)r"ﬂ —[il(l +1)2, P(H)r“'“)j
0"l - 0"l - 0"l - 0"l

or| or\i= or = or|\i% 1=0

y para la parte angular

smze)[aa{ (9)(22 R m EZ'L&@)(@@{

y sumando ambas partes

N (9) mrm

(1+1) 0 8P(9) S0 A Ol 1 0 oR(9) U
ZI(I+1)Z RO +Z { (9)(89{ in( &) D}r —0—§ZO{I(I+1)PI(0)+ (9)(69{“](0) Y D}

dado que esta expresion debe anularse para cualesquiera valores de z0 y r, dentro del
dominio de valores antes sefialados, es evidente que debe cumplirse, para cualquier

valor del indice |
sin( &) d@

La ecuacion diferencial anterior debe verificarse para los polinomios de Legendre y
esta ecuacion diferencial resulta ser formalmente igual a la parte angular de la
correspondiente separacion de variables en coordenadas esféricas

I(I+1)P|(6’)+

g(r,0) =R(r)d(0)

(ol a0 )
—|—r cte=— n( )—
R\dr dr ®sin(6)\ do

donde la constante corresponde al valor I(I+1), de modo que la parte radial debe

cumplir
d| ,dR
[dr{ er =1(1+)R

guiados por la forma de la serie infinita de Taylor que tomamos inicialmente f(r,0)
buscamos soluciones de la ecuacion anterior en forma de polinomios en r. Dada la
linealidad de la ecuacion podemos ver que las soluciones polinbmicas son

R =Ar +Br

de modo que la separacion de variables unida a la linealidad del operador de Laplace
permite expresar una solucion al problema en forma de serie infinita

SREOPO) =3 (Ar +Br )R (0)

en el que vemos una soluciéon compatible con la funcién f(r,6) para el caso A=0
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El muelle sin masa.

En los cursos elementales de fisica se ensefia que la energia elastica de un
muelle es de la forma 1/2k(x-xo)?. Imaginemos un muelle con dos masas en sus
extremos. El conjunto oscila en una linea recta que podemos tomar como eje X
de nuestro sistema de medidas. Una aplicacion evidente de la conservacion de
la energia nos convence de que la energia del sistema debe ser (ver dibujo)

E :%mlvl2 +%m2v§ +%k(x2 —%, = 1,)°

donde x3, X2 es la posicion en el eje x de las masas, |y es la longitud del muelle
cuando no estd sometido a tension y vi,vo son las velocidades de las masas.
Pero esta expresion de la energia, intuitivamente evidente, presupone que
estamos despreciando la masa del muelle. La suma de fuerzas que las masas
de los extremos ejercen sobre el muelle deben equivaler al producto de la
masa del muelle por la aceleracion del centro de masas del muelle. Si
anulamos la masa del muelle tenemos que las fuerzas en los extremos del
muelle suman cero y deben ser iguales y de signo opuesto. Por accién-
reaccion lo mismo ocurre con las fuerzas que el muelle hace sobre las masas :
F1=-F,. En este contexto de masa del muelle nula, la energia cinética del
sistema sera

IFlodxl+jF2 e dx, =.[m1a1-dxl+‘fm2a2 e dx, =%mlv12 +%m2v22 +C

donde aj,a; son las aceleraciones correspondientes y C es una constante de
integracion. Segun las conclusiones previas podemos calcular la integral
anterior aplicando la ley de fuerzas del muelle ideal sin masa, o ley de Hooke,
como

JFl.Xm_jFl.dXZ :J‘F1°d(X1_X2):J'k(Xz_Xl_lo)'d(xl_xz):

—jk(xz—xl—lo)-d<x2—x1)=—jk(xz—x1—lo)-d(xz—xl—lo)=—§k(x1—x2—lo)2+C'

donde |y es una constante, por lo que podemos incluirla dentro del diferencial;
C’ es otra constante de integracion. Igualando las dos férmulas anteriores
llegamos al principio de conservacién de la energia que se ha aceptado
intuitivamente.
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