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INTRODUCCION

Dada la estrecha relacion de nuestra especie con el agua, a lo largo del tiempo
se ha ido acumulando una gran experiencia sobre el comportamiento fisico del
agua. En el propio lenguaje se fijan ideas como las corrientes, los remolinos,
las turbulencias, las olas...Conceptos que son resultados directos de la
experiencia y que seran refinados por la Fisica en la mecéanica de fluidos.
Incluso el concepto de presion del agua es un resultado relativamente directo
de la experiencia. Un buceador nota rapidamente este efecto de la presion en
sus timpanos a medida que desciende bajo la superficie del agua; y en general
los timpanos son sensibles a los cambios de presion como los debidos a las
ondas sonoras.

En cuanto al control fisico del movimiento del agua tenemos los testigos
histéricos tales como canales de riego en el Egipto antiguo, acueductos,
molinos y norias Romanos. El empuje de elevacion de todo cuerpo sumergido
parcial o totalmente en el agua se utilizé en la construccion de barcos desde
tiempo inmemorial.

Leonardo Da Vinci, en el renacimiento, registra sus observaciones sobre el
reposo y el movimiento del agua en varios cuadernos de trabajo:

“...las superficies de todos los liquidos en reposo, que se encuentren unidos
entre si por debajo, siempre tienen la misma altura.”

“...en todos los casos en que hay movimiento de agua, hay gran parecido con
el movimiento del aire.”

“Para percibir la corriente de agua esparcir pequefias semillas...de tal modo
que se distribuyan por el seno del agua. EI movimiento de estas semillas
indicara cuales son las partes del agua que se mueven mas 0 Menos
rapidamente...”

“Si un canal experimenta un ensanchamiento brusco a cada lado, el agua
forma remolinos a ambos lados del ensanchamiento...”

“El agua discurre mas rapido por el centro de canales rectos que por sus
costados o en su fondo. Y mas rapido cerca de la superficie que cerca del
fondo.”

La mecanica de fluidos es la continuacion natural de la mecanica elemental.
Conceptos tales como las fuerzas de contacto : normales y rozamiento
evolucionan hacia los conceptos de presion y viscosidad. Esta evolucion tiene
una parte matematica realmente relevante, ya que presiones y viscosidades
adoptan ahora la forma matematica de tensores.
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PRESION HIDROSTATICA

Segun el principio de Arquimedes, todo cuerpo total o parcialmente sumergido
en agua, experimenta una fuerza ascendente equivalente al peso del agua que
el volumen de dicho cuerpo desaloja. Hay que decir que esta ley no es
exclusiva del agua, sino de cualquier material en estado de fluido, como
pueden ser liquidos y gases; pero para concretar supondremos que utilizamos
agua como fluido.

En este contexto imaginemos un prisma de seccion
triangular que introducimos horizontalmente en el seno de
un recipiente con agua. La imagen representa las fuerzas
gue actian sobre los lados del prisma en una seccion
triangular recta del prisma. Las fuerzas F; actian en la
normal a la cara correspondiente del prisma de la misma
forma que la fuerza de contacto normal de un objeto que
se desliza sin rozamiento por un plano inclinado. Por tanto
estamos suponiendo que no existe rozamiento, en este contexto denominado
viscosidad, entre el prisma y el agua. Estas fuerzas representan la accion del
agua sobre el prisma y por tanto la resultante de estas fuerzas debe ser el
empuje descrito en el principio de Arquimedes. Por otra parte sobre el prisma
actua también la fuerza asociada a su peso (P). La fuerza resultante del pesoy
del empuje ascensional tendra cierto valor. Dependiendo de este valor, el
prisma se hundira si prevalece el peso o alcanzara la superficie del agua si
prevalece el empuje. En el caso limite en que el empuje y el peso sean iguales
entonces se alcanza el equilibrio hidrostatico y el prisma no se mueve de su
posicion. En este caso la masa del prisma es igual que la masa de agua
desalojada por su volumen, es decir, el prisma tiene la misma densidad que el
agua. Si el prisma es homogéneo con densidad constante, este caso tiene una
propiedad interesante facilmente accesible a la experiencia: el equilibrio
hidrostatico que se alcanza es un equilibrio indiferente; el prisma permanece en
la posicion en que se haya colocado y no tiene ninguna tendencia a girar. Por
tanto, medido respecto de un punto cualquiera, el momento total asociado a las
fuerzas Fi sobre el prisma compensa exactamente el momento asociado al
peso del prisma en este caso.

Volviendo al equilibrio de fuerzas podemos poner : Fi+F2+F3+P=0

Segun el contexto del dibujo y dado que los vectores que manejamos estan en
un mismo plano, como operacion matematica siempre es posible descomponer
el vector P en suma de 2 vectores AP, , AP; linealmente independientes en
dicho plano y perpendiculares a las caras respectivas del prisma. De esta
forma la expresion anterior queda

(E1)+ (F,+ AP2)+ (F; + AP3)= 0

Las componentes vectoriales que a parecen
L F2+AP2 agrupadas en paréntesis representan
- geométricamente un triangulo vectorial que

I I Ve . .- s, .
2 s F3AP3 ademas es semejante a la seccion triangular
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del prisma, debido a la perpendicularidad de las componentes vectoriales. La
relacion de semejanza se puede expresar como

FF_FE+AP, F+AP,

Y
Sy S, S,

()

donde S representa el area de las caras del prisma, es decir, el producto de la
longitud | de los lados del triangulo por la altura del prisma; altura que es la
misma para todas las caras.

Primer paso al limite

En la expresion anterior, podemos variar la forma de la seccion triangular del
prisma. Por ejemplo podemos tomar sucesivos prismas que vayan abatiendo el
lado 2 sobre el lado 1, manteniendo constante la longitud del lado 1 y anulando
progresivamente el lado 3. Esta operacion, en el limite, supone anular los
valores AP, , AP3 ; ya que estas fuerzas son componentes del peso y por tanto
son proporcionales a la masa contenida en el prisma. En el limite del que
hablamos el prisma se transforma en una superficie, no tiene volumen y por
tanto el prisma deja de tener masa. Si en el proceso limite los valores de F; y
F. se mantienen significativamente superiores a los de AP, , AP3; , entonces
llegamos a la siguiente configuracion:

F, Sobre una superficie S1 ,sin masa, inmaterial, aparecen
l dos fuerzas iguales y de sentido contrario, una por cada

= lado. Interpretamos este resultado asi : la superficie S1

T separa dos partes del fluido. Las fuerzas internas del
-F, fluido son fuerzas de contacto que se manifiestan en la

superficie de separacion entre las partes del fluido y
cumplen con la 32 ley de Newton ; el principio de accién y reaccion. Por otra
parte el resultado se ha obtenido en un proceso en que las fuerzas F son
aplicadas a una superficie material; por continuidad también debemos aceptar
el resultado si S1 es la superficie de separacion entre el agua y otro cuerpo;
este cuerpo puede ser otro fluido ,como el caso del aire. A nivel atomico,
podemos imaginar que estas fuerzas son el resultado de la repulsion de las
nubes electronicas de los atomos situados a ambos lados de la superficie S1.
Note el lector que las fuerzas F1 siempre serdn perpendiculares a la superficie
S1, independientemente de la orientacion de dicha superficie.

Segundo paso al limite
Lo anterior muestra que las fuerzas internas en el agua, esto es la presion,

converge con la superficie sobre la actian, de modo que podemos poner la
presion media sobre una superficie como

F
<p>—§

si hacemos la superficie tan pequefia como queramos alrededor de un punto,
entonces la fuerza correspondiente ira disminuyendo también, pero podemos
suponer la convergencia y definir la presion en dicho punto como
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_dF
P s

la existencia de este limite es , en algun sentido, un acto de fé similar al de la
definicibn de la velocidad instantanea. En principio pueden aparecer
indeterminaciones matematicas del tipo 0/0; pero la hipétesis que se acepta es
la del comportamiento matematicamente continuo de las magnitudes fisicas.

Si hacemos los dos pasos al limite en uno para el caso de un prisma de
seccidn triangular cuyos lados son tan pequefios como queramos tenemos

dF _dR, _dR, _
ds, ds, ds,

de modo que para una superficie elemental centrada en un punto, la presion es
independiente de la orientacion de dicha superficie y siempre perpendicular a
ella.

Columna de agua en equilibrio

La imagen representa un recipiente con agua en reposo.

z Definimos una porcion del agua mediante un prisma recto

AS de seccion AS, altura Az, masa Am y densidad de masa

A por unidad de volumen p. Las fuerzas de presion que

1S > actlan sobre este prisma se representan en el dibujo.
LA y Dado que la porcion de agua esta en reposo las fuerzas
de presion en la horizontal deben compensarse. Las

- fuerzas en la vertical deben compensar el peso de la

columna de agua
Am

AS—=pc . AS+AMg=0 — ior = Pinterior F——0AZ =0 —

psuperlor pmferlor g psuperlor plnferlor ASAZ g
pinferior = psuperior + P gAZ

El razonamiento hecho es valido también para una columna de aire en una
zona de aire en reposo, sin viento. Por supuesto en este caso se debe utilizar
la densidad del aire.

Si la parte superior de la columna de agua llega hasta la superficie con el aire,
entonces la presion superior es igual a la presion atmosférica en el punto en
cuestidon. En la superficie de separacién entre aire y agua podemos aplicar lo
dicho en la seccion “primer paso al limite” sobre la continuidad de la presion.

Si ahora hacemos la altura Az de la porcion de agua tan pequefia como
gueramos, entonces el andlisis de fuerzas en la horizontal da

pderechadS _pizquierdads = 0 g pizquierda = pderecha

Note el lector que este resultado permite tomar Ax, la distancia
horizontal, tan grande como permita el recipiente. Por tanto la presion
hidrostatica como funcion de las coordenadas solo depende de la
altura z, en la direccion del campo gravitatorio : p=p(z). En el caso de
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un recipiente de forma irregular, la diferencia de presién entre dos puntos se
puede calcular combinando los resultados anteriores para distintas columnas
de agua en equilibrio como muestra el dibujo; tomando la presion como una
magnitud matematicamente continua.

Sobre-presién

El siguiente dibujo representa un depdsito de agua conectado a una tuberia
muy estrecha y alta. Si tenemos el depdsito lleno y empezamos a
llenar la tuberia de agua, debido a la dependencia de la presion con
la altura p(z), podemos aumentar enormemente la presion sobre

zonas proximas al fondo, lo que supone un aumento de la fuerza que
el agua hace sobre el recipiente equivalente al producto de la presion
por la superficie correspondiente. Esto aumenta la tension en las
paredes del deposito; a tal extremo que incluso es posible romper las
paredes del depdsito. En tiempos de los Romanos se utilizaba una
técnica de mineria denominada “ruina montium”. De esta forma se
excavaban altos pozos vy galerias en las zonas apropiadas de una
montafia. Al introducirse grandes cantidades de agua el golpe de
ariete fracturaba zonas de la montafia que después caian abajo por
efecto de la gravedad.

El lector no debe creer que este efecto viola la conservacion de la
energia y que es posible realizar un gran trabajo con un escaso aporte de
energia. Si el depdsito empieza a romperse por la presiéon, entonces empezara
a derramarse agua y en muy poco tiempo la altura de agua de la tuberia habra
disminuido considerablemente, disminuyendo también la presion sobre el
fondo. Sin embargo, para romper la materia, basta un instante en que la
presion sea lo bastante grande.

Experiencia de Torricelli

La imagen muestra el sistema utilizado por Torricelli para
medir la presién atmosférica. La cubeta inferior contiene
mercurio, un elemento fluido y liquido en condiciones
habituales de presibn y temperatura. Inicialmente
h llenamos el tubo completamente con mercurio liquido. Lo
taponamos de modo que no queda nada de aire dentro
l | deltubo. Ponemos el tubo boca abajo dentro de la cubeta
y destapamos la boca del tubo dentro de la cubeta. La
; columna de mercurio desciende una cierta cantidad hasta
gue se alcanza el equilibrio hidrostatico. El nivel de la
cubeta esta a la presion atmosférica y a la zona de vacio de la parte superior
del tubo podemos asociar una presién nula, ya que suponemos que no existe
materia alli, esta vacia. Por tanto tenemos

patmosféria = pmercurio g h

siendo h la altura de la columna de mercurio desde el nivel de la cubeta. A
parte de poder medir los cambios de la presion atmosférica relacionados con
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los cambios de tiempo meteoroldgico, la experiencia de Torricelli es el primer
momento en fisica en que se genera un vacio de materia. De esta forma se
pudo comprobar que la luz era capaz de atravesar el vacio, mientras que el
sonido necesita de un medio material para su propagacion. Posteriormente se
comprobd que el vacio generado en el experimento es solo aproximado y que
hay que considerar la existencia de una presion, aunque extremadamente baja
y despreciable frente a la presion atmosférica, de vapor de mercurio en
equilibrio con el propio mercurio liquido.

Una pipeta es un instrumento muy utilizado en quimica para trasladar liquidos
en pequeinas cantidades. Su mecanismo de funcionamiento es similar al tubo
del experimento de Torricelli, solo que ahora el tubo esta abierto por los dos
extremos. Un extremo se introduce en el liquido que se desea trasladar, por el
otro extremo una persona genera con su boca una pequefia succién que
elimina aire de la parte superior del tubo. Esta succion, al eliminar aire,
disminuye la presion de dicho aire en esta zona, lo que provoca una subida de
la columna de liquido para llegar al equilibrio hidrostatico. Después se tapona la
parte superior con el dedo gordo para evitar que el aire entre y ya se puede
trasladar el liquido. Un caso similar es el de un vaso lleno de agua cuya boca
se tapa y se invierte. En el interior del vaso se genera un efecto de succion que
disminuye la presion respecto a la atmosférica y mantiene el agua dentro del
vaso.

Sifon

i i La imagen muestra un recipiente con agua y un tubo
1 en forma de U con una de sus ramas en el interior del
n  recipiente. Inicialmente tenemos el tubo lleno de agua

y evitamos que se escape tapando la correspondiente
. boca del tubo. Este tapon debe ejercer una presion

adecuada al estado de equilibrio hidrostatico en la
boca del tubo, de modo que la presion en lo alto del tubo sea la misma al ser
calculada desde las dos columnas de agua:

E:::a :p[:u_:pjgh;z} = Pooca ~ Patm = pg(hZ _hl)

donde p, es la presion en la parte mas alta del tubo. Si h; > h, entonces la
presion en la boca seria menor que la atmosférica en el equilibrio. Un tapon
bien ajustado crearia un efecto de vacio similar al caso de Torricelli capaz de
disminuir la presion en la boca. Si h;=h, entonces ppoca=pParm Y NO €S necesario
el tapon; en este caso la presion atmosférica seria suficiente para mantener el
sifon en equilibrio hidrostatico. Pero si h, > h; el tapdn debe ejercer una
presion superior a la atmosférica en el estado de equilibrio mecéanico. Si
abrimos el tapon, la boca queda inmediatamente a la presion atmosférica y por
tanto fuera del equilibrio mecanico: las diferencias de presiones con la boca no
equilibran el peso de la correspondiente columna de agua. Por tanto el agua
empieza a caer por el tubo por diferencia de presiones y el nivel del tanque
disminuye, aumentando la altura h; en un intento de nivelarse con la altura de
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la boca externa del tubo hi=h,. De este modo el sistema busca el equilibrio
MeCcanico con Ppoca=Patm Y h1=ha.

Este es el mismo comportamiento que el caso de los vasos comunicantes. Dos
(0o mas) vasos de agua de diferentes formas, alturas y niveles de agua estan
h comunicados por su parte inferior con
T una valvula de paso. Cuando se abre la

y valvula de paso el agua empieza a

ol |«—

1 ho hf Moverse por diferencia de presion
-:l: T debido a los distintos niveles iniciales

del agua en cada vaso. El proceso
finaliza cuando los niveles de los dos vasos se igualan y por tanto la presion en
el fondo de los vasos es la misma.

Todavia queda fisica por explicar en el caso del sifon que veremos en la parte
de dindmica de fluidos.

Prensa hidraulica
El dispositivo de la figura consta de dos
F1 F2 vasos comunicantes llenos de agua. Como
sabemos el equilibrio de presiones requiere
qgue el agua llegue a la misma altura en los
dos vasos. Posteriormente se aplican unos
S1 S2 pistones (en azul) y se aplican sendas
fuerzas F1 y F, en cada uno de los vasos. Si
estas fuerzas son tales que se mantiene el
nivel en los vasos, entonces la presion justo
debajo de los pistones debe ser la misma, y
por tanto
I:l FZ

—_—=— > FZZiFl
S1 SZ S1

relacion que es similar a la de la palanca; de modo que si la relacién de
secciones S;/S; es lo bastante grande, una fuerza relativamente pequefia Fi,
puede equilibrar a otra F, relativamente grande. Las imprentas antiguas se
basaban en la presion de las planchas con los caracteres alfabéticos sobre el
papel. Estas planchas se colocarian en el lado de F, de modo que estuviesen
muy cerca de un tope con el papel y un pequefio desplazamiento de F;
provocaria una gran compresion del papel contra las planchas, que quedan
grabadas en el papel. Si en el lado de F; se conecta a una tuberia con agua a
presion, el sistema funciona como un elevador hidraulico.

Altimetro de presion.

Podemos imaginar una columna vertical de aire de seccion dS en una
atmosfera en equilibrio estatico. Un elemento de volumen de esta
columna esta sometida a una presion superior y otra inferior que deben

dr  contrarrestar el peso de dicho elemento de volumen de aire dV, aplicando
la ley de Newton de la gravedad:
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GM GM GM
-~ =0Vp——,dV =dSdr - dp=p

dr
r r r2

dpds = dm

donde p es la densidad del aire. Si aplicamos la ecuacion de los gases ideales
al aire : p = pRT/mpnq, donde mye e€s la masa molar del aire; por tanto,
suponiendo la temperatura T constante

rn

- > I(p)~I(py) ===

?_ RTmmol r2 po p RTmmol r2 RTmmoI

d ’ !
p_ GM ﬁ—ﬁ%ﬂ GM dr GM [1 1J
ro
El resultado es una relacién entre la presion atmosférica y la altura. Esta
relacion se utiliza en los altimetros de presion, adecuadamente calibrados en
los parametros po ,ro, Mmoi Y T para aproximar la altura (r) segun medidas de
presion. Estos dispositivos se utilizan en aviones y se calibran para las
condiciones de los aeropuertos en que se realizara el aterrizaje, sin embargo el
sistema es poco fiable en caso de una atmdsfera no estable cerca de borrascas
y centros de bajas presiones, donde la presibn cambia abruptamente. Los
aviones disponen también de radio-altimetros. Existe otro modelo atmosférico
atil que en vez de temperatura constante supone a la columna de aire
compuesta de segmentos adiabaticos contiguos.

Equilibrio hidrostatico en un sistema de coordenadas no inercial

4 El dibujo adjunto muestra un recipiente cerrado con agua
Sz en su interior. El recipiente gira respecto del eje z a una
velocidad constante, de modo que el movimiento de giro se
transmite poco a poco al fluido. Finalmente, para un
observador asociado al sistema de coordenadas rotante

2 (x,y,2), la superficie del agua adoptara la forma estable de

un paraboloide de revolucion. Este observador, no inercial,

— —> puede utilizar también las leyes de la presion hidrostatica,

y ¥~ X pero en el equilibrio hidrostatico debe introducir también la

aceleracion centrifuga, descrita en [1]. Para describir
completamente el campo de presiones p(X,y,z) para este observador podemos
tomar dos columnas de agua : 1y 2, una horizontal y otra vertical de seccion
dS’. En la columna 1 horizontal la presiéon en los extremos derecho e izquierdo
debe compensar el efecto de la fuerza centrifuga, que actda en esta direccion.

(pderecha - pizquierda)dS': (Xj.xddeS': Xj.xdm W2 X= Xj.xpdsldx WZX -

x=0 x=0 x=0

X=X
1
2 2,2
Paerecha — pizquierda= _[p w XdXZEp WX
x=0

Para la columna 2 vertical las presiones superior e inferior deben compensar el
peso de la columna, que es la fuerza que actla en esta direccion vertical. El
resultado obviamente coincide con el encontrado anteriormente

pinferior = psuperior +p g z
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Por tanto la diferencia de presion entre el origen de coordenadas y un punto de
la superficie del agua seréa

1
AP = AP, +Ap, == p WX~ py2

Por otro lado, podemos hacer el calculo de este cambio de presion utilizando
dos columnas complementarias 1’y 2’ en la zona de aire. Esto nos lleva a este
resultado

%pagua WZXZ _pagua gz= Ap = %paire W2X2 ~Paire 92

resultado que es compatible con la ecuacién de una parabola : z = ax®

Mareas
p1 El dibujo adjunto representa la
- interaccion entre la Tierra y el Sol,
Agl ::N separados una distancia d entre sus

centros, de cara a un calculo sencillo
de las mareas causadas por el Sol.
Suponemos que la tierra es un
planeta liquido, que no gira respecto
su eje de rotacion y perfectamente
esférico. El sistema de coordenadas
gue utilizaremos es un sistema de
coordenadas en caida libre en el campo gravitatorio solar solidario a la tierra
(que suponemos no gira respecto a su eje norte-sur, de modo que hacemos
abstraccion de las fuerzas centrifuga y de Coriolis) y cuyo origen se mantiene
unido al centro de la tierra; por tanto sigue el movimiento del centro de la tierra
en el campo gravitatorio solar. Imaginemos dos columnas de agua, 1 y 2 tal
como aparecen en el dibujo. En ambas columnas se ha marcado un elemento
de fluido. El calculo de la variacion de presién en estas columnas debe hacerse
en términos diferenciales, puesto que la gravedad terrestre ya no es constante
en dimensiones tan grandes y ademas hay que considerar el efecto de la
gravedad solar sobre las columnas. Vamos a calcular la diferencia de presion
P,-P; desde el sistema de coordenadas en caida libre definido antes, para lo
que aplicaremos la formula

dp = p[g(r)+Ag(r)]dr

donde g(r) hace referencia al campo gravitatorio de la tierra y Ag(r) hace
referencia a las alteraciones correspondientes al campo gravitatorio solar. El
elemento de fluido en la columna 1 esta afectado por el campo gravitatorio
solar s;, pero esta es la vision desde un sistema de coordenadas inercial
centrado en el sol. Respecto de nuestro sistema de coordenadas la cinematica
exige compensar la aceleracion s de cualquier cuerpo asociada al campo
gravitatorio solar con la aceleracién sy asociada al movimiento de nuestro
sistema de coordenadas. De este modo tenemos, en modulo (Ms= masa del
sol)

GM; r

a2 d

Agy (1) = (5150 Jour =
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donde u; es un vector unitario paralelo a la columna P; y apuntando al centro
de la tierra. Para el elemento de fluido de la columna 2 debemos hacer la
misma compensacion. Para ello podemos desarrollar en serie el campo solar
respecto del origen de coordenadas

o _ GM, _GM, 1 ~GMS[1_2r} (r <<d)
27 @d+r)? d? (1+L)2~ d? d
d
- - 2GM_ r
Ag,(r)=s2—So=- dzsaf

Con esto podemos calcular la variacion de presion P,-P

p2 0 R
[dp=p[Ag,(r)dr+p [ Ag,(r)dr
pl R 0
3GM,

RZ
PTE

Srdr=-—

0 R R
GM 2GM 3GM
PZ_Pl:pJ. 3 _pJ‘ 3
R 0

Srdr— Srdr=
d ol E d

0

donde R es el radio terrestre. El término asociado a la gravedad terrestre g(r)
no aparece en esta diferencia de presiones debido a que consideramos la tierra
perfectamente esférica.

En consecuencia vemos que el efecto de la gravedad solar en una tierra
liquida, que no gira respecto a si misma y perfectamente esférica es una
disminucién de la presion en 2 respecto de la presion en 1. Por tanto la
tendencia al equilibrio hidrostéatico exige un movimiento de agua desde la zona
1 a la zona 2; es decir, la altura del mar en la zona 2 debe ser superior a la
altura del mar en la zona 1 en una cantidad Ah que compense la discrepancia
de presiones calculada

3GM,

P g R? = pgAh — Ah = GM,

2gd?

RZ

donde g es la aceleracion de la gravedad terrestre en su superficie. Haciendo
cuentas la altura es de aproximadamente 25 centimetros. Un célculo similar
para la Luna resulta en 35 centimetros. Note el lector que este resultado
corresponderia a Ah en alta mar y que esto supone en realidad un gran
volumen de agua desplazada. Debido al giro de la tierra, las mareas acaban en
las cercanias de las masas continentales, donde el mar tiene menos
profundidad y esto hace que la marea gane en altura y velocidad, ain mas si
pasa por estrechos poco profundos, como el Canal de la Mancha o el estrecho
de Gibraltar. Dado que la atmésfera también se comporta como un fluido,
también hay mareas atmosféricas [2].

Momento angular hidrostatico

ndS ¢ Un recipiente contiene agua en estado de reposo. Esto
significa que las distintas porciones de agua que

pds P 035
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podamos imaginar estan en reposo relativo. Esto es lo que pasa también en el
caso del solido rigido. Si consideramos una porcion de agua en forma
arbitraria, el equilibrio hidrostatico exige que :

1-El efecto de las fuerzas de presion (pdS) sobre la superficie equilibre el peso

(P)

2-El momento de fuerzas sobre la porcion de fluido sea nula:(CM=centro de
masas)

S rax(@dm,)+ > rg x(py dSs) =Te - X (Mygad)+Mn =0
vi sj

donde se distingue con el subindice vi el momento de fuerzas asociado a la
fuerza de gravedad sobre cada elemento de volumen de fluido de nuestra
porcion arbitraria y con el subindice si la componente de momento de fuerzas
asociada a la presion sobre los elementos de superficie correspondientes. El
vector superficie dS es un vector perpendicular al elemento de superficie y
dirigido hacia el interior de nuestra porcion arbitraria de agua. De esta forma la
expresion vectorial pdS representa el vector fuerza asociada a la presion sobre
la superficie.

El primer término de la ecuacion de momentos corresponde al momento de
fuerzas asociado al peso actuando sobre el centro de masas de la porcion de
agua y la segunda componente es el momento de fuerzas hidrostatico M.
Obtendremos el mismo resultado para el caso de un objeto material de la
misma forma y con la misma densidad del agua colocado en el mismo lugar en
el interior del recipiente con agua en reposo : la superficie limitante es
geométricamente la misma y el peso es el mismo que en el caso anterior; por
tanto la distribucion de fuerzas sobre este objeto es la misma. Mas auln, si
cambiamos la densidad del objeto manteniendo su forma y su posicién en el
agua, las fuerzas de contacto que actian sobre su superficie no cambiaran
respecto del caso inicial y por tanto el momento hidrostatico seguira siendo

M= FaguaCM X (—maguag)

donde la masa m es la masa de agua desalojada por el objeto . Efectivamente
el peso de esa masa actuando en la direccion contraria a la gravedad g es el
empuje del que habla el principio de Arquimedes y la expresion anterior asocia
un punto de aplicacién a esta fuerza de empuje hidrostatico situandola en el
centro de masas del “objeto de agua”. Vemos que este empuje es
independiente del material del objeto y solo depende de su forma y posicién en
el agua. En cuanto al momento de fuerzas asociado a la gravedad My, sera
ahora

_ _ oM _
Mg =Tobjeto X (mobjemg)

Note el lector que el momento de fuerzas asociado a la gravedad ahora
depende de r*™ gyiero y N0 de M 4.4 ; esta diferencia es para considerar que el
objeto no tiene por que tener una densidad homogénea y constante como el
agua. Si el objeto tuviese una densidad constante, entonces el centro de
gravedad del objeto rCMobjeto y el centro de empuje hidrostatico del “objeto
agua’ rCMagua coinciden; en este caso los momentos de fuerza gravitatorio e
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hidrostéatico no estan compensados, pero al coincidir el centro de gravedad y el
centro de empuje hidrostatico, esto hace que no haya un par de fuerzas
actuando sobre el objeto y por tanto el objeto, inicialmente, no gira respecto de
si mismo, si no que efectia un desplazamiento sin giro al ascender o
descender en el fluido. En cambio si la densidad del objeto no es homogénea
entonces es posible que el centro de empuje y el centro de gravedad no
coincidan y haya un par de fuerzas que haga girar el objeto respecto de su
centro de masas.

Momento de carena.

Si echamos una canica en un vaso de agua, el nivel del agua asciende en el
valor correspondiente al volumen de la canica. Esto es asi por que el agua es
un liquido incompresible: no se puede modificar apreciablemente su volumen
por medios fisicos. Debido al aumento de altura de la columna de agua en el
vaso, la presion en el fondo aumenta; de modo que hay una modificacion del
campo de presiones p(X,y,z) en el vaso. Esta modificacion de la presion
depende de la relacion entre el volumen de la canica y el del agua. Si el
recipiente fuese una piscina olimpica el
cambio en el nivel de la piscina debido a la
caida de una canica seria inapreciable y el
campo de presiones seria practicamente el
mismo. En el caso de un barco en el mar se
puede asegurar que el ascenso del nivel
del mar por efecto del barco es
despreciable. Esto supone que el campo de
presiones en el mar es el mismo con y sin
barco.

El dibujo adjunto representa el perfil
transversal de un barco en su longitud
media y el eje de simetria medio. La
flotaciébn del barco se debe al empuje
asociado al volumen de agua desalojada,
volumen que podemos ver en la porcion de barco que hay debajo de la linea
horizontal cortada que representa el nivel del mar estable. Sin embargo,
ademas de que el barco flote en condiciones estables, también hace falta que
sea estable, es decir, que si las condiciones de navegacion inclinan el casco a
un lado u otro el barco pueda recuperarse. Si aplicamos una fuerza para ladear
el casco de un barco desde su posicion normal podemos tener una situacion
como la del dibujo. Si eliminamos esta fuerza el barco buscara de nuevo su
posicidon normal o se inclinard mas hasta caer dependiendo del momento de
fuerzas asociado a la gravedad y a la presion sobre el casco. En cuanto a las
fuerzas de presion, nos fijamos a uno y otro lado de cada elemento de casco
en el perfil del barco. Cuando el perfil es aire-aire, el momento de fuerzas
asociado a la presiéon se anula practicamente, ya que la superficie interior y la
exterior son practicamente paralelas, los elementos de superficie se pueden
elegir de igual tamafio a ambos lados y la presion a ambos lados es
practicamente la misma.
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En los elementos aire-agua, la zona en contacto con
agua esta sometida a la misma presion que en ese
punto que si no estuviese el barco, ya que el campo
de presiones no varia por la presencia del barco.
Nos falta calcular el momento de fuerzas asociado a
la presion del aire en contacto con el casco en esta
zona interna del barco. La zona interior de aire se
puede asociar a un “objeto-aire” limitado por una
superficie tan cercana como queramos a la zona interior del casco y la
superficie del nivel del mar. El dibujo representa una zona del casco y del
“objeto-aire”, muy proximos entre si. Las flechas continuas son las fuerzas que
el aire hace sobre la superficie del objeto-aire y sobre el interior del casco. Las
flechas punteadas son las fuerzas que la presion del agua hace sobre la parte
externa del casco. El “objeto-aire” es una porcion de fluido en equilibrio y por
tanto respecto al centro de masas (C) de este “objeto-aire” el momento de
fuerzas es cero. Se sigue que el momento de fuerzas correspondiente con la
superficie a nivel del mar del “objeto-aire” cancela con el momento de fuerzas
correspondiente con la superficie cercana al casco del “objeto-aire”. Como
estas Ultimas fuerzas sobre el “objeto-aire” son de igual intensidad y opuestas
(accion-reaccion) a las fuerzas de presion del aire sobre la superficie interna
del casco, tenemos que el momento de fuerzas asociado a la superficie del
nivel del mar es igual a la componente de momento que faltaba por calcular en
el lado interno del casco. Podemos poner en formulas el proceso seguido:

objeto-aire

——aire—agua ——agua —aire

casco =M casco + M casco

—— prox.casco ——nivel —mar —CM

M objeto—aire + M objeto—aire + I X mobjetofaire g= 0

——aire —— prox.casco
M casco — -M objeto—aire

——aire—agua ——agua ——nivel -mar —CM —

— M casco =M aswo + M objeto-aire + T X Mo aire 9

en la 22 expresion se ha generalizado el célculo del momento angular del
“objeto-aire” respecto de un punto cualquiera que no tiene por que ser el centro
de masas de dicho objeto( r°™ representa la posicién del centro de masas del
objeto-aire). En la ultima expresion la suma de los momentos notados con M
mayuscula en la parte derecha de la igualdad se aproximan mucho al momento
de fuerzas de un “objeto-agua” limitado por la superficie del casco en contacto
con el agua y la superficie del mar; excluyendo el propio casco de la nave y
despreciando por pequefia la interseccion entre la superficie del nivel del mary

el casco en M™e ™o aire

——agua ——nivel-mar —_— —CM —

M casco + M objeto-aire = M objeto-agua = I’ X _mobjeu}aguag

—aire-agua —CM — —_—
— M casco =r X (mobjet(yaire - mobjet(ragua)g = M carena

donde la masa del objeto-aire es despreciable frente a la masa del objeto-agua.
Este “objeto-agua” es justamente el agua desalojada por el barco del que habla
del principio de Arquimedes. ( r°™ representa la posicion del centro de masas
del objeto-aire que es la misma posicion que para el objeto-agua, supuestas
ambas densidades homogéneas). El momento de fuerzas -calculado
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anteriormente se denomina momento de carena y estd asociado al empuje
hidrostatico del mar sobre el barco. El centro de masas correspondiente se
denomina centro de empuje o de carena. En el contexto del dibujo completo del
barco, el momento de carena corresponde a la porcidon de agua desalojada
entre el casco y el nivel de superficie y C es el centro de empuje
correspondiente. Por otro lado el centro de gravedad G, que depende de la
distribucion de masa del barco, se sitla en algun punto del eje de simetria del
barco. Podemos ver que, dependiendo de la posicion del centro de gravedad,
el par de fuerzas formado por el empuje y el peso tienden a normalizar la

N, | posicion del barco, en el caso de Ql y a vp,lcarlo

T, ] completamente en el caso G2. Existe también un

MY

:\ empuje sobre el eje de simetria, tal que si el centro
Yo L1 de gravedad esta en ese punto, entonces el par de
K Ay \/ fuerzas es nulo y el barco, por si mismo, no tiene

tendencia a girar hacia ningun lado. Si repetimos la
experiencia de inclinar el barco en varios 4ngulos y calculamos para cada
angulo la localizacién del centro de empuje C podemos ver que, para angulos
relativamente pequefios, los centros de empuje se van colocando
aproximadamente sobre un circulo cuyo centro es precisamente el punto M,
que recibe el nombre del metacentro y es un punto singular del barco. Por tanto
la estabilidad del barco requiere que el centro de gravedad no esté por encima
del metacentro del barco.

o] / punto intermedio M ,prolongacién de la fuerza de

Calor y densidad de un fluido. El globo aerostatico.

Un globo aerostatico es basicamente una bolsa que
puede ser llenada con algun tipo de gas. Si la
densidad del gas de la bolsa es menor que la
densidad atmosférica, entonces el principio de
Arguimedes nos dice que el aire exterior ejercera un
empuje hacia arriba sobre la bolsa proporcional al
peso del aire desalojado. Dependiendo del volumen
de la bolsa, esto puede ser suficiente para elevar
una carga adicional ligada a la bolsa. Una forma de
llenar la bolsa con gas de baja densidad consiste en calentar el propio aire
atmosférico por medio de un quemador, como puede verse en la imagen. Al
calentar el aire este se dilata en el interior de la bolsa y, dado que el volumen
maximo de la bolsa es fijo, la densidad del aire dentro de la bolsa debe
disminuir.

El caso del globo aerostatico ilustra claramente el efecto del calor sobre fluidos
como el aire o el agua. El calor/frio provoca la dilatacion/compresion de estos
fluidos y un cambio en su densidad, de modo que siempre que existan
fendbmenos calorificos en fluidos como el agua, ya no puede considerarse
incompresible. Como consecuencia aparecen corrientes en estos fluidos
derivados del principio de Arquimedes. La corriente del golfo es un ejemplo a
gran escala de este comportamiento. Podemos ver al Caribe y el golfo de
México como una gran “bolsa de agua”. El calor del sol se absorbe
rapidamente en las aguas superficiales lo que provoca una dilatacién. Esta
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dilatacion provoca la corriente del golfo que, pasando por el estrecho de Florida
llega hasta latitudes tan altas como Escocia en Europa. En estas zonas la
corriente pierde calor y es una de las razones del clima relativamente benigno
de Escocia. La pérdida de calor de la corriente significa un aumento de la
densidad del agua al enfriarse. Sin embargo esto no significa que la corriente
quede cortada. Por el contrario, el aumento de densidad hace que la corriente
pase al fondo oceanico y se dirija por esta via hacia zonas ecuatoriales mas
calidas. Esto conforma una corriente cerrada que distribuye calor entre zonas
calientes y zonas frias del planeta y es un auténtico regulador térmico del que
depende la habitabilidad del norte de Europa. Los cambios de densidad del
agua son un factor clave en el mantenimiento de estas corrientes oceanicas;
pero la densidad del agua también depende del contenido de sal del agua. Las
aguas del atlantico norte pierden calor por efecto de los vientos y la
evaporacion. Esto produce un aumento en la densidad del agua lo suficiente
como para hundirse en el fondo oceanico. Pero el proceso de calentamiento
global genera agua sin sal procedente de deshielo, y existe la posibilidad de
una disminucién de la salinidad en el atlantico norte por el rapido deshielo en
Groenlandia. Esta disminucion de la salinidad supone una disminucion en la
densidad del agua y un riesgo para el mantenimiento de las corrientes
oceanicas.

El caso del globo aerostético indica que la densidad de fluidos como el aire o el
agua es funcién de la temperatura p(T). Sin embargo si los elementos de fluido
siguen un proceso con intercambios de calor y rozamiento interno
despreciables, entonces el proceso es adiabatico : dS=0; al menos durante
tiempos relativamente largos, como el caso del calor contenido en el globo
aerostatico. Para un fluido préximo a gas ideal, la ecuacion adiabatica
correspondiente al volumen asociado a la unidad de masa (inverso de la
densidad p) es
pp” =cte; 7=&
C

\Y

de modo que en estas condiciones podemos poner la dependencia p(p) que
corresponde a un fluido barotropico. Otro caso posible es cuando el gas sigue
una transformacién Isoterma, de modo que la ecuacién de estado nos lleva
directamente a p(p)

pp *=cte;

En general los procesos en gases con indice politrépico[4] n constante o
funcién de la presion son procesos barotrépicos. Como veremos, los fluidos
barotropicos son un topico importante en mecéanica de fluidos. El caracter
adiabatico (o politropico) también esta presente en el fendmeno de propagacion
del sonido en un fluido.
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MOVIMIENTO DE FLUIDOS.

La presion en un fluido en movimiento.

En el siglo XVIII parecia evidente que las leyes de Newton estaban en el
fundamento de toda la fisica. A nivel fundamental estas leyes se aplican a
elementos de materia o particulas y por tanto es necesario aclarar que se
entiende en nuestro caso por particula de fluido. Desde el punto de vista
matematico un elemento de fluido es un volumen de fluido tan pequefio como
se guiera en todas sus dimensiones. Sobre esta particula actuaran las fuerzas
de presion del resto del fluido y de la gravedad; esto en las experiencias
comunes sobre el movimiento de fluidos. La resultante de estas fuerzas
determinara la aceleracion que afecta a la particula de fluido mediante la 22 ley
de Newton. Note el lector que en el caso de fluido en movimiento podemos
seguir manteniendo las conclusiones sobre la presion presentadas en la
seccion de hidrostatica, es decir, que la presién siempre actia en la
perpendicular a una superficie de contacto; sea este contacto entre el agua y
otro material o entre dos partes del mismo fluido. Esto es asi por que la
resultante de las fuerzas asociadas a la presién y a la gravedad es una fuerza
sobre una particula de fluido que es un elemento de volumen. Es decir, la
resultante es una fuerza distribuida en volumen, igual que lo es la fuerza de
gravedad; en cambio la presién es sefial de una fuerza distribuida en superficie.
De este modo podemos reproducir el razonamiento hecho sobre la presion
tomando un prisma elemental solidario al movimiento del fluido y que abate
progresivamente dos de sus caras, eliminando en el limite de esta forma las
fuerzas distribuidas en volumen y manteniendo el resultado sobre la presion ya
sefalado antes.

Una caracteristica importante de algunos fluidos es que en su movimiento
mantienen una densidad constante; mientras el fluido solo esté afectado por
fuerzas clasicas y no por cambios de temperatura y/o composicion quimica del
fluido por ejemplo. El agua se considera un fluido incompresible, es decir, que
mantiene su volumen aunque cambie su forma en las condiciones fisicas
aludidas; y por tanto su densidad se mantendrd constante. El aire puede ser
comprimido o expandido mas facilmente, pero estas acciones estan asociadas
normalmente a un cambio de su temperatura; sin embargo existe una margen
experimental en que el aire puede considerarse incompresible y que se
aclarard mas adelante. Se insiste otra vez en que en el andlisis del movimiento
de fluidos que se presenta aqui solo se considerara la influencia de fuerzas
mecdénicas, y no la influencia de los cambios de temperatura y/o composicion
guimica; influencia que también existe.

Lineas de corriente

Podemos refinar ahora las experiencias de Leonardo sobre la deteccion del
movimiento del agua utilizando particulas-test sélidas. En el caso de fluidos que
mantienen constante su densidad podemos utilizar como particula-test un
elemento de volumen de un material rigido, con la misma densidad del agua y
gue no experimente rozamiento con el agua. No podemos, fisicamente, sustituir
un elemento de fluido por la particula-test correspondiente que ocupe su lugar.
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Aunque ambos mantienen su volumen, el elemento de fluido puede cambiar su
forma durante el movimiento, pero la particula-test no. Sin embargo si
consideramos particulas-test de un tamafio muy pequefio, en el limite, las
fuerzas de presion y gravedad sobre esta particula-test seran las mismas que
sobre la particula real de agua y por tanto el movimiento del agua sera el
mismo movimiento que el de la particula-test.

Utilizando una gran cantidad de estas particulas se puede en principio medir el
campo de velocidades u(x,y,z,t) de un fluido transparente en movimiento
puesto en condiciones reproducibles de laboratorio; es decir, que si repetimos
mas tarde la experiencia, obtendremos el mismo valor de u(x,y,z,t). Esto no es
tan sencillo como parece, ya que el movimiento de un fluido puede estar
afectado por turbulencias, vértices o remolinos que pueden ser dificiles de
controlar y predecir. El caso mas sencillo para el analisis del movimiento de un
fluido es el caso de movimiento estacionario, es decir, el movimiento de
nuestras particulas de test solo depende de las coordenadas de posicion (X,y,z)
y no del tiempo : u(x,y,z). Si registramos trayectoria en el fluido de una particula
test que parte de un punto Xg,Yo,20; €ntonces cualquier otra particula-test que
parta del mismo punto seguird esta misma trayectoria. Desde el punto de vista
mecanico esto es asi por que sobre ambas particulas actian las mismas
fuerzas y parten de la misma situacion inicial. Este es el determinismo de la
mecanica clasica. Dibujando las trayectorias de todas las posibles particulas-
test obtenemos las lineas de corriente del fluido en condiciones estacionarias.

En condiciones no estacionarias también se pueden definir las linea de
corriente del campo para un instante dado u(x,y,z,tp); pero en este caso las
lineas de corriente no estan relacionadas con trayectorias de una particula-test.
La ecuacion diferencial que sigue un elemento dl de estas lineas de campo es

uxdl=0=(u,u,,u, )x(dx,dy,dz)=0

Como regla heuristica, para una corriente de fluido que se mueve suavemente
y sin turbulencias, estado de movimiento denominado régimen laminar; las
lineas de corriente tienden a rodear suavemente los obstaculos o limites que
dicha corriente va encontrando.

Andlisis matematico de campos

Un campo, desde el punto de vista fisico, es una zona del espacio en la que se
distribuye alguna caracteristica fisica que puede ser objeto de medida. Asi
tenemos un campo de velocidades, de presiones, densidades, un campo
gravitatorio, un campo eléctrico....Matematicamente se trata de funciones
escalares o vectoriales que dependen de las tres coordenadas espaciales y , si
el campo es no-estacionario, del tiempo : f(x,y,zt). Si f(X,y,z) es un campo
escalar, podemos analizar la variacién de f() sobre una curva parametrizada
como x(1),y(l),z(l); donde elegimos | como la longitud sobre la misma curva a
partir de un punto de ella. De esta forma podemos calcular la derivada df/dl y la
variacion df al movernos sobre la curva parametrizada. Pero el teorema
fundamental del calculo vectorial introduce el producto escalar para el calculo
de esta variacion, fusionando de esta forma calculo y éalgebra vectorial, y
definiendo la operacién basica de andlisis de campos : el gradiente:
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ar = TOOIOLO) gy [y i = TEOIOD gy, 5, 8

donde, referidos al punto correspondiente del espacio en que se hace el
andlisis, dl es el vector desplazamiento elemental sobre la curva, e es un vector
unitario tangente a la curva y vf es el vector gradiente. La expresion anterior

define el vector gradiente como un limite cuando dl—0, y de existir este limite
debe ser independiente de la ruta tomada por dl. De este modo determinamos
las componentes del vector gradiente si tomamos sucesivamente como curvas
las lineas coordenadas que pasen por el punto en el que se calcula la derivada.
En coordenadas Cartesianas sera

= [VfJeex ;a—:[Vf]oéy;%:[Vf]-éz . df =Vf edl ; dI? = dx? +dy? + dz?

o - o

X y
la independencia del limite respecto a la ruta seguida por dl sigue
manteniéndose, solo que cada ruta utilizada solo permiten calcular una
componente del limite vectorial que define al gradiente. Una generalizacion
inmediata para f(x,y,z,t) nos lleva a

df =vf edi+ gt
ot

Una funcion vectorial equivale a tres funciones escalares en general distintas.
En el analisis matematico de funciones de varias variables independientes son
de la mayor importancia las integrales de superficie y de linea. Segun la
naturaleza del campo estas integrales se pueden relacionar con propiedades
fisicas importantes. En el caso de la hidrodindmica, la integral de superficie del
campo de velocidades se relaciona directamente con la conservacién de la
masa, como veremos, Yy la integral de linea esta relacionada con el caracter
rotacional del campo, es decir, con la tendencia del campo de velocidades a
producir vortices o remolinos. En el caso del campo electromagnético, la
integral de superficie esta relacionada con la carga eléctrica y la integral de
linea con la induccion electromagnética. Los teoremas de la divergencia y del
rotacional amplian la fusion entre célculo y algebra y son, matematicamente,
condiciones necesarias para cualquier campo vectorial de comportamiento
continuo

:f?(x, y,z,t)edS
Av
?(x, y,z,t)odi

f?(x, y,z,t)edl :J' [§x?(x, Y, z,t)]-d§ = Vx (XY, z,t)‘Ag =1lim §AS teorema del rotacional

f?(x, y,z,t)edS =§607(x, y,2,0)dV = Ve f(x,y,z,t)=lim,_, teorema de la divergencia

El teorema de la divergencia transforma una integral del campo sobre una
superficie cerrada en una integral de la divergencia del campo sobre el
volumen definido por dicha superficie. El teorema del rotacional transforma una
integral del campo sobre una linea cerrada en una integral de superficie sobre
cualquier superficie limitada por dicha linea cerrada; como una pompa que
empieza a salir de un pompero. Note el lector que estas integrales se evallan
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sobre lineas, superficies y volumenes, en un instante t el mismo para todos los
puntos del espacio afectados. Es decir, se evaldan simultdneamente en todos
los puntos del espacio afectados. Note el lector que los propios teoremas sirven
para definir cuantitativamente la divergencia y el rotacional* de un campo, y
que la invarianza frente a cambios de sistemas de coordenadas de volumenes,
superficies y producto escalar supone necesariamente el caracter invariante de
la divergencia frente a cambios de sistema de coordenadas. Sobre el caracter
vectorial de los elementos de superficie planos (dS) el lector puede consultar el
apéndice matematico. La direccion de los vectores dS en las integrales es
siempre perpendicular a la superficie y el sentido es : 1-Para una superficie
cerrada este sentido es hacia el exterior del volumen delimitado; 2-Para una
superficie abierta este sentido depende segun la regla de la rosca de la tuerca
o de la mano derecha del sentido de circulacion de dl en la integral de linea
correspondiente. Note el lector que la definicion dada de divergencia y
rotacional introduce cierta generalizacion ya que solo se necesita que las
funciones  correspondientes sean integrables; no  necesariamente
diferenciables. Vemos que en el andlisis matemético de campos adquiere
relevancia el uso del operador gradiente en formas analogas al caso del
algebra vectorial. El rotacional de un campo se expresa como el producto
vectorial del gradiente y el campo vectorial. La divergencia se expresa como el
producto escalar del gradiente por el campo vectorial.

s ,0 0 0
v:(i!ivi);
OX oy oz
_ of
Vof:(g,g,i)o(fx,fy,fz)—afx —y+a]cZ ;
ox oy oz 0 oy oz
- — of of
Vxf =(E,g,£)><(fxy f,, fz) (@_J o, _ofy of, _dy
ox oy oz oy 0z ox 0z oy OXx

puesto que el lenguaje matematico de los campos depende del operador
gradiente, el lector necesitara un uso agil del algebra de este operador; de la
misma forma que en el caso de andlisis de funciones de una variable se
necesita utilizar la derivada de una funcion. Existe una regla sencilla para
calcular la accién del operador gradiente sobre el producto de dos campos. La
regla consiste en aplicar la propiedad de la derivada de un producto de
funciones que equivale a considerar, alternativamente, una y otra funcién
constantes de cara a la derivacion y sumar los resultados

g +igp: faig_*_ig

0 0 0
(tg)=L(f.g+ g )=f 9
(fo) 8x("gJr g”) Pox  ox oX o

OX

los valores afectados por el subindice p no deben considerarse como variables,
sino como valores numéricos evaluados en el punto de derivacion
correspondiente. Descomponiendo el producto en una suma similar a la
anterior, lo siguiente que debemos hacer es utilizar las reglas habituales del
algebra vectorial, incluyendo el producto mixto y el doble producto vectorial :

1 El subindice del rotacional indica la componente de este en la direccion definida por AS y el sentido
definido a partir del sentido de circulacion de la integral de linea (regla de la rosca de la tuerca o de la
mano derecha).
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para cualesquiera vectoresA, B,C

KO(EXG):(KXE)OE:(EXZ)OE producto mixto
Kx(@xé)z B(AeC)—C(AeB) doble producto vectorial
ademasel producto mixtorepresenta fisicamente el volumen del paralelepipedo formado a partir de A, B,C

..... y reordenar los términos siguiendo el algebra vectorial asegurando que el
operador gradiente no actle derivando un término que se ha establecido como
constante numérica.

V(fg)=V(f,g+fg,)=f,Vg+g,Vf

Ve(fg)=Ve(f,g+fg,)="f,Veg+g,eVf

Vx(fg)=Vx(f,g+1g,)=f,Vxg+(Vi)xg,
V(G T)=V(g,ef+geT ) =0, x(Vx )+ (@,o0) T +T ,x(Vx g )+ (T ,o%)g
Ve(fxg)=Ve(f,xg+Txg,)=T,e(gxV)rg,e(VxT)=—T,¢(Vxglg,s[xT)
Vx(Fxg)=Vx(T,xg+Tx9,)=(Veg)f,~(F,eVg-(Ve Tlg, +(g, eV JF
Otra relacion también valida en base al algebra vectorial es
Telval=[f eV

Un campo vectorial también puede representar el movimiento de una particula:
se puede escribir la velocidad de una particula como v(x(t),y(t),z(t)) = v(t).
Donde las funciones x(t),y(t),z(t) determinan la posicion de la particula en cada
instante de tiempo. Por tanto las propiedades cineméticas de una particula :
posicion, velocidad, aceleracion; se pueden representar mediante campos
vectoriales que solo dependen del tiempo. Asi, si elegimos g=v(t) en la
expresion del gradiente del producto escalar tendremos

V() % (Vx T (x,y,2,8))=VU(t) » T(x, y, 2,1)) - (W(t) e V) T (x, y, 2,1)

ya que las derivadas parciales de v(t) respecto de las coordenadas espaciales
(x,y,z) son nulas.

En general, en un campo f(x,y,z,t) podemos considerar el movimiento de una
particula o elemento de fluido segun una trayectoria, de modo que los valores
del campo para esta particula seran f(x(t),y(t),z(t),t); lo que permite calcular la
derivada temporal completa de f(t) y relacionarla con las derivadas parciales
correspondientes

df

T %+ (\_nv)? . v =velocidad particula
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el término afectado por la velocidad se denomina a veces derivada o término
convectiva. Por otro lado, si en la misma férmula del gradiente del producto
escalar elegimos f = g = u(x,y,z,t) tenemos

u(x, y, z,t) (5 xu(x, y, z,t)): %§[ﬁ(x, Y, z,t)]z— (u(x, y,z,t) e V)u(x, y, z,t)

resultado que serd utilizado mas adelante en el andlisis del campo de
velocidades de un fluido.

También podemos incluir en el algebra del operador gradiente expresiones en
las que aparecen productos de este operador por si mismo, lo que conduce a
derivadas parciales de 2° orden. En este caso la aplicacion del algebra vectorial
es mas directa

Velvt]=[vev]s

Vx[Vxg|=V[Veg]-[vev]g
§Q[§x§ :[§X§]o§:0
vx[vt]=[7xv]f =0
6.6262:[i+i+iJ

x?  oy? oz®

o6 6 6, ,0 0 0 o2 8 o2 92 9%  f?

6)(6:(—,—,—))((—,—,—):( - < + ) -
OXx 0y 0z° Ox oy oz 0yoz 010y OX0L 010X OXoy OYyox

)=0

La anulacion de la dltima expresion se debe a que las derivadas parciales
cruzadas conmutan para cualquier par de variables si los campos
correspondientes son continuos y derivables.

Para completar el caracter vectorial de operador gradiente, es necesario
determinar las reglas de cambio de sistema de referencia. Si tenemos un
sistema de coordenadas cartesianas (xyz), otro sistema de coordenadas
alternativo (aBy) , que no tienen por que ser cartesianas, y un campo escalar
f(a,B,y,t), siempre podemos considerar el campo f(a(x,y,z),B(x,y,z),y(X,y,2),t)
utilizando las funciones de transformacion entre los dos sistemas coordenados.
Podemos calcular la componente del gradiente en la direccion x utilizando la
regla de la cadena para funciones compuestas

oo’ o oy

X Oa X OB ox Oy ox

of _of o of op afﬁ;/_(aa op 8}/]. of of of
ox ' ox ' ox

lo que nos permite utilizar la siguiente expresion para el gradiente utilizando el
algebra de matrices
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oa op o7 ) (2
oX OX OX
oa 0B oy

da
o
oy oy oy op
o
oy

<
Il

oa 0f o
0z 01 oz

Las coordenadas (aBy) pueden ser cartesianas en distinta referencia (giradas
y/o desplazadas) respecto de (xyz), o coordenadas esféricas, cilindricas, etc,
en la misma referencia que (xyz). El gradiente puede expresarse en distintas
coordenadas, pero siempre como derivadas parciales de coordenadas
cartesianas. Es decir, siempre como el lado izquierdo de la expresion anterior y
a veces como el vector de derivadas parciales del lado derecho. Para una
ampliacion sobre esto consulte el apéndice de transformaciones.

22 Ley de Newton para un elemento de fluido

z - El dibujo representa un volumen de fluido de forma cubica
en un tiempo dado. La materia contenida en este volumen
----- «— - estd afectada por las fuerzas de contacto superficial
| X derivadas de la presién y la fuerza de gravedad distribuida
y en volumen. Segun el teorema del centro de masas de la
mecanica, la accion de las fuerzas sobre la materia
contenida en el volumen de control en un instante dt generaran un cambio en la
posicion dr y en la velocidad dv de su centro de masas. En principio la materia
fluida puede adoptar una forma distinta de la cubica al final de este proceso,
incluso cambiar de volumen y por tanto de densidad®. Sin embargo creemos
que tomando el limite de un elemento de volumen muy pequefio, la diferencia
entre la velocidad del centro de masas y la velocidad del fluido es despreciable.
El analisis de fuerzas en la direccion x seria asi :

(p; — py )dS, +dmg, =dma,; AX = X, — X, — [F:(‘_EUJAdeX +dmg, =dma,
i d

donde dm es la masa contenida en el elemento de volumen y es igual al
producto de la densidad en ese punto y ese instante por el volumen. Los
subindices i y d hacen referencia a izquierda y derecha respecto al centro de
coordenadas. El cociente entre paréntesis representa, en el limite en que Ax
tiende a cero, la derivada parcial del campo de presiones p(x,y,z,t) respecto de
la coordenada x en el punto Xo,Yo0,20. Por otro lado AxdSy es el volumen del
elemento de fluido dV, pero con signo negativo ya que Ax<0. Si repetimos el
planteamiento para los otros dos ejes y,z obtendremos conclusiones similares

_P, g—a'—@+g—a'—@+ g, =pa,—>
aX p X p X7 ay p y /O y? 82 Io z p z
- = dm
—Vp+pg=pa;p=w=p(X.y,z,t)

2 Ver en el apéndice el Teorema de Helmholtz.
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Para deducir esta ecuacion diferencial hemos utilizado un sistema de
coordenadas X,y,z en reposo local a un elemento de fluido, pero evidentemente
la ecuacion es valida en todos los sistemas de referencia inerciales posibles.
En caso de utilizar un sistema de coordenadas no inercial, debemos introducir
las fuerzas de inercia correspondientes, que son siempre fuerzas de volumen.
Siguiendo la exposicion hecha en [1] la ley de fuerzas para un sistema no
inercial es

paA =—Vp+p§—p5m (t)—p&x?—p@x(?vx?)— ZpVVXQA

donde va y aa son la velocidad y aceleracion del elemento de fluido respecto al
sistema de coordenadas no inercial; ap, es la aceleracion de desplazamiento
entre el sistema de referencia no inercial y el inercial. Para una comprension
mas sencilla de los vectores implicados, el lector puede considerar un instante
en que los dos sistemas de coordenadas involucrados en la expresion anterior :
el inercial y el no-inercial, coinciden; es decir, la matriz de transformacion
correspondiente a dicho instante es la matriz identidad.

Anteriormente se ha introducido el campo de velocidades de un fluido a partir
de medidas sobre particulas-test. Podemos expresar la velocidad de las
expresiones anteriores, que se refiere a una particula-test concreta, por medio
del campo de velocidades u(x,y,z,t). Basta considerar que para nuestra
particula-test las coordenadas espaciales seran una funcién del tiempo
u(xi(t),yi(t),z i(t),t) , donde i designa una particula concreta; de modo que
tenemos, utilizando las reglas de derivacion parcial y de funcion compuesta:

dva d - dx. ou dy, du dz, du odu
VA U @), v, (), z,(t), 1) = & D B U U
dt dtu(x'() %0209 dt 6x+ dt ayJr dt az+6t

pero v = ((L);' (K' (sztl j:u(xi,yi,zi,t) por la definicion del campo develocidades

y entonces thA ~(ueV)u+ Z—L:

ya que las derivadas parciales se evallan en el punto (x;Y;,z) que ocupa el
elemento de fluido en el instante t; con lo que la 22 Ley de Newton expresada
en términos del campo de velocidades u(x,y,z,t) es

p(ﬁo§)}+p%:—Vp+p§—pam(t)—p&x?—pﬁx(ﬁx?)— 2pWxu

Para el caso de un sistema de coordenadas inercial , la 22 Ley de Newton,
queda asi:

p(a.6)a+p%“:_€p+p§; @eVU=2VW) -ux(Txi)=

W)+ 1Vp+W cux (@) -
2 P ot

donde V representa el potencial gravitatorio, relacionado con la intensidad de
campo gravitatorio g por la operacion gradiente. Note el lector que si la
ecuacion dinamica anterior es de validez general, entonces sus soluciones
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generales seran muy complejas ya que debe incluir casos de movimiento
turbulento de fluidos. En el caso mas sencillo de un fluido en movimiento
estacionario su campo de velocidades sera u(x,y,z), es decir, no depende del
tiempo; con lo que la derivada parcial correspondiente se anula. En condiciones
de densidad constante podemos introducir la densidad dentro del gradiente asi:

vt uz P ivy —ux@xu)
2 p

Si integramos esta expresion a lo largo de una linea de corriente, cuyos
elementos dr son paralelos al campo vectorial u(x,y,z) en cada punto

2

=1 - 1
IV(EP'JZ + p+pV)0dr :Alinea—corriente(gpuz + p+pV)
1

iﬁxﬁxﬁ)od?zi(ﬁx dF)o(§xﬁ)=O (u y dr paralelos)

1
1
AIinea—corriente(Epu2 +p+ pV) =0

ecuacion valida para una linea de corriente de un fluido en movimiento
estacionario y de densidad invariable. Si suponemos ademas que el campo de

velocidades del fluido es irrotacional® : V xu =0, entonces el resultado anterior
es valido para cualquier linea de integracion elegida, es decir, para
cualesquiera dos puntos en el fluido:

A(%pu2+ p+pV)=0

este resultado se conoce como Ecuacion de Bernouilli.
Leyes de conservacion.

El movimiento fluido se suele realizar a través de conducciones
normalmente impermeables y que evitan la perdida de fluido.
Consideremos el estado de todo el campo de velocidades en
un instante t, determinado: u(x,y,z,to). Consideremos los puntos
: en una superficie cerrada dentro del fluido en ese instante. El
7 -—-————— valor del campo u en los distintos puntos de la superficie nos
informa del movimiento del fluido alli, de modo que permiten
decir que, en un instante dt, un elemento de fluido sobre la
superficie en el punto (X,y,z) se habran desplazado dr =
u(x,y,z,to)dt. Segun sea el valor de u en
el punto considerado, el S vdt e
desplazamiento de cada elemento puede suponer )
entrar al interior de la superficie, salir al exterior de la -
superficie 0 mantenerse sobre la superficie. Vamos a

dividir la superficie en pequefios elementos de

ds .

v

3 Ver la seccion sobre anélisis matematico de campos.



Enrique Cantera del Rio Introduccion a la Mecénica de Fluidos 28

superficie a los que vamos a asignar un valor dS y una direccion y sentido dado
por la perpendicular al elemento de superficie dS y sentido hacia el exterior de
la superficie completa. En este contexto la cantidad

dredS =[u(x,y,z,t,)edS]dt (1)

representa el volumen de fluido que ha entrado o salido a través de la
superficie en el punto asociado a dS. Si u(x,y,z,t) y dS son perpendiculares no
hay ni entrada ni salida de fluido. Si multiplicamos la expresion anterior por la
densidad en el punto correspondiente tendremos la masa de fluido que ha
entrado o salido de la superficie. Si integramos la expresién anterior en la
variable dS tendremos la masa de fluido neta que ha entrado o salido del
volumen limitado por la superficie S. Asignando a la masa saliente un valor
positivo y a la entrante negativo; debido a la eleccién en la direccion del vector
elemento de superficie dS, hacia el exterior del volumen cerrado limitado por S.
Si en el volumen interior de la superficie S no puede haber procesos de
creacion o destruccién de masa, entonces la masa que sale o entra a través de
S debe estar compensada con la disminucion o aumento de la masa de fluido
en el volumen limitado por S y en el mismo instante dt

[f Py, 2 t)u(x, v, 2.t) e dS Jdt ¢ [f o, v, 2.t + BV —f p(x, ¥, 2t)dV [=0

m s . [0
hp(X, Y, Z,t)u(X, y,2,t,)edS +§§

dV}dt -
t=t0

fp(x, y,z,)u(x, y,z,t)edS +§z—/t)dv =0

y segun el teorema de la divergencia, podemos transformar la integral de
superficie en una de volumen asi

:fp(x, Y, z,t)ﬁ(x, y,z,t)e ds :jﬁ o lp(X, v, Z, t)a(x, v, Z, t)JdV

y por tanto, combinando los dos resultados, y al ser la relacion valida para
cualquier volumen, elemental o no, llegamos a la ecuacién diferencial de
continuidad.

§§. [p(x, y, Z,t)u(x, y, z,t)]dV + §%t0dv =0

Ve [p(x, y, Z,0u(x, y, z,t)]+%—/: =0

El planteamiento hecho para la conservacion de la masa se puede ampliar
facilmente para otras magnitudes fisicas sometidas también a principios de
conservacion. La materia que atraviesa la superficie cerrada, ademas de masa,
también transporta impulso mecanico, impulso angular y energia. Si
multiplicamos la expresion (1) anterior por la densidad y por la componente x
de la velocidad del fluido, ambos en el punto correspondiente, tendremos la
cantidad de movimiento en la direccion x que ha entrado o salido de la
superficie. En este caso en el volumen interior de la superficie S si que hay
procesos de creacion o destruccién de impulso mecanico debidos a las fuerzas
que actuan sobre el sistema : la presion distribuida sobre al superficie S y la
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gravedad distribuida en el volumen acotado por S. En este caso el impulso
mecénico del fluido que atraviesa S en la direccion x mas la modificacion del
impulso mecanico del fluido en la direccion x en dicho volumen, no cancelan;
sino que debe ser igual al impulso mecénico en la direccion x generado por las
fuerzas en el fluido acotado por S ; todo evaluado en el mismo instante dt

Hp(x, y,z,to)uxﬁ(x,y,z,to)od§JdI+
Hp(x, y, z,t, +dt)u, (X, Y, z,t, + dt)dV —fp(x, Y, Z,t)u, (X, Y, z,to)dv]z
dt [—f pex od§+§péX oﬁdV]—)

(%Y, 2,0)u,u(x,y,z,t)+ pex|edS + %—péx.a dv =0
i s 2

donde e, es un vector unitario en la direccion positiva del eje de coordenadas x
que utilizamos para proyectar las fuerzas sobre dicho eje. Aplicando
nuevamente el teorema de la divergencia tenemos, para todas las
componentes
opu,
ot
opu,
ot
opu,
ot

— pex O§+Vo(p(x, y,z,u u(x, y,z,t) + péx)= 0

— pey o§+V-(p(x, y. z,t)u,u(x, y,z,t) + péy)z 0

—péz -§+Vo(p(x, Y, z,t)uzﬁ(x, y,Z,t) + péz): 0

ecuaciones gue expresan la conservacion del impulso mecanico. La parte a la
izquierda del signo “+” de las ecuaciones se puede poner facilmente en forma
vectorial. En la parte derecha, los argumentos sobre los que actia la
divergencia son vectores que se pueden organizar como columnas de una
matriz o tensor de dos indices i,j asi (&; simbolo de kronecker; &; =1 si i=j , =0 si
no)

AU+ P pu, puU,

puUy AUl + P puU :(rij):‘r; T; = pUU; + pd;;

puUU, pul, puU, + P

debido a la simetria del tensor* podemos expresar las ecuaciones utilizando el
algebra vectorial y de matrices como

%[p(x, y, Z,u(x, y, z,t)]— P9(X,y,2)+VeT=0

lequ+p puyu)( puZuX
§o‘r:gigopuu pUU, + P puU
ox' oy’ oz -y v e

puU, puyuz puu, +p

la matriz introducida no hace referencia a ningun cambio de coordenadas y
tiene unidades de presion. Matematicamente es un tipo de nimero compuesto
denominado tensor. La expresion anterior supone una ampliacién del concepto

* Ver apéndice sobre la generalizacion del teorema de la divergencia y del rotacional.
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de divergencia, que se aplica no solo a vectores, sino también a tensores; lo
mismo es aplicable al teorema integral de la divergencia. En este caso, la
divergencia de un tensor es un vector. El lector no debe ver la exposicion
hecha como un mero juego matematico. El tensor introducido es un objeto de la
mayor importancia y veremos que el rozamiento interno en fluidos afade
nuevos valores a las componentes de este tensor. Las tensiones internas en un
sélido elastico también se representan mediante un tensor similar; de hecho
este es el origen fisico de la palabra “tensor”.

Sistema de ecuaciones para un fluido sin rozamiento interno.

Por supuesto los resultados encontrados en base a la 22 Ley de Newton y en
base a los principios de conservacion deben ser compatibles. De modo que
tenemos el siguiente sistema de ecuaciones para la hidrodinamica de un fluido
sin rozamiento interno

(— —\ — au — —
P(U °V)U +PE=—VP(X, y,z,t)+pg(x,,2)
Ve [p(X, y, Z,u(x, y, z,t)]+%0 =0

opu,
St
opu,
ot
opu,
ot

—péx -§+Vo(p(x, Y, z,t)uxﬁ(x, Y, Z,t) + péx): 0

0

—peyeg+Ve (p(x, y, z,t)u,u(x, y, z,t) + péy)

—,Déx 06+V o(p(x, Y, z,t)uzﬁ(x, Y, Z,t) + péz): 0

Si hacemos el producto de la 22 ecuacion por el campo de velocidades u y
sumamos con la primera ecuacion tenemos

plae¥)uru@elou])e p 2+ Lo Vo pg
(paﬁ)ma(%.[pa])%[pa]z_6p+pa
particularizando para la componente x
(puev)u, +ux(§o[pa])+§[pux]=—[§p]06x L pgee.

utilizando las relaciones de la seccién anterior sobre analisis matematico de
campos tenemos

[Volee =V e[pe.]
(pueV)u, +u,(Ve[pu])=ve(puu)

que nos lleva a la 32 ecuacion en la componente x, demostrando de esta
manera la compatibilidad del sistema de ecuaciones:

2] pgee. Vel pa.)-o
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VISUALIZACION y EJEMPLOS

Flujo incompresible en el Tubo de Venturi
La imagen representa una tuberia que

presion

p, | M atnostérca se estrecha, atravesada por agua en
v, movimiento estacionario. Note el lector
> "2 [ que el estrechamiento del tubo es
- v, —} )1 progresivo y no abrupto, de modo que
> no provoque Vortices, turbulencias o
»

rotaciones del fluido como se indico en
la introduccién. Por tanto el campo de
velocidades se supone irrotacional. Las lineas del campo de velocidades se
adaptan a la forma de la tuberia y en estado estacionario representa la
trayectoria que seguiria una particula-test. Los tubos de medida de arriba son
de un diametro muy pequefio, en ellos el liquido esta en reposo; una particula-
test nunca acaba en ellos. Estos tubos miden la presion segun la expresion pi-
Patm=Pgh1, P2-Pam=pPgh2 , donde pam €s la presion atmosférica y la suponemos
aproximadamente igual en los puntos sefialados en el dibujo. En rigor en esos
puntos la presion atmosférica no es la misma debido a la altura de la
correspondiente columna de aire, pero debido a la baja densidad del aire y al
alto valor de la presion atmosférica la aproximacion esta justificada.

Segun el dibujo la altura de las correspondientes columnas hi,h, respecto al
borde del tubo es distinta y por tanto las presiones pi,p2 son distintas. Si
suponemos que el fluido mantiene constante su densidad se puede aplicar la
ecuacion de Bernoulli entre dos puntos cualesquiera del fluido

A(%pu2+p+pv)=0

Por otra parte, si tomamos una superficie cerrada de integracién igual al lateral
del tubo y sus secciones transversales de area Al y A2, la ecuacion de
conservacion de la masa se transforma en

§p(x, y,z,u(x, y,z,t)edS =§%)dv =0= p“ﬁ(x, y,z,t)odﬂl—_‘.ﬁ(x, y,z,t)odﬂz]

ya que la densidad es una constante y en el lateral del tubo el campo de
velocidades es perpendicular a la superficie y por tanto no hay flujo de fluido
por esta superficie. Si suponemos la velocidad del fluido es aproximadamente
la misma en todos los puntos de una seccién transversal entonces la relaciéon
anterior se transforma en

plu, A —u A)=0—>u,A =u A

dado que las velocidades son perpendiculares a las superficies en A; y Ao.
Aplicando la ecuacién de Bernouilli entre dos puntos cualquiera a ambos lados
del estrechamiento tenemos
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2
1 1 1
Epulz +p,+poV; =§pu22 + P, + oV, :Zpulz[::J +Pp,+ oV,

;pulzll_(:ij }: P, =Py +p(V2 _Vl)

El potencial gravitatorio se puede tomar V = gh en este caso, y el origen de
alturas h puede ser el eje central del tubo. El cambio de potencial gravitatorio a
ambos lados es un valor acotado proporcional a la diferencia entre la raiz
cuadrada del area A; y la raiz cuadrada del area A,; de modo que si la relacion
de superficies Ai/A; y la velocidad del fluido u; son relativamente grandes,
deben ser esencialmente la presion y el término asociado a la velocidad los que
balanceen la ecuacion anterior:

1o (AL,
Zpul{l (%J]sz P,

dado que A; > A, resulta que p; > py, tal como indica el dibujo.
Velocidad de salida del fluido de un depdsito

La imagen adjunta representa un depésito de fluido con un area transversal S; .

En la zona sin fluido hay aire a presion P. El fluido sale por el agujero del fondo

de area S, con una presion igual a la presién atmosférica P, .Tal como se hace
el planteamiento, el movimiento de este fluido no es estacionario y no se
verifica au/at=0 para cualquier punto (x,y,z) ; pero si el orificio de salida es
relativamente pequefio, la caida del nivel de fluido se puede considerar
relativamente lenta de modo que la parcial respecto al tiempo del campo de

" velocidades se puede despreciar. Podemos ver esto aplicando la
conservacion de la masa a una superficie cerrada definida por el lateral del
depdsito y las areas S; en la superficie del fluido y S; en la salida

u,S,=us, S >>S§,-> u1z0—>%:z0

Por otra parte, el estrechamiento brusco S, puede producir turbulencias, salvo
que el movimiento del fluido en el tanque sea relativamente lento y solo
adquiera una velocidad notable en puntos cercanos al agujero de salida. Esto
es parecido al desagle de un pilén, los objetos flotantes lejos del estrecho
aliviadero se mueven muy lentamente hacia él y solo aceleran
significativamente al acercarse al aliviadero. Resumimos estas aproximaciones
con la hipotesis de que el fluido evoluciona de una forma cuasi-estacionaria y
por tanto podemos aplicar la ecuacion de Bernouilli para un punto en la
superficie del liquido y otro en el agujero de salida; lo que permite calcular la
velocidad de salida del fluido

p+pgh:%pu22+ Patn = Uy =,/Z%+29h
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Si la presion interna p es muy pequefia es posible que la velocidad de salida
del fluido se anule y el fluido se mantenga en equilibrio hidrostatico. Esto es
justamente lo que ocurre en la experiencia de Torricelli con p=0

u2:0—>2—p_ppa"”+2gh:0—> Pum = P+ pgh

El resultado sobre la velocidad de salida del fluido es aplicable en caso de que
el agujero de evacuacion no esté en el fondo del depésito, sino a una lado. En
este caso h representa la altura entre la superficie del fluido y el agujero de
evacuacion. El dibujo adjunto recupera el ejemplo de sobre-presion de la
seccion de estatica; incluyendo una valvula de salida al fondo del tanque.
Cuando esta se abre la velocidad inicial de salida del fluido sera

u=,/2gh donde h es la altura entre la valvula y el nivel del agua en el tubo

adjunto. Sin embargo si el diametro del tubo y de la valvula son similares la
altura de la columna de agua caera muy rapidamente hasta el nivel del tanque.
Otra configuracion es la evacuacion de un depdsito elevado por un tubo de
servicio. Con la valvula cerrada el tubo esté lleno de agua en reposo y en el
instante de apertura de la valvula el agua del tubo se moviliza con la misma
velocidad en todo él. Este cambio brusco de velocidad nos dice que el principio
de Bernouilli no es aplicable al tubo. Si el agua evacuada llena completamente
el tubo la conservacion de la masa nos dice que en todos los puntos del tubo la
velocidad debe ser la misma. Por tanto la velocidad de salida en este caso
corresponde con la altura entre el agujero en la base del depdsito y la
superficie del agua. La presion en la parte alta del tubo conectada al depdsito
podemos suponerla similar a la atmosférica.

En el caso del primer depdsito sin tubo de servicio, el flujo de salida es similar
al que cae de un grifo casero y el lector puede comprobar que el chorro se va
haciendo mas estrecho al caer. Si recurrimos otra vez a la ecuacion de
Bernouilli (flujo cuasi-estacionario) para dos puntos, arriba y abajo del chorro

1 1
Epuarriba2 + patm + pvarriba = Epuabajo2 + patm + pvabajo

donde aproximamos que todo el chorro esta a la presion atmosférica. Dado que
el potencial gravitatorio V es superior arriba que abajo, la velocidad arriba debe
ser menor que abajo. Aproximando la ley de conservacion de la masa para la
correspondiente superficie de integracion formada por las secciones
horizontales Saniva , Sabajo Y 1a superficie lateral del chorro

u S u S u <u —S >S

arriba arribalz abajo “abajo ' “arriba abajo arriba abajo

Sin embargo el célculo se trata de una aproximacion ya que as lineas de
corriente en el chorro no son perpendiculares a las secciones horizontales

Sarriba y Sabajo

Patm

Patm
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Sifon

Todavia queda fisica por explicar en el caso del siféon que vimos en la parte
estatica. Inicialmente al destapar la boca externa el agua cae por su peso y
arrastra el resto del agua. En la boca interna del tubo el agua empieza a

¥ ~ moverse y segun la ecuacion de Bernouilli se produce el
siguiente cambio en la boca interna

ha
———————————— h"l - p0+pgh=consto—>p+%pu2+pgh:const

Si no hay un cambio brusco, como una onda de choque o
impacto fisico, es natural considerar que la funcion de Bernouilli mantiene una
continuidad y es consty=const. Esto equivale a una evolucién cuasi-estacionaria
continua del fluido. Lo cual supone que el movimiento del fluido introduce un
descenso en la presion de la boca interna del tubo. Dado que el fluido del
tanque a la misma altura que la boca interna se movera mas lentamente,
tenemos una diferencia de presiones que impulsa el agua hacia la boca interna.

Algo similar ocurre cuando se empafian los cristales dentro de un coche por
condensacion del vapor de agua. Si se cierran bien las ventanillas y la
ventilacion exterior y se pone a funcionar el ventilador interno, el movimiento
del aire supone una ligera bajada de presion que facilita eliminar la
condensacion en los cristales.

El hecho de que el agua del tubo se ponga en movimiento supone que la su
velocidad se mantiene constante en todo el tubo, dado que la anchura del tubo
es constante y el agua es incompresible. La velocidad v de salida del fluido se

puede calcular como v=,/2gh, , donde hy es la altura entre la boca interior y la
superficie del agua segun la teoria vista en la seccién anterior.

Tubo de Pitot

El dispositivo de la imagen forma un tubo abierto en
las zonas A,B y C. Cuando el liquido interno del tubo
coloreado en rojo, que puede ser mercurio, esta en
equilibrio aparece una diferencia de alturas en las
dos ramas del codo. Esto se debe a diferencia de
presiones en las ramas Ay B-C del tubo. En la rama
B-C del tubo el fluido (en azul) estd en reposo
dentro del tubo a la presion Pg , aproximadamente
igual a Pc , que debe ser la misma que fuera del tubo, debido a la situacién
estéatica dentro del tubo. Por otra parte, en la rama A el fluido (azul) también
estd en reposo. Si el tubo es suficientemente “aerodinamico” y no provoca
turbulencias en la corriente, que suponemos estacionaria. En el punto A la
corriente forma un punto de remanso, de modo que la velocidad de la corriente
es nula en A. Aplicando el teorema de Bernouilli entre A y el punto D:

LEL

Pa =%pu2 +pc donde despreciamos el efecto de la gravedad. La diferencia de

presiones P,-Py, se puede aproximar por la diferencia de alturas del fluido rojo;
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de modo que una medida de esta altura equivale a una medida de la velocidad
del fluido

P

1
Pa=Po =py0h =2 pu* >u=,2=%gh
Yo,

donde p, es la densidad del fluido rojo del tubo de pitot y p es la densidad del
fluido que queremos medir. El tubo de pitot se utiliza en aviones para medir la
velocidad del aire.

Sustentacion
La imagen adjunta representa, en
una vista de perfil, las lineas de una
corriente  estacionaria de aire

velocidad alta

Presion baja sorteando un objeto sélido con forma
= x de ala. Note el lector que el campo
|_ T — myorrecomdo @ velocidades del aire se ha

Presion alta menor recomido

dibujado con el criterio heuristico
sefialado antes para una corriente de
fluido que se mueve suavemente y
sin turbulencias en régimen laminar. Las lineas de corriente tienden a rodear
suavemente los obstaculos o limites que dicha corriente va encontrando. Por
otro lado, experimentalmente existe un margen en que el aire se comporta
como un fluido incompresible de densidad constante en relacién al movimiento
de sus corrientes. Podemos analizar la conservacion de la masa en un tubo de
corriente limitado por los dos segmentos negros de forma analoga a como se
hizo en el caso del tubo de Venturi. Vemos en la imagen el tubo dividido en dos
partes. La parte inferior formada por las lineas de corriente que pasan por
debajo del ala y la parte superior formada por las lineas de corriente que pasan
por encima del ala. Imaginemos en el instante t hay una serie de particulas-test
alineadas con el segmento negro de la izquierda. Después de cierto tiempo
estas particulas-test deben llegar simultanemente alineadas con el segmento
negro de la derecha. La conservacion de la masa exige esto para un flujo
estacionario e incompresible. De lo contrario habria acumulacion o pérdida de
masa en el interior del tubo y el comportamiento no seria estacionario.
Evidentemente, dado que las lineas superiores del tubo recorren una distancia
mayor que las lineas inferiores, para que las particulas-test lleguen al mismo
tiempo la velocidad del aire debe ser mayor por encima que por debajo del ala.

velocidad baja

Podemos hacer una aplicacion de la ecuacién de Bernouilli tomando dos lineas
de corriente que en la zona del segmento de la izquierda estén muy cercanas
una a la otra, pero que en la zona del ala acaben separandose: una por la parte
superior del ala y otra por la parte inferior. Por tanto para un punto justo sobre
el ala y para otro justo debajo del ala tenemos, despreciando el término
gravitatorio asociado al grosor del ala

1 2 1 2
Epusup + psup :Epuinf *+ Ping

lo que implica una mayor presion en la parte inferior del ala que en la parte
superior, y por tanto aparece una fuerza en sentido ascendente.
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El &ngulo del ala respecto a la corriente de aire es importante en la dinamica,
de modo que si el angulo de ataque es muy grande se pueden generar vortices
o remolinos de aire en la parte superior del ala que actian en detrimento del
empuje ascendente. En casos extremos el avion cae por pérdida de este
empuje y se dice que “ha entrado en pérdida”; ha perdido el empuje
ascendente y es una situacion muy dificil de controlar. Si el angulo del ala es
muy paralelo a la corriente de aire el empuje ascendente depende de que
dicha corriente sea lo suficientemente rapida, en caso contrario un avion puede
compensarlo aumentando la velocidad respecto al viento al acelerar sus
motores.

El empuje ascendente también depende de la densidad del aire. Si en el dibujo
anterior la corriente de aire aumenta su temperatura, esto supone que los
segmentos negros se alargan por dilatacion térmica para contener una misma
masa de aire. Esta dilatacién supone una disminucion de la densidad del aire y
de las lineas de corriente, de modo que el cambio de impulso mecanico de la
masa de aire en las cercanias del ala disminuye. Por accién-reaccion esto
supone una disminucién del empuje ascendente. Los aviones o helicopteros
gue descarga agua en los incendios forestales no lo hacen en la vertical de las
llamas, la pérdida de sustentacidbn en una nave cargada es muy peligrosa.
Descargan el agua en zonas préximas a las llamas para evitar la propagacion
del incendio. Algo similar ocurre con los helicdpteros en edificios en llamas.

Por ultimo, es posible que la velocidad del aire en la parte superior del ala
llegue a la velocidad del sonido y en este caso el comportamiento dindmico del
aire se muestra como un “muro” para el avion denominado barrera del sonido.
Muro que es posible superar, generando el avion en el proceso ondas de
choque. Cuando las corrientes de aire sobre el ala se mueven préximas a la
velocidad del sonido es cuando la hipétesis de incompresibilidad en la dinamica
de las corrientes de aire deja _de tener validez y se habla de flujos
supersoénicos; con un comportamiento fisico diferente. El disefio de las alas de
los aviones supersonicos suele ser en forma de triangulo y menos gruesas que
las del resto de los aviones.

Flujo compresible. Movimiento subsonico y supersonico.

dl En el caso del tubo de Venturi vimos el caso de una
corriente de fluido incompresible atravesando un
estrechamiento y las consecuencias derivadas del

i E\i‘é‘i\ principio de conservacion de la masa y de la
- o +ds ¥ ecuacion de Euler. En este caso vamos a suponer
v V +dV un fluido compresible moviéndose en régimen

estacionario que puede modificar su densidad a
medida que circula por una tuberia de seccion
variable como representa el dibujo. Debido al caracter estacionario, la cantidad
de masa que entra desde la izquierda debe ser la misma que sale por la
derecha en cualquier instante de tiempo. El principio de conservacion de la
masa permite encontrar una relacion entre las variaciones de las magnitudes
afectadas : densidad p, velocidad v y area de la seccion del tubo A
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dp dv dA_
v A

WA= (p+dp)v+dv)A+dA)= 0

por otro lado, podemos integrar la ecuacion de Euler sobre un elemento de
linea de corriente dl. Si despreciamos el término asociado a la gravedad
tenemos

1vp+a=0:>(1Vp+aj-dI=0 =% =0
p p p

Eliminando p de las ecuaciones anteriores tenemos

%_ vdv
dp dv, dA
v A

Si consideramos que el tubo esta aislado adiabaticamente, o la velocidad del
fluido es tan grande que apenas hay pérdida de calor en el contacto con las
paredes, entonces podemos suponer que cada unidad de masa del fluido que
se mueve en el tubo sigue un proceso adiabatico o isentropico. Para el caso en
que el fluido se aproxime a un gas ideal, existe una constante K del proceso
adiabatico que verifica

d B o C
D=Kp7:£=K7p“=7pp yp“=7£=02: y==

donde c es la velocidad del sonido como se vio en [2] y y es una constante
igual a la division entre las capacidades calorificas del fluido a presién
constante y a volumen constante. Sustituyendo este ultimo resultado en la
penultima ecuacion tenemos

En el caso incompresible del tubo de
Venturi un estrechamiento del tubo dA<O, conduce a un aumento de la
velocidad del fluido dv>0 y un ensanchamiento a una disminucién de la
velocidad. En el caso compresible descrito por la ecuacion anterior esto sigue
siendo cierto, pero solamente si el gas se mueve a una velocidad inferior a la
del sonido v<c. Si el gas se mueve a una velocidad superior a la del sonido,
entonces un estrechamiento del tubo conduce a una disminucién de la
velocidad y un ensanchamiento del tubo conduce a un aumento de la
velocidad. Este aumento de velocidad en el flujo se puede conseguir
efectivamente y se utiliza en las toberas para la propulsion de cohetes. El
dibujo representa un disefio de tobera. En la parte A se encuentra el motor
donde se realiza la reaccion quimica del carburante que genera gases en
régimen subsoénico, pero a medida que avanzan por el estrechamiento llegan a
alcanzar, en la parte mas estrecha, la velocidad del sonido. A partir de aqui el
flujo entra en régimen supersonico y sigue aumentando su velocidad a medida
gue avanza por el ensanchamiento.
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Equilibrio Geostrofico

Si en un fluido, como el aire, hay una diferencia de presiones entre dos puntos,
normalmente el fluido se mueve de la zona de mayor presion a la de menor. En
un sistema de coordenadas no inercial, como la tierra, este movimiento afecta a
la componente dinamica de Coriolis, que produce una desviacion en el camino
recto desde la zona de alta presion a la de baja presion. A medida que el fluido
se mueve aumenta su velocidad y por tanto también la desviacion por efecto
Coriolis, de modo que es posible que se llegue a un equilibrio entre la velocidad
del fluido u y el gradiente de presion que resulte en una aceleracién nula del
fluido respecto del sistema de coordenadas no inercial : Vp+2pwxu =0

donde hemos despreciado los términos asociados a la aceleracion centrifuga y
la gravedad(variacion de altura). Si hacemos el producto escalar por la
velocidad del fluido tenemos

a-Vp+GO(2pVVXG):0—>GOVp:O

y por tanto, en esta situacion de equilibrio que hemos postulado, el viento se
mueve perpendicularmente al gradiente de presion, es decir, el viento se
mueve paralelamente a las superficies de presion constante o isobaras. Este
resultado se comprueba experimentalmente con cierta precision en casos en
que el radio de curvatura de las lineas de corriente es alto; cuando esto no es
asi, como en el caso del viento cercano al ojo de un huracan, la aproximacion
del viento geostrofico deja de ser util.

Si imaginamos un centro de bajas presiones en el hemisferio norte de la tierra,
dado que el gradiente de presién se dirige hacia las zonas de mayor presién, y
teniendo en cuenta la direccion del giro de la tierra w, la ecuacion de equilibrio
geostroéfico predice un movimiento de giro del aire en sentido anti-horario. En el
caso de un centro de altas presiones el sentido de giro seria horario, ya que
cambia de signo el gradiente de presién. Al comparar el sentido de giro
estamos suponiendo un reloj de agujas sobre la superficie de la tierra.
Podemos hacer el transporte paralelo de los vectores a un centro de presion
similar de las antipodas y las ecuaciones se seguiran manteniendo. Salvo que
un reloj en la superficie de las antipodas gira en sentido contrario a nuestro
reloj inicial, y por eso el sentido de giro del aire alrededor de los centros de
bajas y altas presiones en el hemisferio norte y en el hemisferio sur son
opuestos. Un caso extremo de centro de bajas presiones son las corrientes en
chorro polares. Las zonas polares se comportan como centros de baja presion
de aire debido a su baja temperatura. Los chorros son corrientes de aire que
circulan de oeste a este tanto al norte como al sur alrededor de las zonas
polares. Un avion comercial en la direccién Tokio-Los Angeles, (oeste-este)
puede reducir su tiempo de vuelo en 30 minutos en una ruta que aproveche el
viento de cola de la corriente de chorro respecto de la ruta geodésica de
minima distancia o del circulo maximo entre dos puntos. Estas corrientes
también se generan en otros planetas, como es el caso de Jupiter, conformado
su imagen en bandas caracteristica. El equilibrio geostréfico se suele
considerar una primera aproximacion valida para el viento real en altura(=1.000
metros)y también se presenta en algunas corrientes oceanicas. A baja altura
hay que tener cuenta la friccion del viento sobre el relieve especifico de la
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superficie terrestre. Debido al proceso de
calentamiento global se ha podido constatar en
Noviembre de 2014 que el centro de bajas
presiones en el hemisferio norte asociado
normalmente al polo norte geografico se ha
desplazado a Groenlandia. Esto supone una
relocalizacion de la corriente de chorro alrededor de
Groenlandia y un cambio en el comportamiento del
clima del que seremos testigos. La imagen adjunta
muestra la situacion.

La imagen representa dos depdsitos de agua
conectados por una tuberia de seccion constante con
una llave de paso en B. Si el agua fluye por la tuberia
y cerramos la llave de paso, entonces es preciso que
- todo el liquido de la tuberia pase a estar en reposo.

' Esto supone un cambio en el impulso mecanico del

agua que podemos estimar por mv = pSLv , siendo m la masa de liquido en el
tubo, p la densidad del agua S la seccién recta del tubo, L la longitud del tubo y
v la velocidad del liquido antes de cerrar la llave. Este cambio necesita de una
fuerza que debe proceder de una sobre-presion en la valvula. Si el cierre de la
llave se realiza en un tiempo T durante el que actla una sobre-presién media
Ap/2 , donde Ap representa el maximo de sobre-presion en el proceso tenemos

%ST =p3Lv:>Ap=2$

Sin embargo, si el cierre de la valvula es brusco la ecuacion anterior resulta en
una sobre-presiébn maxima infinita, lo cual no es aceptable. En la préactica, si se
cierra bruscamente la tuberia aparece el fendmeno del golpe de ariete que
resulta en una especie de “eco de presion” que puede dafar la instalacion. La
fisica de este caso pasa por considerar ondas de presién propagandose a
través del agua y el tubo. La sobrepresion en B es una alteracion del campo de
presiones y de las tensiones en el tubo metélico que se propagan como ondas
elasticas llegando hasta A y rebotando para volver a B. Este es el origen de la
sensacién de eco cuando se experimenta el fenbmeno. Si llamamos ¢ a la
velocidad de propagacion de esta onda podemos expresar la ecuacion anterior
como

_p2lv 1

A
P T

pCV

donde r es el tiempo que tarda la onda de presion/tension en retornar a la llave
de paso en B. Aparecen dos casos

1-T > 1, en este caso el cierre de la llave se considera lento y es valida para la
sobre-presion la formula
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pLv
Ap=2—
P T

2-T < 1, en este caso, correspondiente al golpe de ariete la sobrepresion
maxima es
Ap=pcv

ya que el tiempo de frenado del agua en el tubo no puede ser inferior a 1
segundos.

Aliviaderos en grandes presas

Cuando el nivel del agua es excede la capacidad de
una presa para soportarlo se deben utilizar
rebosaderos o aliviaderos para eliminar el exceso
de agua. Esto puede ocurrir por crecidas periddicas
u otros eventos imponderables. Los aliviaderos son
rampas por las que el agua de la parte superior de
la presa se desliza hasta el lecho del rio. En su
caida el agua gana una gran cantidad de energia
cinética, y al caer al lecho del rio el efecto de ariete
puede poner en riesgo los cimientos de la propia
presa. Para evitar esto a la rampa del aliviadero se
la afiade una curva hacia la horizontal en su parte final. De este modo la
corriente de agua a gran velocidad experimenta una fuerte curvatura, lo que
implica un fuerte gradiente de presion; como se vera en la seccion Sistema de
coordenadas intrinseco de una corriente estacionaria. Este gradiente de
presidn se propaga como una onda y es capaz de provocar la pulverizacién de
parte del agua en la atmésfera en forma de pequefias gotas; disipando parte de
la energia de la corriente de modo que se puede reducir el efecto ariete
considerablemente.

Cavitacion y Sono-Luminiscencia

En fluidos sometidos a fuertes cambios de presion, si dicha presiéon esta
cercana a la presion de vapor se suelen formar burbujas de vapor. Estas
burbujas se muevan hacia zonas de mayor presion implosionando y generando
ondas de choque que pueden dafiar la superficie de los metales. Estas
burbujas necesitan de algun agente donde formarse, como superficies
metalicas, impurezas en el fluido, etc. La temperatura es un factor determinante
para el fenbmeno de la cavitacion, ya que la presion de vapor depende de la
temperatura. La cavitaciéon es una causa tipica de la erosién o corrosion de las
hélices que impulsan los barcos modernos. Un flujo que circule a gran
velocidad por una arista afilada esta sometido a fuertes cambios de presion,
debido a la relacion entre la curvatura de lineas de corriente y gradientes de
presion, lo que facilita la aparicion de cavitacion.

Por otra parte, si las burbujas formadas en la cavitacién se ven afectadas por
ondas ultrasonicas, es decir, ondas asociadas a rapidos cambios de presion en
el fluido; entonces si las ondas son suficientemente intensas es posible inducir
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un rapido colapso de la burbuja de cavitacién generandose destellos luminosos
al final del colapso. Se supone que en el final del colapso parte de la burbuja se
convierte en plasma electrénico a temperaturas locales de 20.000 Kelvin y que
al recombinarse con los atomos se genera el destello.

Campos asociados a un fluido. Entalpia.

Un elemento de fluido es una cierta cantidad constante de materia dm que
ocupa cierta cantidad de volumen dV que puede variar con el tiempo. Es
evidente que este elemento de materia puede tener definidas magnitudes
fisicas de todo tipo :eléctromagnéticas, Opticas, termodinamicas...
Evidentemente necesitamos relacionar estas magnitudes con el
comportamiento de las corrientes. Un ejemplo es la entalpia termodinamica.
Suponemos que las magnitudes termodinamicas Temperatura, presion...etc
estan bien definidas en todo elemento de fluido, es decir, todo elemento de
fluido esta proximo al equilibrio termodinamico. Un elemento de fluido tendra
definida una entalpia que sera en general un valor diferencial, pero si referimos
esta entalpia a la cantidad constante de materia del elemento tenemos una
magnitud intensiva describible como un campo h(x,y,z,t) : un elemento de fluido
en la posicion (X,y,z) y en el instante t tiene un entalpia por unidad de masa h.
Tomando e como la energia interna por unidad de masa y v como el volumen
por unidad de masa, la definicion termodinamica de entalpia nos lleva a

h=e+ pv= dh=(de+ pdv)+vdp
Segun el principio de conservacion de la energia una diferencial de e vale

de =TdS — pdv+ dV\/rozamiento

donde T es la temperatura S la entropia y W es el trabajo disipado en el
rozamiento del elemento con el resto del fluido. Si suponemos que; ya sea en
la corriente fluida completa o en la zona de interés, el rozamiento y el
intercambio de calor entre el elemento y el resto del fluido es despreciable
tenemos

AW, zamiento=0, dS=0=de+ pdv=0=  dh=vdp

Si dividimos por dt el resultado anterior introducimos la derivada temporal de
dos campos en el resultado. Podemos sustituir la derivada temporal de los
campos de entalpia y de presion en funcion de las correspondientes derivadas
parciales, como se dijo en la seccion sobre analisis de campos

%h+(aov)q:v%+v(aov)p:>6h(;t—vap=a'[VVP—Vh]

Note el lector que la parte de la derivada parcial temporal ahora no tiene por
gue anularse necesariamente ya que no se refiere a un elemento de materia,
sino a un elemento de volumen fijo del sistema de coordenadas. Pero si la
corriente y los campos h() y p() son estacionarios entonces la parcial con el
tiempo se anula y el resultado es
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in:Vh
P

ya que la densidad p es la inversa del volumen por unidad de masa v . Note el
lector que las aproximaciones que hemos tomado son : rozamiento interno
despreciable del fluido, evolucion adiabatica para los elementos de fluido y
campos estacionarios; pero no se ha supuesto nada sobre la compresibilidad
del fluido. El resultado, dentro del margen de aproximacién sefialado, es valida
para fluidos compresibles o no; sin embargo la ecuacién anterior tiene
consecuencias adicionales no apreciables a primera vista. Si tomamos el
rotacional de la expresion anterior tenemos, aplicando resultados vistos en la
seccion sobre analisis de campos

VX(Eijlepr+(V£JXVp =—i2Vp><Vp =VxVh=0= VpxVp=0
P P P P

Esta condicibn se cumple evidentemente con fluido incompresible
(o=constante). Otra posibilidad es que la densidad no sea constante y los
gradientes de los campos p(x,y,z) y p(X,y,z) sean paralelos. Dado que los
gradientes son perpendiculares a las superficies correspondientes de valor
constate, una superficie de densidad constante también es una superficie de
presion constante y podemos hacer la relacion p—Superficie(x,y,z) —p; es
decir p(p). El contexto fisico en que nos movemos supone, implicita y
necesariamente, que la densidad del fluido es funcion exclusiva de la presion.
Esto se conoce como fluido barotrépico, y de hecho un fluido incompresible es
un caso especial de fluido barotropico con p(p)=constante. Recordando la
ecuacion de Euler para campo estacionario, valida en este caso ya que supone
rozamiento interno despreciable en el fluido, tenemos

_ _ _ - (12 -
%V(U2)+W+£Vp=U><(VXU):>V{U7+V+hj=u><(V><U)
0

por tanto, si dr sigue una linea de corriente entre dos puntos A y B tenemos

B_ 2 _ B_ _ _ 2
J'V(U?Jrv +h].dr:”ux(qu)]odr=O:u7+V+h:cte(linea)
A A

ya que dr y u son vectores paralelos en todo punto. Si afiadimos a la lista de
aproximaciones anteriores la de flujo irrotacional tenemos que la constante ya
no depende de la linea de corriente concreta, sino que es el mismo valor
independientemente del punto del fluido considerado

u2
—+V +h=cte
2

El caso del globo aerostatico comentado mas arriba indica que la densidad de
fluidos como el aire o el agua es funcion de la temperatura p(T). Sin embargo si
los elementos de fluido siguen un proceso con intercambios de calor y
rozamiento despreciables, entonces el proceso es adiabatico : dS=0; al menos
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durante tiempos relativamente largos, como el caso del calor contenido en el
globo aerostético. Para un fluido préximo a gas ideal, la ecuacion adiabatica
corresponde a un fluido barotrépico

Cp

7V =cte; y = —
ppo I C

\

PARADOJA DE D'ALEMBERT

Todos conocemos por experiencia que debemos vencer una resistencia Si
gueremos movernos en contra del viento a cierta velocidad. Cualquiera que
haya utilizado una bicicleta sabe por experiencia el efecto de
arrastre debido al viento. Al moverse a favor del viento el
ciclista reduce su esfuerzo y al moverse en contra el ciclista
debe aumentar su esfuerzo para mantener una velocidad
dada. Sin embargo en 1752 el matematico y fisico Jean le
Rond D’Alembert realiz6 un estudio sobre este problema,
basado en hip6tesis aparentemente generales, que
concluye necesariamente (matematicamente) en la
inexistencia de la fuerza de arrastre.

La imagen representa un cilindro moviéndose a velocidad constante visto de
perfil y las lineas de corriente de un flujo laminar y estacionario que lo rodean.
Las hipdtesis que utilizaremos son: fluido incompresible, campo de
velocidades irrotacional y rozamiento nulo ; tanto el rozamiento interno del
fluido (viscosidad) como del fluido contra el cilindro.

Teoria del flujo potencial

Si el campo de velocidades de un fluido es irrotacional, entonces es posible
encontrar un campo escalar de modo que el campo de velocidades es igual al
gradiente de este campo escalar. Esto es una consecuencia inmediata del
teorema del rotacional

fﬁ(x, y,z,t)-di:J%G(x, y,z,t)-di+.l[ﬁ(x, y,z,t)-di:.[[§xﬂ(x,y,z,t)]od§ =0

Jz.a(xl yl Z,t).di:ja(x, y’ Z,t).(di') =(D(X2, y2’ Zz’t)_(p(xll yl’ let)

si el rotacional es nulo, entonces la integral sobre cualquier linea cerrada del
campo de velocidades se anula también. Descomponiendo esta integral en
funcién de dos puntos arbitrarios 1 y 2 de la linea de integracién, tenemos que
el valor de estas integrales parciales no dependen de la trayectoria entre 1y 2,
y por tanto solo pueden depender de los puntos inicial y final. Si expresamos el
resultado anterior en términos diferenciales

u(x,y,z)edl =de(x,y, z) > (ux,uy,uz)o (dx,dy,dz)=de(x,y,2) >

a(x, y,2) = %)
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Por otra parte, segun el algebra expuesta en la seccién de andlisis matematico
tenemos

Vxu(x,y,z,t) :§x(§<p(x, y,z,t)):(§x§)¢:0

de acuerdo con la condicién de rotacional nulo. Por tanto necesariamente todo
campo de velocidades irrotacional se puede poner como el gradiente de una
funcién escalar ¢ denominada potencial.

Por otro lado, si el fluido es incompresible, entonces la ley de conservacion de
la masa indica que la divergencia del campo de velocidades debe ser nulo, y
por tanto la funcién potencial ¢ debe cumplir lo siguiente

Ve [pﬂ(x, Y, z,t)]+aa—/: =0; p=constante— Veu(x,y,zt)=0

. - aZ aZ 62
VeVop(Xx,y,z,t)=|VeVip(X,y,2,t)=| —+—+— |p(X,y,2,1) =0
Vo(x y,2,0) = [V e Vo(x, y,2,1) (6X2+ay2+azz]¢( y,2,1)

que es la ecuacion diferencial de Laplace. De modo que el potencial ¢ verifica
condiciones matematicas anélogas al campo electrostatico y es posible elegir
para ¢ campos similares. Pero a diferencia del campo electrostéatico, en nuestro
caso no existen fuentes ni sumideros del campo (cargas). De este modo una
solucién admisible para el campo de velocidades en nuestro caso es un campo
constante mas un campo de tipo dipolar.

Ecuaciones de Euler sin viscosidad para flujo potencial

En la seccién sobre la 22 Ley de Newton aplicada a un fluido obtuvimos el
siguiente resultado

W)+ VW cux(@xm -
2 Yo ot

incluyendo las condiciones de rotacional nulo, flujo potencial y densidad
constante/incompresibilidad tenemos, despreciando el término gravitatorio

Slog e Op
V| £ =~ 1=0
{Z(U)+p+pa}

y por tanto el interior del corchete debe ser una cantidad que no cambia con las
coordenadas espaciales (x,y,z) y a lo sumo depende del tiempo

P2 op
L D@t
2(U)+|D+pat (t)

Movimiento suave del cilindro en la corriente

Suponemos que el cilindro se mueve con velocidad constante v (Vy,Vy,V)
respecto de un sistema de coordenadas inercial. Este movimiento no produce
turbulencias (irrotacional) de modo que las lineas de corriente se van
adaptando suavemente a la nueva posicion del cilindro y un observador
moviéndose con el cilindro observara siempre el mismo campo de velocidades
del fluido. Esto significa mateméaticamente que, respecto de nuestro sistema de
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coordenadas, el campo de velocidades en un instante t corresponde a un
desplazamiento del campo de velocidades existente en t=0:

u(x,y,z,t) =u(x,y,z',0) =u(x-vt,y-v,t,z-vt,0) -

du _ouox oudy ouadr (o)

ot oot oyot oot
donde hemos aplicado la regla de la cadena de derivadas para funciones
compuestas. Por otra parte, en la seccion de andlisis matemético vimos la
siguiente relacion
V)< (Vx F(x,y,2,0) = VU@ » T(x,y,2,0) - (10 s V) T (x, ¥, 2,1)

en nuestro caso Vv(t) = v = constante y f = u; de modo que V(veu)=(veV)uy
aplicando la condicion de rotacional nulo y flujo potencial la ecuacion de la
derivada parcial anterior queda asi

2 5p eit)=07 2 i |-
6)tV¢+V(v u) 0—>V[at+v u} 0

ya que se puede conmutar la derivada parcial temporal con el gradiente, ya que
afectan a variables independientes. De nuevo, el interior del corchete no
depende de las coordenadas (x,y,z) y como mucho depende del tiempo

o

—+\7-G= t
o g(t)

y por tanto, eliminando la parcial respecto al tiempo de la ecuacion de Euler
presentada antes tenemos

2w+ p-plveu)= 10 -pa® - p=plveu)-2 @) +h

donde h(t) es la funcion del tiempo correspondiente.

Por otro lado, para un observador solidario al cilindro movil las lineas de
corriente del fluido no pueden finalizar ni nacer de la superficie del cilindro. El
cilindro no es ni fuente ni sumidero para el fluido. Por tanto si este observador
inercial aplicada la ley de conservacion de la masa para una superficie fija que
coincida con la superficie del cilindro encontrara que la masa que atraviesa un
elemento de superficie en el instante dt debe ser igual a cero

dredS =|u(x,y,z,t,)-v )edS]dt =0 (@)
donde se ha introducido la velocidad relativa con la que el observador aprecia
el campo de velocidades del fluido. Si n es un vector unitario normal a la
superficie del cilindro el resultado se expresa asi:

neu(x,y,z,t)=nev
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En la imagen al principio de esta seccién el lector puede ver en el centro una
linea de corriente que se mantiene recta hasta la superficie del cilindro. En este
punto los vectores n,u,v tienen la misma direccion. Si aplicamos el resultado
anterior tenemos que en este punto los vectores velocidad u,v coinciden. Por
tanto, visto desde el observador inercial que se mueve con el cilindro el fluido
en este punto estd permanentemente en reposo relativo. Por ser inercial el
observador puede aplicar directamente la ecuacién de Bernouilli y ver que en
dicho punto de remanso (stagnation point) existe un maximo de presion; lo cual
debe ser cierto también para cualquier otro observador inercial.

Céalculo del arrastre

A partir de la presion calculada antes, la fuerza del fluido sobre el cilindro se
expresa mediante

F=—f pd§:f[g(uz)—p(Qoﬂ)—h(t)}dgz §[§(u2)—p(§.a)}d§ ~h()fds

Fpf| S -(reallis

la funcion h(t) no depende de las coordenadas (x,y,z) y se puede sacar de la
integral. La integral de los elementos vectoriales de superficie es cero®.
Podemos analizar la expresion anterior en la componente x multiplicando por
un vector unitario en esta direccion(ey)

F-exzpi[;(uz)—(wu)}ex-ds

vamos a utilizar el teorema de la divergencia sobre
la expresion anterior. Para ello se necesita un
volumen acotado por una superficie; sin embargo
vamos a llevar el teorema al limite eligiendo como
volumen todo el volumen ocupado por el fluido,
limitado por la superficie del cilindro y una
superficie exterior tan alejada del cilindro como
gueramos. tomaresmo la proposcion hecha antes
sobre el campo de velocidades u como suma de
una constante y un campo dipolar. El término
constante no contribuye a la integral, y en la
superficie lejana el campo dipolar es proporcional
a r3, siendo r la distancia al cilindro, mientras que
los elementos de superficie son proporcionales a r* . Esto hace que la
contribucion de la superficie lejana sea tan pequefio como queramos. Por tanto,
aplicando el teorema de la divergencia al primer sumando de la integral anterior

REes .ds:§v.[;(u2)ex}dv

5 El lector puede comprobarlo multiplicando la integral escalarmente por un vector constante y aplicando
el teorema de la divergencia.
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y utilizando las relaciones de la seccion de andlisis matematico

[ q )ex} ST S o B iy Py
de las férmulas de la seccion de analisis matematico tenemos
(UeV)ueed)+(Uee|Veu)=Ve[use.)u]

en nuestro caso de fluido incompresible veu=0 con lo que la integral
correspondiente es

_§;(u2)ex.dszivo[;(uz)ex}dv —{ofuse)ubv = f(ase.)ueds

donde hemos vuelto a utilizar el teorema de la divergencia. Con lo que la
expresion de la componente x de la fuerza es

Feeo=pffuce)uends—(veul ends]=pf[use,Juen—(veuk, en]ds

donde el vector n es unitario y tiene la misma direccion y sentido que el vector
elemento de superficie dS. Aplicando la condicién de que las lineas del campo
de velocidades no entran ni salen del cilindro y factorizando tenemos

(eex)uen—(veulexen=(use)ven—(veule,en=[ux(vxeJon

Si multiplicamos la expresion anterior por vy,vy,V; y sumamos para todas las
componentes tenemos

Feeuw, +F-eyv +F-ezv =Fev= pﬂu><<v><v ex)+u><(V><V ey)+u><(v><v ez) nds

y aplicando las propiedades asociativas del producto escalar y del producto
vectorial tenemos

Fev= pif[ux(VXv) ndS=0

como resultado, el fluido no ejerce ninguna fuerza de arrastre en la direccion
del movimiento del cilindro, en contra de la experiencia. Si el desarrollo hecho
€S consecuencia necesaria, 0 muy probable, de las hipétesis basicas,
entonces hay alguna hipotesis que no es correcta. ¢ Cudl es?.

Pese a ser un resultado notable, la paradoja de D Alembert tuvo un efecto
negativo en el desarrollo de la mecéanica de fluidos debido a que nadie supo dar
con una solucion satisfactoria, bién sea en el dominio matemético o en el
dominio experimental, durante mas de 150 afos. Esto desprestigié durante
largo tiempo la disciplina hasta que a principios de siglo el desarrollo de la
aeronautica introdujo nuevas ideas de la mano de Ludwig Prandtl. Sin embargo
el dafio aun se deja sentir en los planes de estudios universitarios en una
materia que deberia estar a la altura del Electromagnetismo o Ila
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Termodinamica y que integra como ninguna otra la base de las mateméticas
superiores.

ONDAS SUPERFICIALES EN EL AGUA

Imaginemos una piscina con agua en calma a la que
lanzamos un objeto pesado que al caer provoca
ondas en la superficie del agua. Las ondas generadas
parecen moverse desde el lugar de impacto hacia el
exterior. En el impacto, el objeto impactante imprime
una velocidad al agua durante el proceso de desalojo.
Este movimiento del agua provoca una hondonada en
la zona de impacto durante un cierto tiempo, y no se transmite a toda la masa
liquida como en el caso de las ecuaciones de Saint-Venant (mas adelante),
sino que se trata solo de un fendmeno superficial. En estas circunstancias las
“‘montafas de agua” no duran mucho y la gravedad obliga a un reflujo del agua
evacuada hacia la zona de impacto que esta a menor nivel, reflujo que acabara
por elevar el nivel de la superficie del agua relativamente al entorno proximo
repitiendo de nuevo el proceso. Si esparcimos unas particulas-test como bolitas
de poliuretano sobre la superficie del agua podemos ver que se mueven
oscilando respecto de un punto medio en la vertical y también en la linea
horizontal que pasa por el origen de la onda; revelando asi el movimiento del
agua en este fenébmeno.

Existe un dispositivo de laboratorio, la cubeta de ondas, en la que se utilizan
ondas superficiales de agua para mostrar comportamientos tipicamente
ondulatorios con son la reflexiéon, refraccidn, interferencia y difraccion. Estos
fendmenos se explican tradicionalmente en base al principio de Huygens, pero
este principio requiere un comportamiento lineal de las ondas en el sistema.
Esto significa que si sobre un sistema puedo reproducir dos procesos
ondulatorios independientes, también puedo reproducir un proceso ondulatorio
gque sea, matematicamente, la suma de los procesos. Las ecuaciones
aplicables en este contexto son :

La primera corresponde a la ecuacion de Euler y la segunda a la conservacion
de masa de un fluido incompresible. Supongamos que tenemos dos soluciones
de estas ecuaciones que especifican el campo de velocidades y de presiones
del fluido : (u1,p1-pz1) Y (uUz,p2-pz2). Si la ecuacion de Euler fuese lineal,
entonces las funciones (u;+u,, p1+p2 - [0Z1+pz2] ) serian también solucion; pero
vemos claramente que esto no es posible debido a que el primer término
introduce el valor no compensado siguiente

plureV)u, + pluz oV )u,

En cambio la ecuacién de conservacion de la masa es claramente lineal, si u;
y Uy verifican esta ecuacion, entonces uj+u,también lo hace.
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Si el sistema de ecuaciones anterior puede describir ondas compatibles con el
principio de Huygens, entonces debe haber alguna aproximacion lineal posible
para la ecuacion de Euler. Evidentemente la primera alternativa es considerar
que para el caso de las ondas superficiales el término no-lineal es
cuantitativamente despreciable en la ecuacion de Euler, de modo que tenemos
el sistema lineal

ou_ o -
= =_Vp+
P P+pg

Veu=0

la anulacion del término no lineal es compatible con un flujo irrotacional :
- — - 1-= - - — .
(ueV)u :EV(UZ)—UX(VXU) ; de modo que podemos considerar que el campo de
velocidades deriva del gradiente de una funcién potencial ¢(x,y,zt)
Vip—+p+p0z|=0
#pepar)
VeVp=Vi=0
u=Vvep

la primera ecuacion supone que el argumento del gradiente es una funcion del
tiempo

op
—+p+pogz="F(t
P TPTPY ®)

y redefiniendo el potencial ¢ convenientemente tenemos una simplificacion
equivalente

(p—)go+jf(t)dt —)paat—(p+ p+,9z=0

para una particula test en la superficie del agua (xs,Ys,Zs) la coordenada z sera
una funcién del tiempo zs(t) y la ecuacion anterior sera una funcién del tiempo

op
P at

+p,(t) + pgz,(t) =0

dado que podemos considerar que la presion atmosférica en la superficie del
agua tiene una variacion despreciable en la expresién anterior, podemos
considerarla constante. Derivando en el tiempo y teniendo en cuenta que la
derivada de zs es la velocidad del fluido en la direccion vertical , y que esta
componente de la velocidad deriva del potencial ¢ tenemos en total

d{aw }gaw
ot |, oz

dt
Vip=0

=0

S

es decir, la ecuaciéon diferencial del potencial (ecuacion de Laplace) y una
condicion de contorno que debe cumplir. Note el lector que la condicion de
contorno también es lineal sobre el potencial de corriente ¢.
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La solucion mas sencilla para el sistema anterior es una onda desplazandose
en el eje x cuya forma funcional es (ver seccién sobre Laplaciano en [3])

@ = f(z)cos(kx—wt)

que introducida en la ecuacion de Laplace determina f(z) por medio de la
ecuacion diferencial

d?f(z)

e —k?*f(z) =0= f(z) = Ae¥ +Be™

dado que para valores de z negativos, es
decir en la direccion del fondo, la amplitud

de la onda debe disminuir tenemos

Liquido P

@ = Ae" cos(kx—wt)

y la condicién de contorno es

% [WAekZS sin(kx, —Wt)]+ gkAes cos(kx, —wt) =0

wkdditS Ae'®s sin(kx, —wt) +w(k%—wJAekzs cos(kx, —wt) + gkAe® cos(kx, —wt) =0

= kA& cos(kx —wt) = -w? +gk =0 ; c—ﬂ—\/g—wli/l
z, k k 2

donde c es la velocidad de la onda, con lo que las ondas de longitud mayor se
mueven mas rapido, que las de menor longitud. En general si la frecuencia de
la onda es una funcién no lineal de la longitud de onda se dice que el medio de
propagacion de las ondas es dispersivo o que la propagacion de ondas esta
sometida a dispersion.

9 _ 90 _ s sin(k —wty, T = 92
dt  ox dt oz

Xs

A medida que se consideran longitudes de onda menores hay que considerar el
efecto de la tensién superficial, que llega a hacerse preponderante (ondas de
capilaridad). Finalmente para comprobar la aproximacion lineal a la ecuacién
de Euler calculemos los términos incluidos en la derivada convectiva

~ -\ au o @ G
(u -V)u +E=(ux5+uza](ux,uz)wta(ux,uz)

para el caso de la componente z tenemos (el lector puede comprobar después
la componente x)

ou, ou, ou, ks

. kAe
U, —%+u + 2 —klkAe | —kAwe sin(kx. —wt) = wkAe'%
Sy, S S ke f (lox, —wt)

—sin(kx, —vvt)]

si suponemos que la velocidad maxima de un elemento de fluido (Vmax) €S
mucho menor que la velocidad de la onda (c) tenemos
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~ —\- du ou
v =kAe“%: v <<c= [UeV)u+—=~—
- o <<0= 1V e S22

y ya que para valores pequefios de la funcion seno el resto de términos de la
ecuacion de Euler serdn predominantes, hemos clarificado las condiciones de
la aproximacion lineal a la ecuacion de Euler.

SISTEMA DE COORDENADAS INTRINSECO DE UNA CORRIENTE
ESTACIONARIA.

En una corriente estacionaria las lineas
de corriente son curvas fijas que no
cambian con el tiempo. Esto nos permite
utilizarlas en un sistema de coordenadas
que sea intrinseco a la corriente. Si en la
imagen adjunta las curvas nombradas
con el parametro t* corresponden a
lineas de corriente, siempre podemos
t*=1 - crear otro conjunto de lineas n que sean
perpendiculares a las lineas de
corriente. Si el flujo de corriente presenta simetria plana, esto seria suficiente.
En caso contrario, podemos crear otro conjunto de lineas coordenadas w que
sean perpendiculares a las lineas t* y n en los puntos de cruce
correspondientes. Parametrizando convenientemente estas lineas tendriamos
un sistema de coordenadas ortogonal, tal como se explica en el apéndice,
definido por la propia corriente estacionaria. El sistema de coordenadas
planteado esta mas cercano a nuestros conocimientos tedricos de lo que
pudiese parecer. Recordemos que las lineas de corriente estacionarias son en
realidad trayectorias de particulas de fluido. Como tales podemos introducir la
22 Ley de Newton con las componentes de la aceleracion en funcion de la
curva trayectoria : aceleracion tangencial y aceleracion normal, perpendicular a
la anterior (R es la curvatura de la trayectoria):

2

p(%f+%ﬁ) :—Vp+p§—p5m(t)—p&x?—p?vx(?vx?)— 2pWx U

donde hemos utilizado la expresion para un sistema de coordenadas no inercial
genérico. El desplazamiento elemental de una particula de fluido se puede
expresar por tdt*, siendo t el vector unitario tangente a la linea de corriente en
el punto en que se encuentra la particula de fluido y dt*=vdt un pequefio
desplazamiento en la direccion t. Prescindiendo de los efectos no inerciales y
de la gravedad, si multiplicamos la expresion anterior por este desplazamiento
de la particula de fluido tenemos

dv- vi- - dv -
—t+—n)etvdt= pv—dt = pvdv=—(Vp)etvdt=—d
pltreme py g dt=p (Vp)e p

e integrando sobre la linea de corriente correspondiente



Enrique Cantera del Rio Introduccion a la Mecénica de Fluidos 52

jivdv+:|idp =0 =%<Vé —Vi)+idp :%[%vz +I%}=O

ecuacion que es de interés en fluidos compresibles barotrépicos, es decir,
aquellos en los que la densidad es variable pero Unicamente depende de la
presion. Puede verse un fluido incompresible como un caso especial de fluido
barotrépico con p(p)=constante.

Si multiplicamos ahora la 22 Ley de Newton por el vector n tenemos, para el
caso de un sistema de coordenadas inercial

v2 - op
L —(v __9Y
p=—(Vp)en P

dado que el lado izquierdo de la ecuacion es positivo, la variacion de presion en
la direccion del vector normal debe ser negativa. Dado que el vector normal
apunta hacia la posicion del centro de curvatura de la linea de corriente,
tenemos que la presion en un fluido debe disminuir en la direccién del centro de
curvatura de una linea de corriente. Este resultado predice claramente que en
el caso de corrientes circulares como remolinos, huracanes....en todos los
casos el centro del vértice tendra una presion menor que los alrededores; lo
cual no seria coherente con la existencia de centros de altas presiones
(anticiclones); pero hemos visto que en estos casos debemos incluir el efecto
no inercial de la fuerza de Coriolis, que justifica la rotacién del viento entorno a
los centros de alta presion. En otro caso no afectado por la fuerza de Coriolis,
el lector puede recuperar la imagen del flujo de sustentacién sobre un perfil de
ala y comprobar que el presente resultado esta de acuerdo con la existencia de
una mayor presion debajo del ala que encima a la vista de la curvatura de las
lineas de corriente.

Si multiplicamos escalarmente por el vector binormal b, definido como el
producto vectorial de t y n, tenemos que la presion en las cercanias de un
punto dado no se modifica en la direccién del vector binormal

dv: Vi - - = op
p(at+En)-(txn)—O——(Vp)ob——%
En el desarrollo se han utilizado derivadas parciales respecto de los
pardmetros t*,n,b. Estos parametros representan las coordenadas de un punto
en el sistema de coordenadas intrinseco de la corriente, de modo que un valor
numeérico determinado del par (n,b) determina una Unica linea coordenada t, es
decir, una linea de corriente. Los vectores t,n,b , correspondientes al triedro
intrinseco de Frenet, forman una base local ortogonal, comentada en el
apéndice, asociada al sistema de coordenadas intrinseco de una corriente
estacionaria. Las lineas coordenadas de este sistema se pueden definir por las
ecuaciones

_ - - axy - - -
drxt=0; n:_x_; b=txn
axu
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Ampliaciéon del contexto de uso del sistema de coordenadas intrinseco

Hemos utilizado el sistema de coordenadas intrinseco para un fluido en
movimiento estacionario, de modo que las propias lineas de corriente formen
parte de un sistema de coordenadas estable. Sin embargo todavia es posible
utilizar este contexto para fluidos en movimiento no estacionario siempre que
las lineas de corriente no cambien con el tiempo. De esta forma, una particula
de fluido circula siempre por una linea de corriente determinada, y en un punto
dado la velocidad del fluido puede cambiar con el tiempo. Podemos re-escribir
las ecuaciones de Euler en este nuevo contexto asi

2

- ou ou - U2 t
n)= —+U—)t+—n|=-V +00; U—Ut*,n,b,tt

dv; v
7t+7
P R
donde hemos expresado la derivada en el tiempo de la velocidad de la particula
en términos del campo de velocidades, teniendo en cuenta que la particula solo
puede moverse por la linea coordenada que le corresponde, es decir, los
pardmetros n,b permanecen constantes y solo varia t*. Las componentes
intrinsecas son
au au 0
P =—2F

P, G
a Var T A P9

2

U P, ,gen

PR™an”
op, — =

O=——F+ b
5 P9°

si tengo un desplazamiento en uno de los ejes coordenados, por ejemplo t ot* y
multiplico escalarmente por g, el producto sera igual al modulo de ¢
multiplicado por la proyeccion de t dt* sobre la vertical es decir, la variacion de

altura correspondiente (h)
oh

—§-fdt*:gdh:>§of:—g$
haciendo lo mismo con las componentes n y b y sustituyendo en las
componentes de la ecuaciéon de Euler tenemos

ou ollr ,
—)+—= h{=0
p(ﬁt)+6t*[2pu +P+,09}

2

u 0
.9 hl=0
pR+an[p+pg]

P
< h]=0
ab[|o+pg]

Ecuaciones de Saint Venant

Las canalizaciones de agua al aire libre, como pueden ser los mismos rios,
pueden aproximarse mediante tramos rectos y de pendiente constante. Para
uno de estos tramos, en el contexto precedente, podemos suponer que el radio
de curvatura (R) de las lineas de corriente es los bastante grande como para
despreciar el término correspondiente, de modo que tenemos
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au, o1 ,
=)= h|=0
p(at)+at*{2pu +p+pg}

P
9 hl=0
an[|f>+pg]

0
< h]=0
ab[lO+p@J]

las dos Ultimas ecuaciones nos dicen que para los puntos de una superficie S+
perpendicular a las lineas de corriente el campo p+pgh depende solo de los
parametros t* y el tiempo t

p+ pgh= f(t*,1)

Si suponemos que el flujo es aproximadamente potencial e irrotacional, la
ecuacion de Bernouilli obliga a que en las superficies S+ la velocidad del fluido
sea la misma.

En canalizaciones al aire libre el nivel del agua puede cambiar debido a
crecidas que se propagan a través de la red de canalizaciones. Podemos
plantear la ley de conservacion de la masa para un tubo de corriente limitado
por dos superficies S separadas una distancia dt* , ocupando cada superficie
una seccion completa del canal, es decir, desde el fondo del canal hasta la
superficie del agua:

ous L
at*

dt*:%(s LdtY)= %[us J.]:as—l

{G(x,y,z,t)-d§=§§dv:> ~

para un canal de seccién homogénea, la superficie S+ desde el fondo hasta el
nivel del agua solo depende de la profundidad D entre el fondo la superficie

S1=5 L (D)= Mg yBLD _S5LD
ot* oD ot* oD ot

los cambios de profundidad D se pueden reinterpretar como cambios de
presion hidrostatica multiplicando la expresion anterior por pg cos(e):

ou oS 1L oD oS 1L oD SL du op  op
cos(p)S L — +upgcos(p) ——— = pgcos(p) ——= pgcos(p) ————+u—=— (0p = pgcos(p)oD )=
PACOS(P)S L ——+upg coslp) ——=—= = pgoslp) ——="== pgeoslp) ———————+u-=—: (op = pgcos(p)aD)
pcz—au fuP P c® = g(D)cos(p)

at* atx ot

donde <D> es la profundidad media del canal y ¢ es el angulo del
fondo del canal con la horizontal. Con esta interpretacion
aproximamos la dinamica por la estatica, es decir es una
aproximacion cuasiestatica a la dinamica del sistema. Finalmente
tenemos el sistema de ecuaciones de Saint-Venant

ou ollr ,
—)+—| = h({=0
"(at”at*[z”“ +p+pg}

20U, 0P _0p
ax ot ot
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aunque la propagacion de crecidas en canales, o incluso tsunamis es un
proceso ondulatorio descrito por estas ecuaciones, debido a la aproximacion
cuasiestatica no pueden aplicarse al caso de ondas superficiales similares a las
que se forman en la superficie del agua de un estanque al tirar una piedra.
Estas ecuacidénes no tiene en cuenta el efecto de rozamiento entre el agua y el
fondo del canal. En la siguiente seccion veremos que este efecto se puede
incluir mediante un término adicional en la primera ecuacion de Saint Venant de

—2— . L, ;-
la forma 7V u. Solo se conocen soluciones basadas en calculo numerico para
estas ecuaciones.

VISCOSIDAD

En el movimiento fluido presentado hasta ahora no hemos considerado la
existencia de un rozamiento interno entre particulas de fluido o lineas de
corriente vecinas. Los apuntes de Leonardo sefialan que en la corriente de un
rio el agua cercana a la superficie se
mueve a mayor velocidad que el agua

y del fondo. Podemos replicar este
comportamiento en el laboratorio para
r .............................................................. »@ . .. .
otros fluidos como distintos tipos de
L ................................................ }. aCEIte Podemos ”egar en el |abOI’atOI'IO
|, ................................... >e a establecer corrientes estacionarias de
|. fluidos incompresibles y de densidad
................. ». . R .,
constante con wuna distribucion de
)‘ e > velocidades que no se ajusta a la
ecuacion de Bernouill. La imagen

adjunta representa el movimiento de particulas-test en el perfil vertical de una
corriente estacionaria en movimiento laminar de un fluido viscoso que se
mueve en la direccién positiva del eje x. El eje x representa también un limite
de la corriente fluida, un fondo de tubo o de recipiente que contiene la corriente.
La imagen representa la posicion de las particulas-test en el instante ty sobre el
eje y ; en el instante posterior t; la posicion de cada particula sobre el eje x
muestra la diferente velocidad de cada capa o lamina de fluido. Vemos también
la adherencia del fluido viscoso a los limites del recipiente ya que la particula-
test del fondo no se mueve. Las capas o laminas de un fluido viscoso en
contacto con los limites que contienen el movimiento de dicho fluido se
denominan capas limite y se caracterizan por estar, en condiciones de
movimiento laminar no turbulento, en reposo relativo respecto a dichos limites.

Para explicar este movimiento acudimos a la idea de rozamiento interno. Una
lamina esta sometida a dos rozamientos:

1-En la superficie superior la capa superior tiende a arrastrarla en su
movimiento.

2-En la superficie inferior la capa inferior tiende a frenar el movimiento que se
generaria segun el punto anterior.

En la capa limite estas dos tendencias se compensan de modo que queda en
reposo relativo.
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Flujo de Couette
sip La imagen representa un recipiente y un cilindro interno
o gue puede girar segun el eje sefalado. El espacio entre
Pl - ellos contiene un fluido viscoso. Si el cilindro empieza a
g . girar, la capa limite de fluido en contacto con el cilindro
SRSl se movera a su misma velocidad, mientras que la capa
I H limite en contacto con la superficie del recipiente
permanecera en reposo. De esta forma aparecera en el
' fluido un campo de velocidades debido a la viscosidad
! del fluido. La funcién de distribucion puede ser compleja,
L+t & | pero podemos simplificar las cosas haciendo que el
radio del cilindro y el del recipiente sean sensiblemente
parecidos. De este modo el fluido ocupa una pequefia capa sobre la que
podemos aproximar una distribucion lineal de la velocidad a lo largo de la
coordenada radial (en cilindricas). Para hacer girar el cilindro a cierta velocidad
constante, tendremos que aplicar cierto par de fuerzas que compense el
momento de fuerzas generado por la resistencia viscosa del fluido. En base a
este equilibrio y a la simetria cilindrica del sistema podemos medir la fuerza de
contacto viscoso tangente a la superficie entre el fluido y el cilindro y obtener lo

siguiente
dF  Au
ds  Tar

donde dS es un elemento de superficie del cilindro y dF es la fuerza de
rozamiento debida al contacto viscoso sobre dicha superficie elemental del
cilindro; Au es la velocidad relativa del elemento dS del cilindro respecto a la
superficie del recipiente y Ar es la distancia radial entre la superficie del cilindro
y el recipiente. El factor de proporcionalidad n se denomina viscosidad
dindmica y depende de la naturaleza del fluido y de la temperatura. Si tomamos
la distribucién de velocidades del fluido en el dispositivo de Couette en un plano
horizontal y consideramos que el radio del sistema es muy grande, en una
pequefia porcion angular la distribucién de velocidades mantendra la misma
direccion de forma analoga al primer dibujo cartesiano, de modo que para el
caso de fluido moviéndose en una Unica direccion sobre el eje x tenemos

dF,

. ou,
as, oy

donde hemos introducido con la derivada parcial el paso al limite para el caso
de una lamina de fluido infinitamente delgada, es decir,

R F una superficie matematica en el fluido. En el caso de la
«— l s1 presion también se hizo un paso al limite hacia una
T —_— distribucion de fuerza en superficie. En el dibujo adjunto

R S1 es una superficie imaginaria paralela a una lamina

-F en un fluido viscoso. La presion corresponde a las

fuerzas F que una parte del sistema ejerce sobre la otra
y la viscosidad corresponde con las fuerzas R de rozamiento entre una y otra
parte del sistema. En ambos casos se representa la accion y la reaccién entre
los subsistemas separados por la superficie. Tanto la presion como la
viscosidad corresponden a fuerzas distribuidas en superficie. Finalmente note



Enrique Cantera del Rio Introduccion a la Mecénica de Fluidos 57

el lector que el dispositivo de Couette no modifica la densidad del fluido, de
modo que los resultados obtenidos los suponemos validos en general para
fluidos incompresibles.

Elemento de fluido en una corriente viscosa laminar. Ecuacion de Navier-
Stokes

El dibujo muestra un elemento de fluido de forma cubica
en nuestra corriente laminar en el eje x afectado por el
rozamiento con las capas superior e inferior. Vemos que
aparece un par de fuerzas (en negro) sobre el elemento.
El efecto de este par en un fluido puede producir la
deformacion del mismo, adquiriendo una forma de
romboide perdiendo en altura y ganando en velocidad, de
forma similar al estrechamiento del tubo de Venturi. Sin embargo también es
posible que, si el elemento es muy pequefo, la viscosidad interna sea lo
bastante fuerte como para provocar un giro completo del elemento de volumen.
Esto supondria la generacion de un vortice turbulento. En todo caso, la
experiencia nos muestra que es posible el movimiento de un flujo viscoso en
régimen estacionario y no turbulento. Por tanto debemos pensar que, a nivel de
elemento de fluido, aparecen otro par de fuerzas, marcadas en rojo en el
dibujo, que compensan el par de fuerzas presentado inicialmente; de modo que
el movimiento del fluido pueda seguir un régimen laminar:

X

dF, ou
—Yopx
ds, oy

de modo que esta es una componente del rozamiento viscoso que actla en las
superficies dSyx. Sin embargo, retomando la seccion anterior, este resultado no
esta completo y debemos afiadir el efecto del rozamiento viscoso en la
direccion y debido al gradiente de velocidad sobre la direccién x

dF, ou, ou,
7:77 — 4+
ds, ox oy

es decir, se suman linealmente efectos debidos al gradiente de velocidad y a la
condicion de corriente laminar. Anadlogamente para la componente dFx/dSy

dF, (6ux 8uyj
=7 + —
ds, oy o

Recordando la 22 Ley de Newton para fluidos presentada anteriormente

%[p(x, y,z,t)ﬁ(x, y,z,t)]—pg(x, y,z)+§o‘r:0
puxux + p puyux puzux
Ver=[2 2 914 uu u,+p puu
ox' oy oz Py Pty Py
puxuz puyuz puzuz + p
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vemos que aparece un tensor. Para llegar a las fuerzas desde la férmula
anterior hay que hacer una integracion en volumen y aplicando el teorema de la
divergencia al caso de la divergencia del tensor tenemos

puxux + p puyux puzux puxux + p puyux puzux
jV- puu, pul +p o puUy dv :f Uy pul, + P pul edS =
U, opuu, U +p) o Clpuy, o puu, puU+p

MU P P, puu,|(dS,
fluy,  puuepopuu, | ds,
ﬂJXuZ pLIyuZ mZuZ+p dSZ

podemos incluir las fuerzas de viscosidad que hemos visto como componentes
adicionales de este tensor
pUU, + p_T:x :Duyux _T:y Pu U, _T:z

B . . .« fou, ou . f(eu, ou,\ . (ou, au,)
T={pUuu, -7, pUU +P-T, pUU -7, T S| St Ty =1 o el S el U

* *

pUU, — Ty ,DUyUZ Ty pul, +p-7,

La presentacion hecha debe restringirse al caso de fluidos viscosos
incompresibles y la 22 Ley de Newton para fluidos incluyendo el tensor anterior
se denomina ecuacion de Navier-Stokes para un fluido viscoso incompresible.

pUU, + p_T:x puyux _T:y pu U, _T:z
0 - — = . N «
a[p(xl y,Z,t)U(X, yl,t)]_pg(xvyl)‘*'v' puxuy_Tyx puyuy+ p_Tyy puzuy_ryz =0

* *

pUU, =7, puyuz _sz puUu, +p—7,

El tensor es SIMmétrico : 1y = Ty ; T = M ; Ty = Ty, ; Y l0 es también en el
caso de fluido compresible. Este es un resultado general de la mecéanica de los
medios continuos conocido como teorema de tensiones de Cauchy que se
basa en el equilibrio local de momentos de fuerza asociado a las fuerzas
distribuidas en superficie (presibn y componentes viscosas) para un elemento
de fluido.

Las componentes diagonales 1% ,T%y T*,, corresponden a las deformaciones:
dilataciones o compresiones del elemento de fluido en cada uno de los ejes
rectangulares. Son componentes similares al modulo de Young en soélidos,pero
en este caso asociadas a componentes del rozamiento viscoso. Es posible
deducir la forma general de las componentes r* para fluidos compresibles
basandonos en que estas componentes dependen linealmente de las derivadas
parciales primeras de las componentes del campo de velocidades y son
simétricas. La forma de las componentes debe ser la siguiente

N ou. 6uj —
= L [+ |Veul.
z-lJ 77[ an aXi J 77 [ ° kl]
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evidentemente para un flujo incompresible la divergencia del campo de
velocidades se anula. El lector puede pensar que, aparentemente, puede haber
mas expresiones validas con las condiciones elegidas, por ejemplo

. ou, ou; | ouy
Ty =1 h— |+ 5ij
ox;  OX 0%,

Pero esta expresion no corresponde a un tensor ya que la ley de
transformacion de coordenadas de estas componentes no se ajusta a la
transformacion de coordenadas de un tensor. El teorema de tensiones de
Cauchy establece también como debe ser la ley de transformacién entre
distintos sistemas de coordenadas de este tensor. Sabemos que la divergencia
del campo de velocidades es un escalar, un escalar o nimero invariante en
cambios de sistemas de coordenadas, que multiplicando al tensor elemental &;
(ver apéndice) resulta en otro tensor. Pero la derivada parcial introducida como
factor de &; en la segunda expresion del tensor no se transforma como un
invariante, sino como la componente de un vector (gradiente), lo que invalida la
expresion completa como tensor.

El coeficiente adicional n’ puede deducirse de la siguiente consideracion fisica :
imaginemos que el fluido se ve sometido a una compresién o expansion
uniforme en todas sus dimensiones. En este caso tenemos

ou, Ou

au, _ o4y _ou, R

oXx oy oz oy  ox

en este caso no hay deslizamiento relativo entre las distintas partes del fluido y
por tanto no debe haber friccién, por lo que las componentes del tensor deben
anularse en este caso. Rapidamente vemos, a través de las componentes
diagonales r*j, la forma general del tensor viscosidad 7*

- ou; | ou; ) - ou, Ou;| 2= -
rii=277(6—x_']+377{a_'}=0377=—§77:> rijan;+a—;]—§[v-u ij}
i i j i

Utilizando las componentes del tensor completo se puede llegar a la siguiente
forma de la ecuacion de Navier-Stokes

p(aﬁ)mp%;‘:_€p+p§+,ﬁza+%,ﬁ[6.a
la forma en que se ha introducido el factor 2/3 en el tensor, y 1/3 en la ecuacién
anterior, en base a consideraciones fisicas sencillas, resulta tener limitaciones
en la practica. En concreto, en el caso de gases la formula anterior solo es

valida para gases monoatomicos con 3 grados de libertad.

Descomponiendo el Laplaciano segun lo expuesto en la seccion de analisis
matematico de campos tenemos

PO TR PR T e % |
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Por tanto podemos deducir que, para corrientes incompresibles (veu=0) €
irrotacionales (vxu=0) la viscosidad no tiene efecto fisico (ver apéndice sobre
la funcion corriente). En la aproximacion correspondiente al flujo de Stokes
tenemos un fluido incompresible en que el término de viscosidad —ﬁx[@ﬁ] es
muy superior al término convectivo p(u+v)u.Si ademas suponemos un régimen
estacionario (au/at=0), utilizando la identidad vectorial correspondiente de la
seccién sobre campos tenemos

%p—pE—WZG:o flujo Stokes estacionario

Tomando la divergencia de la férmula anterior mantenemos el grado la
ecuacion diferencial y resulta que el campo de presiones es solucion de la
ecuacion de Laplace
VZp=0
€o§p=n§-vzﬁ=nv2§o6:> Veu=0
§p—p§—nv26:0

De este modo se puede plantear la solucién del problema mediante funciones
solucién de la ecuacién de Laplace y que verifiguen la ecuacion del flujo de
Stokes y la de incompresibilidad como condiciones de contorno, aplicables
sobre la/s superficie/s adecuada/s; de forma analoga al desarrollo hecho en la
seccion sobre ondas superficiales.

Flujo de Poiseuille y viscosidad en corrientes libres

‘____..-——"' El flujo de Poiseuille corresponde a un fluido viscoso e
‘ incompresible circulando en régimen estacionario por
N una tuberia recta. Podemos imaginar el fluido como
& una serie de laminas cilindricas concéntricas. Si la

viscosidad es homogénea y despreciando el efecto de

la gravedad, entonces cada lamina se movera con la
misma velocidad; decreciendo la velocidad desde el eje central del tubo hasta
las paredes, donde la velocidad del fluido se anula por adherencia. Podemos
utilizar resultados vistos en la seccion sobre el sistema de coordenadas
intrinseco de una corriente estacionaria e incluir el término correspondiente a la
viscosidad en las ecuaciones

o1 , =2
= =nVv
at*{zpu +p+pgh} nvu

0

= h]=0

~ [P+ poh]

0

= [p+pgh]=0

[P+ ron]

si despreciamos el efecto de la gravedad (tubo estrecho) las dos ultimas
ecuaciones nos dicen que en una seccion perpendicular al tubo determinada la
presion es constante. En este caso la velocidad del fluido no es constante en
dicha seccién ya que el flujo no puede considerarse irrotacional. Debido a la
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conservacion de la masa, a lo largo de una linea de corriente no cambia la
velocidad del fluido en este caso, por lo que tenemos

@zrﬁzu; @=o; @zo

o> an b

También podemos resolver el sistema de ecuaciones anterior utilizando el
sistema de coordenadas cilindrico. @ Hacemos corresponder las lineas
coordenadas z del sistema cilindrico con las lineas coordenadas t*,es decir, la
direccién de las lineas de corriente. Por otra parte, en este caso en el sistema
de coordenadas intrinseco el vector n no esta bien definido, ya que las lineas
de corriente son rectas y el radio de curvatura es infinito. En esta situacion
podemos elegir los vectores n y b de la base local del sistema de coordenadas
a conveniencia mientras sean perpendiculares entre si y al vector t. Por tanto
podemos elegir n y b de modo que coincidan en cada punto con la base local
del sistema de coordenadas cilindrico. Esto nos permite escribir la primera
ecuacion utilizando el Laplaciano en coordenadas cilindricas de esta forma

B
®_,Lof ,a_p:@:o:Apzjf(r)dz
oz ror\ or) or 060 2

la velocidad de corriente siempre esta en la direccion z y solo es funcién del
radio r al eje del tubo :u(r) y por tanto tenemos que la parcial de la presion es
una funcion del radio: dp/oz = f(r). Pero como vimos antes, la presion no puede
variar en una seccion recta, es decir, no varia con las coordenadas r,6. De
modo que la integral para Ap solo puede depender de la variacion de z , lo que
nos dice que f(r) solo puede ser una constante del sistema. Con esto la
ecuacion diferencial queda

lop_du 1ldu
n oz dr® rdr

cuya solucion es (R=radio del tubo desde su eje central)

_ 1R
"= 477az(R2 )

el signo menos se introduce por que si el flujo circula en el sentido de z
creciente, entonces en ese mismo sentido la presién disminuye. Por otro lado,
dado que dp/dz es constante tenemos que dp/oz = -Ap/L , con L= Az y Ap el

modulo de la diferencia de presiones

Patm entre dos puntos separados una
distancia L sobre el tubo :
> Z_ 5, 2z > u:ﬂ(RZ_rZ)
> > >
> > > Este caso del flujo de Poiuseuille tiene
Paim semenjanzas con el caso de una

Patm corriente libre de aire, como puede ser
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la generada por un ventilador o un secador de pelo. El campo de velocidades
del chorro puede ser similar al dibujo.

En los extremos superior e inferior del chorro la velocidad decrece rapidamente
hasta llegar a las condiciones del aire en reposo que rodea al chorro. Este
gradiente de velocidad esté asociado a la friccion viscosa con el aire en reposo
de los alrededores. Para medir la presion en el chorro necesitamos un
dispositivo similar a una pequefia caja con una abertura que colocamos
paralela al flujo de aire. En el interior de la caja el fluido estd en reposo y
podemos medir la presion de esta forma; algo similar se utiliza en el tubo de
Pitot. Comprobaremos que la presion es sensiblemente constante en todo el
chorro e igual a la presién atmosférica del entorno. Presion constante es lo que
se espera del caso del flujo de Poiseuille cuando la viscosidad es muy
pequefia, como es el caso del aire.

La imagen adjunta representa un evaporador, un

P<P, dispositivo que utiliza un chorro de aire actuado

airstream (p)) %}3 sobre la boca de un tubo parcialmente sumergido en

fluido. El efecto del chorro paralelo a la boca del

tubo es la ascension del fluido por el tubo hasta que

hace contacto con el chorro de aire y es

transportado por él. El efecto del chorro sobre el aire

—— — -~-=- que hay inicialmente en la parte superior del tubo es

un arrastre por friccién. Esto hace que el tubo pierda

aire y, segun la ley de los gases ideales, que pierda

presion; lo que provoca la subida de fluido por el tubo. Esto a su vez empuja el
aire del tubo hacia arriba, hacia el chorro.

h

i
T O TN

>
liquid lpg

Efecto Coanda
Cuando vimos el caso de la sustentacion del ala de un
avibn hemos supuesto que la corriente tiende a seguir
suavemente el contorno del ala. Este comportamiento
resulta tener una base fisica denominada Efecto Coanda.
La imagen muestra un chorro de un grifo casero y un
péndulo con una bola de corcho blanco. Si acercamos la
bola al chorro, resulta que la viscosidad del agua hace
gue el chorro se adhiera a la bola de corcho de modo que
sigue durante un tramo el contorno de dicho objeto, como
podemos ver. La flecha de abajo indica la variacion de
cantidad de movimiento del chorro de agua, esto es la fuerza sobre una unidad
de fluido en su movimiento en contacto con la bola. Debemos atribuir esta
N o ——— fuerza a la bola de corcho blanco por medio de la
! viscosidad. La 32 ley de Newton indica que a esta fuerza
debe corresponder una reaccién igual y en sentido
contrario actuando sobre la bola de corcho, representada
por la flecha superior. El resultado es similar a una fuerza
atractiva entre la bola y el flujo de agua. Sin embargo este
resultado depende de la forma que tenga el objeto. La
imagen adjunta representa la misma experiencia con una
cucharilla de plastico sujeta a modo de péndulo pero
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cayendo el chorro por el lado cdéncavo de la cucharilla. En este caso las fuerzas
de accién y reaccion son repulsivas y tienden a separar el chorro y la cucharilla;
de modo que estos objetos solo permanecen juntos por la existencia de una
fuerza externa representada por la varilla de la izquierda en contacto con la
cuchara.

En todo caso, sabemos que la curva en la corriente de agua esta asociada a un
gradiente de presién, como vimos al estudiar el sistema de coordenadas
intrinseco del fluido. En el primer caso, la curva de la corriente indica que en la
zona de contacto entre el chorro y la bola la presion es menor que la
atmosférica, lo que es coherente con el hecho de que la bola tiende a pegarse
al chorro. Esto también explica la separacion de la cuchara en el segundo caso.

El fendmeno también se produce en el caso de un chorro de aire. El dibujo
representa una corriente de aire, procedente de un secador de pelo por
ejemplo, que actla sobre una pequefia pelota de ping-pong. El chorro se
adhiere a los laterales de la pelota por viscosidad y genera una fuerza sobre la
pelota indicada por las flechas rojas. Esta fuerza es tal que tiende a estabilizar
la pelota dentro del chorro, de modo que podemos mover el chorro y la pelota
lo seguira. De nuevo, la curvatura de las lineas de corriente
indica que la zona donde esta la pelota tiene una presion
relativa menor que la presion exterior atmosférica, lo que es
coherente con que la pelota ocupe las zonas de menor
presién. La presiéon también es superior abajo, donde el
chorro no se ha dispersado todavia, lo que explica que la
pelota se sustente y no caiga por su peso. Debido a que la
viscosidad no actia en general de forma simétrica la pelota
girara sobre si misma y se producird un Efecto Magnus
adicional que hace que las dos ramas del flujo dejen de ser
simétricas en un instante dado. El giro es variable de modo
que el flujo en una de las rama se ve a veces debilitado o intensificado a costa
del de la otra rama.

~ v

Q\ /Q Si soplamos por un pequefio tubo sobre el espacio entre dos
—> <«—— pelotas de ping-pong el efecto Coanda divide el flujo en dos
ramas y generara la presiones y fuerzas correspondientes de
modo que las dos pelotas tienden a juntarse. Esto estrecha el
espacio ocupado por el flujo y si este es capaz de circular de

forma incompresible y adherido al borde de las pelotas,
entonces deberda aumentar la velocidad en el estrechamiento.

El efecto Coanda también se utiliza en coches de competicion como los
Foérmula-1. El dibujo representa la parte trasera
inferior de un coche en movimiento. Las flechas
negras indican el movimiento del aire debajo
del coche. La curva que hace la carroceria al
final se denomina difusor. El efecto Coanda
hace que el flujo se adhiera a este difusor®, lo

® para mejorar esta adherencia se pueden utilizar también dispositivos sopladores referidos en la seccién
siguiente sobre la capa limite.
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cual provoca un par de fuerzas de accidn-reaccion pintadas en rojo sobre la
rueda del coche y sobre el flujo de aire de salida. Vemos que el efecto sobre el
coche es “pegarlo” al suelo; es decir, aumenta el agarre entre el neumatico y el
suelo, lo cual es ventajoso a la hora de tomar curvas a alta velocidad.

La adhesion del flujo de aire a las alas de un avion es también un resultado del
efecto Coanda, creando el patron de curvatura en las lineas de corriente que
permite la sustentacion. Note el lector que relativamente lejos, tanto por encima
del ala como por debajo de ella, la presion del aire es la atmosférica. Este
hecho combinado con la relacién entre curvatura de lineas de corriente y
gradiente de presiones (ver seccidn sobre sistema de coordenadas intrinseco
de la corriente) nos dicen que la presion encima del ala es menor que la
presion debajo de ella; lo que genera la sustentacion.

Arrastre de objetos en una corriente

La fuerza de arrastre en la direccién de la corriente de un sélido que se mueve
en el interior de un fluido sigue la siguiente ley empirica

donde p es la densidad del fluido, v la velocidad relativa entre el solido y el
fluido. El valor de A es un area de referencia definida por convencién para los
distintos objetos. Por ejemplo para una esfera seria el area de la esfera
proyectada sobre un plano perpendicular a la corriente, para el ala de un avién
seria la superficie del ala. Finalmente C, es el coeficiente de arrastre que
depende de la forma especifica del objeto, de la viscosidad del fluido en la
superficie del objeto y del nimero de Reynolds. La ecuacion anterior se
considera la definicibn matematica del coeficiente de arrastre. El origen fisico
de esta fuerza tiene que ver con el desprendimiento de la capa limite en la
parte trasera del objeto, lo que provoca turbulencias del fluido en esta zona y
una presion relativa menor que en la parte frontal; de modo que la diferencia de
presiones genera una fuerza en contra del movimiento relativo del sélido. La
mejora de la aerodinamica de cualquier objeto movil pasa por minimizar estas
turbulencias y hacer que el fluido siga un régimen lo mas laminar posible. El
contexto fisico de la formula anterior es diferente al de la férmula de Stokes
sobre el rozamiento de un objeto esférico de radio r que se mueve con
velocidad relativa v, sin turbulencias, en el seno de un fluido viscoso F=6mrnv

CAPA LIMITE

En la paradoja de D"Alembert vimos el caso de un cilindro moviéndose
uniformemente en un corriente de potencial. Si se parte de una corriente
incompresible, irrotacional y despreciando la viscosidad la consecuencia
necesaria es que sobre el cilindro no
actia ninguna fuerza de arrastre
debida a la corriente. Evidentemente
es posible reproducir la experiencia
anterior utilizando una corriente de
aire y comprobar lo contrario: que
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existe una fuerza de arrastre del fluido sobre el cilindro. Ademas se puede
comprobar que para velocidades moderadas la corriente real no sigue la forma
suave de la corriente de potencial sino que aparecen turbulencias en la parte
trasera del cilindro.

Se suele considerar que el agua o el aire son fluidos de viscosidad
despreciable. En principio el coeficiente de viscosidad de distintos fluidos
puede medirse en el dispositivo de Couette, resultado en orden de magnitud
para el aire 10° , para el agua 102 y para el aceite de oliva 10™. Segln la
teoria de la Capa Limite, incluso cuando la viscosidad es muy pequefia, junto a
las paredes de los objetos rodeados por la corriente sigue siendo vélida la
condicion de adherencia : la capa de fluido que esta en contacto con la pared
del objeto esta adherida a dicha pared, es decir, en reposo relativo respecto a
ella. En caso de pequefias viscosidades, la velocidad del fluido puede ser
considerablemente alta a distancias muy pequefas de la pared del objeto, lo
que supone aceptar altos gradientes de velocidad en la direccion normal a la
superficie del objeto y por tanto, a través del coeficiente de proporcionalidad n
,fuerzas de rozamiento debidas a viscosidad que no pueden ser despreciadas.

Esta region cercana a la superficie de los objetos y que puede soportar un alto
gradiente en la velocidad del fluido debido a la condicion de adherencia se
llama capa limite. En la paradoja de D"Alembert, no se ha considerado el efecto
de rozamiento viscoso de esta capa; sin embargo para el resto del fluido fuera
de la capa limite son aplicables las condiciones de flujo potencial, irrotacional y
sin viscosidad. La capa limite afecta a la corriente de potencial, en condiciones
de movimiento laminar, aproximadamente como un “contorno efectivo” afadido
al cilindro. Sin embargo existen condiciones que predicen fenbmenos como la
transicion y el desprendimiento de la capa limite que provoca turbulencia en
amplias zonas del fluido, como es el caso de la imagen anterior.

Podemos hacer una estimacién del espesor de la capa limite para una placa en

reposo colocada paralelamente a la corriente.

El dibujo representa esta placa y la variacion

Hy) de velocidad del fluido en la capa limite. Si

_______________ suponemos que el espesor de la capa limite

T es muy pequefio, podemos aproximar

= linealmente la viscosidad por medio de la

velocidad del fluido en la frontera entre la capa limite y el flujo de potencial y la
anchura de la capa 6

HHIIES
|

ﬁznAu znu—°—>AF=77u—°AS
AS Ay 1) o

Esta expresion da el cambio en cantidad de movimiento de una cantidad de
fluido que ha pasado a la zona de la capa limite correspondiente al espesor & y
superficie AS. Este valor se puede aproximar también por medio de la
conservacion de la cantidad de movimiento, presentado en otra seccion en
forma integral. El fluido afectado por viscosidad en la superficie de placa S, a lo
sumo puede perder la cantidad de movimiento que tenia en la corriente de
potencial. Si despreciamos cambios de presion sobre la superficie S de la capa
limite, este valor maximo es
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AP u
F=—<pdSu| %
At P O(J

donde | es la distancia en el eje x desde el borde la placa. El resultado anterior
también supone que el espesor de la capa limite 6 es una funcién creciente de
|. Para un elemento de superficie de placa AS, aplicando los resultados
anteriores tendremos, aproximadamente

4 I PUg R n

donde k es una constante adimensional menor que la unidad y R el nUmero de
Reinolds. El resultado final es que el espesor de la capa limite depende de la
raiz cuadrada de la distancia
al borde de Ila placa,

U, U r U,  Trazador . 5
= R e I dependencia  que  esta

i/"" —1 representada en la imagen
1 : anterior. En la préactica el

. - A espesor de la capa limite en

; . el caso de aire 0 agua es de
transicion décimas o centésimas de

milimetro’, sin embargo a medida que nos alejamos del borde de la placa la
capa limite aumenta en espesor y superada cierta distancia llega a hacerse
inestable, turbulenta como muestra el dibujo; lo cual se pone de manifiesto
utilizando fluidos trazadores que revelan el comportamiento de la corriente por
su color distintivo. Segun los experimentos de laboratorio, la zona de transicion
comienza para R=10"y la zona turbulenta para R=3*10" ; aun asi, la corriente
turbulenta de la capa limite sigue adherida a la placa y sigue habiendo una
frontera bién definida entre la capa limite y la corriente de potencial.

Ecuaciones de Navier-Stokes para la capa limite

Partiendo de la ecuacion de Navier-Stokes para flujo incompresible podemos
introducir una serie de aproximaciones apropiadas a la fisica de la capa limite
en el caso de la placa que venimos manejando. La simetria del caso permite
utilizar solamente dos coordenadas espaciales x,y de modo que la ecuacion de
Navier-Stokes y la de conservacion de la masa quedan asi en componentes

u

“ox Yoy ot pox plox® oy’
ou, ou, ou, _1ap+;7(82uy 62uy]

au, du, ou,  1dp 77(62uX 62uxj
+U px=_t 1 +

Uy —+U, —+—== 5 5
OX oy ot poy pl ox oy
au
%_}_J:O
ox oy

" Para objetos de pequefias dimensiones, como insectos o microorganismos en agua, esto supone un
mayor rozamiento proporcionalmente a objetos mayores; ya que para una misma velocidad del agua el
gradiente de velocidades es mayor en el caso de objetos pequefios con una capa limite mas delgada.
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La direccion de la coordenada x es paralela a la placa, la direccion de la
coordenada y es la perpendicular a la placa.

Las aproximaciones para la capa limite son las siguientes

1-La capa limite es muy delgada y por esto solo pueden presentarse dentro de
ella diferencias de presion despreciables en la direcciobn perpendicular a la
placa : dp/dy = 0 en la capa limite. Sobre una normal a la pared existe, en la
capa limite, siempre la misma presion. En la hipotesis de continuidad
matematica, dicha presion debe coincidir con la presion en la frontera de la
corriente de potencial exterior a la capa limite y por tanto la_corriente de
potencial externa determina la presion en la capa limite.

2-En la capa limite existe un rapido aumento de la componente de la velocidad
paralela a la pared (ux) en la direccion perpendicular a la placa (y), mientras
que la variacion de esta misma componente en la direccion (x) es mucho
menor: &°uy/dy* >> 9°u/dx* en la capa limite.

3-Puesto que la capa limite es muy delgada y se extiende a lo largo de la
pared, si es el caso pueden despreciarse los valores de u, mas sus derivadas
primera y segunda respecto de los pardmetros (X,y,t)

Después de aplicar estas condiciones queda eliminada la ecuacion de Navier-
Stokes para la componente (y) y la componente (x) queda asi

2
auX+u (3uX+<’ﬂuX:_£<lp+16uX

uX
ox Yoy ot pox p oy

se mantiene aqui la componente uy, por estar multiplicando al gradiente de
velocidad en la normal a la placa. Si aplicamos la ecuacién anterior a la
superficie de la placa con y=0, u,=0, uy =0 tenemos

ap
OX

o’u,

6y2

=n

y=0

y=0

Separacion de la capa limite

En la ecuacion anterior la parte izquierda representa la influencia de la corriente
de potencial externa y la parte derecha esta directamente relacionada con la
forma de la funcién de distribucion en la capa limite ux= ux(x, y) . Si
desarrollamos en serie la derivada parcial en (y) de esta funcidén en un punto de
la placa (x=Xo,y=0) como funcion de una sola variable f(xp,y) tenemos

ou,

X

oy

_ou,
oy

y=y
x=x0

y=0 n OX |y=

x=x0

por otra parte, en la zona de transicion entre la corriente de potencial y la capa
limite tenemos para la misma derivada
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ahora no aparece la derivada segunda ya que este término esta asociado a la
viscosidad y en esta zona es despreciable. Ademas esta derivada siempre es
positiva, ya que a medida que (y) disminuye entramos en la capa limite y la
velocidad también disminuye. Para fluidos poco viscosos esta derivada es
también cercana a cero. Tenemos por tanto una aproximacion a la distribucion
de velocidades de la capa limite en sus puntos extremos. A pesar de que la
capa limite suele ser muy delgada, los resultados anteriores apuntan a un
comportamiento complejo dependiente de las condiciones en el gradiente de
presion externo. Para el caso de fluidos poco viscosos, como el aire, tenemos:

1: Comportamiento Regular. El gradiente de velocidades se mantiene con el
mismo signo positivo en toda la capa limite

ou,
¥l

este comportamiento indica un decrecimiento de la velocidad uyx desde la
frontera con la corriente de potencial hasta la placa, y ademas este
decrecimiento se produce sin cambio de sentido de uy : ux €s un valor siempre
positivo. Para que este comportamiento sea posible la derivada parcial en x de
la presién debe ser negativa para conseguir que el gradiente de ux vaya
disminuyendo desde la placa hasta el limite con la corriente de potencial.

2-Comportamiento Inestable. En este caso el gradiente de presién en (x) es
nulo. Si es posible seguir manteniendo un comportamiento regular de las
derivadas desde la placa hasta la frontera con la corriente potencial, entonces
las condiciones mas sencillas en este caso son

au,
oy

a,

X

y=0 oy |y=

es decir, el gradiente de velocidades en la placa y en la frontera de la corriente
potencial son comparables y por tanto la capa limite tiene dificultades para
mantener la adherencia con la placa y puede considerarse inestable.

3-Comportamiento Irregular: En este caso el gradiente de presion en (x) es
positivo. Evidentemente si el valor del gradiente de presion es positivo pero
cercano a cero son validas las conclusiones del apartado anterior. Pero si este
valor no es despreciable la situacion debe ser la siguiente

undistubed flow

ou ou, au, < 0;:@

X
y=0 8y y=0 ay y=5 oX
x=x0

oy y=0
x=x0 x=x0 x=X0

es decir, se produce una inversion del /
Pk FA
/ 1
(o]

>0

<0;

<<

Boundary
Layer

wa A sentido de la corriente en las proximidades f
separation
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de la placa. Este valor es moderado por la derivada parcial de la presion, de
forma que el gradiente de velocidades llega a un valor positivo en la frontera
con la corriente de potencial. Para unos mismos valores del médulo de las
derivadas que en el caso regular, llegar hasta la frontera con la corriente de
potencial en este caso necesita un mayor espesor de la capa limite. La imagen
izquierda representa los tres casos vistos: a la izquierda el caso dp/ox<0, en el
centro dp/ox=0 y a la derecha dp/ox>0 . En el centro la capa limite empieza a
perder adherencia y acaba por separarse de la placa, el “vacio” dejado se
completa con un flujo opuesto cerca de la placa. Las lineas de corriente
correspondientes se pueden ver también. La linea O-A corresponde al
desprendimiento de la capa limite.

El dibujo de al lado retoma la paradoja de D Alembert,

d. pero ahora considerando el comportamiento de la capa

P desprendimiento  |imijte en la superficie del cilindro. Como vimos alli, A

es un punto de remanso y por tanto la presion es

maéaxima para el flujo de potencial. Del punto A al punto

B la presion del flujo potencial debe decrecer y por

tanto la capa limite es estable. En B la presion es

minima y de B a C la presion del flujo potencial va en aumento. En C la capa
limite es inestable y se desprende, formando vortices y remolinos (estela).

Estela

Existen dISpOSItIVOS denominados sopladores o succionadores que se utilizan
para controlar el desprendimiento de la capa limite.
Su funcionamiento se basa en alterar la componente
uy en las ecuaciones de la capa limite de modo que
en la superficie de la placa la ecuacion es ahora

+( auxj
y=0 T oy

manejando el valor de uy en la placa se puede compensar el efecto del
gradiente de presion y controlar el desprendimiento de la capa limite. Las
imagenes son de flujos en toberas; a la izquierda no se utiliza succion y el flujo
de salida es turbulento por desprendimiento de la capa limite, a la derecha se
utiliza succién y el flujo se adhiere a las paredes.

ﬂ‘h‘_

o%u,

op
9@ n %

OX

y=0

y=0
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Apéndice Matematico.
Vectores superficie.

En los teoremas de la divergencia y el rotacional se representan elementos de
superficie por medio de vectores. En principio un vector consta de tres
componentes. ¢Podemos interpretar también cada una de estas componentes
como elementos de superficie?

El dibujo representa un triangulo vectorial arbitrario y un
sistema de coordenadas dispuesto de forma que nos
permite ver facilmente las componentes cartesianas de
cada vector. El vector superficie asociado a este
triangulo vectorial se define como

S=Laxb
2

X

si indicamos por uy,Uy,U, los vectores unitarios en la
direccion de los ejes coordenados, podemos encontrar la componente del
vector superficie en la direccion uy

[ 1 — — — — —
S,=Seuy =§[(axuX +azuz)><(bxuX +byuy)]ouy
aplicando la regla de ciclo del producto compuesto tenemos

s, = [aucrauxbucrnu Jou, =2 ou+b,u o faurau) =2 bu e faurau)

=S, =%bxaZ =%|bxaz|;bX <0,a,<0

es decir, la componente del vector superficie S en la direccion del eje <y>
corresponde a al area de la proyeccion ortogonal de la superficie S del tridngulo
vectorial (a,b,c) sobre el plano coordenado normal a la direccion <y>.
Evidentemente encontraremos lo mismo para el resto de las componentes y
finalmente podemos generalizar que cualquier superficie plana puede
representarse mediante un vector cuyas componentes corresponden a la
proyeccion ortogonal de dicha superficie sobre los correspondientes planos
coordenados <y,z>, <z,X>y <X,y>.

Aritmética del producto escalar y el producto vectorial en coordenadas
Cartesianas ortogonales globales o locales.

El producto escalar a partir de las componentes en coordenadas Cartesianas
ortogonales, ya sean globales o locales, es

(al,az,a3)-(bl,b2,b3): ayby +ayh, +agh,
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Para el producto vectorial en componentes Cartesianas ortogonales, ya sean
globales o locales, hay que calcular tres componentes. En cada componente
del producto vectorial se bloquean las componentes correspondientes de los
factores (simbolo []) y se calculan los productos cruzados del menor
correspondiente

componentel (e} a;, a3 )x ([0, by b3 ) = a,b; —azh,

(ay,a,,a5)x by, by, by) = { componente2 (ay, [a, ] a3 ) x (b;, [b, ] b ) = ~(ayb; — aghy )
componente 3(a;, a,, [a3 ])x (by, by, [b5 ) = asb, — a,b;

Calculo vectorial en componentes.
Supongamos tres vectores {a,b,c} cuyas componentes se numeran con los
indices i,j,k en una base de vectores ortonormales {e;,e;es} orientada

positivamente. Utilizando el convenio de suma sobre indices repetidos, el
producto escalar de dos vectores nos lleva a la definicion del tensor &;;

(aiéi)°(bjéi): aibj(éi '51') Leieej = ={tssii iizjj = 5°5=aibj5ij

Si consideramos ahora el producto mixto de los tres vectores, llegamos a la
definicion del simbolo & estipulando que una base ortonormal {eje;es}
orientada positiva se caracteriza por €123=1

[(aiéi )X (bjéi )]'(Ckék): (aibjéi xe; )’(Ckék): 3b;cy (éi xej )'ék = aib;Ci iy
1 sii, j,k) e{@12,3),(2,31),(312)}
(éi xé,-).ék =& =4-1si (i, j.k) €{(38.21),(13,2), (213)}

0 si hayindices repetidos

—&jik permutacionsimple
Eijk =

& Permutacion ciclica
a partir de esta definicion y dado que los vectores base son unitarios tenemos
(6 xe; Joex = ey oex = (o xe )z cen Joer =0
de modo que si k#i,j se verifica necesariamente
(61 xe; )= ey k=i, ]
Si consideramos ahora el doble producto vectorial de {a,b,c}
(ocer ) lavei oo = avei e Jo oy |- oy e Jo e )

y aplicando la formula previa al lado izquierdo tenemos

(Ckék )>< |_(aiéi )x (bj éj )J= (Ckék )>< (aibjgij|é| ): aibjckgmék xel = aibjCké‘i“gmmém
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para el lado derecho tenemos
(aiéil(ckék)o(bjéj )J—(bjéj l(ckék )O(aiéi )J= (aibjckéjkéi )—(aibjckéikéj)

podemos hacer que los vectores base varien en un dnico indice m
introduciendo los & correspondientes

ei :5imem; EJ :5jm9m = aibjCké‘i”gHmEm = a,bJCk (5jk5im _5ik5jm m = gijlgklm :5jk5im _5ik6jm

haciendo el cambio k—n y utilizando la propiedad de permutacion ciclica de ¢
tenemos
Eijtémnl = 5im5jn —5in5jm

que en el lado izquierdo supone una suma debido al indice repetido I. Estos
resultados se pueden utilizar también para demostrar las identidades
vectoriales que incluyen el operador gradiente en coordenadas cartesianas. El
objeto d; es realmente un tensor ya que verifica la ley de transformacion de
coordenadas para tensores. Esta ley de transformacion se presenté en la
discusion sobre el tensor de inercia en [1] para el caso de sistemas de
coordenadas con origen comun y girados segun la matriz de giro M

100Yb, 100 100 100
aeb=(a,a,3,) 010 | b, || ()= 010} (s%)=M()M*=M[010M*=MM*=|010|=(5;)
001)\b, 001 001 001

El simbolo &x podemos visualizarlo mediante un vector de las matrices
asociadas a k=1,2,3 y obtener la siguiente imagen

o by 0 0 00O 0 -1)(0 1
aXb:(a1'aZ!aS){(gijS)'(gijZ)'(gijl) b, ;{(gijS)'(gijZ)'(gijl)}: 0 0 110 0 0}-10
by 0 -1 0)l1 0 O 0 O

Sin embargo el simbolo & no es un tensor.
Teoremas de la divergencia y el rotacional generalizados para tensores

Los teoremas de la divergencia y del rotacional se refieren en principio a
campos vectoriales f(x,y,z,t) y amplian la fusion entre algebra y calculo del
teorema fundamental del calculo vectorial.

f?(x,y,z,t)odg
Av
if?(x,y,z,t)-di

f?(x, Y, z,t)odi :I [§x?(x, Y, z,t)]- ds = §x?(x, Y, z,t)‘Ag =1im ,5_,o s teorema del rotacional

f?(x, y,z,t)edS :{50?(& y,2,dV = Ve f(x,y,z,t)=1lim,, ,, teorema de la divergencia

En el caso de la divergencia, si tomamos un elemento de volumen Av cubico de
aristas paralelas a los ejes de coordenadas cartesianos podemos calcular la
integral de superficie correspondiente facilmente como
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_ _ of _ f(x,y,2,t)edS of
§f(x,y,z,t)-d5:%dxdsx+—ydyd8y+%dzdsz :>v-f(x,y,z,t):|imAHO§—:@+—V+@
OX oy oz AV ox oy oz

gue es el resultado esperado para la divergencia. De forma similar si ASy es un
elemento de superficie cuadrado en el plano y-z y con lados paralelos a los
ejes y,z; la integral de linea correspondiente sera

if?(x, y,z,t)-di of, ofy

— _ afz afy 3 _ i
§f(x, y,z,t).(o_dy,dz)_Edydz—gdydz:Vx f(x, y,z,t)‘Agx =1lim,s o AS, oy oz

y repitiendo para ASy ,AS, tenemos las componentes del rotacional como

El algebra vectorial permite extender los teoremas integrales de la divergencia
y el rotacional incluyendo integrales de superficie y de linea definidas en
funcién no del producto escalar, sino del producto vectorial

{?(x, y,z,t)xdg ; §?(x, y,z,t)xdi

Si multiplicamos las expresiones anteriores escalarmente por un vector
constante e no nulo arbitrario y aplicamos los teoremas integrales y el &lgebra
del operador gradiente tenemos

if(?(x, y,z,t)xdg)oé =§(E><?(x, Yy, Z,t) )-d§: Vo(éx?(x, Y, Z,t) )dv: —ifé-(Vx?(x, y,z,t)dv)
tf(?(x, y,z,t)xdl_)-(_e = tf(éx?(x, Yy, z,t) )-dl_ =<§V><(E><?(x, y,z,t) )-d§ = §é-(VoT(x, y,z,t)dg)—i{(énv)?(x, y,z,t)od§

Para el primer caso y dado que los resultados son validos para cualquier vector
e tenemos la siguiente forma alternativa para el teorema de la divergencia

§?(x, Y, z,t)><d§ = —fo?(x, y,z,t)dv

El segundo caso podemos desarrollar utilizando el algebra de matrices de esta
forma

fo fo
e v]f(x.y,2.t)edS =1(ds, ds, ds, Je| v, .é:§(?(x,y,z,t)xdi)-é:fé.(v-?(x,y,z,t)d§)—§ dSe| Vi, |lee
Vi, Vi,

donde cada fila de la matriz de gradientes es el gradiente de la componente
correspondiente del campo vectorial f(x,y,z,t). De la misma forma que en el
caso anterior, dado que el resultado es valido para cualquier vector e tenemos

Vi,
j:?(x, Y, Z,t)x di:{v-?(x, y,z,t)d§—§d§o Vi,
\%i

z
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Los teoremas de la divergencia y el rotacional se pueden extender
inmediatamente desde el caso de campos vectoriales al caso de campos
tensoriales (matrices) debido a que este paso solamente involucra operaciones
lineales. Se define la divergencia de un campo tensorial f como

diVF(X, Y, Z,t)} =1im 5, o

multiplicando a la izquierda por el vector base unitario ey y utilizando el &lgebra
de matrices tenemos

fXX ny fXZ dSX
flo o ojds,
- = ] 0 0 )ds . fsodS 5f of of
exOdlv[f(x,y,z,t)}:llmm%0 ~ : :IlmAHof)(Z—V:a—;‘(x+§+a—;z:

— o 8 o 1:xx f><y fxz
dlv{f(x,y,z,t)}:[&,g,gjo :yx fyy fyZ

donde el subindice x# indica el vector fila x de la matriz (#x indicaria el vector
columna x) y el superindice T corresponde a la traspuesta de la matriz.
Evidentemente, si f es un tensor simétrico coincide con su traspuesto.

El rotacional de un campo tensorial f se define como

dl,

fl fw Ty fyo | dly
ZX zy 2z dlz

rotF(x, Y, z,t)}

AS - AS

donde AS es un elemento de superficie en una direccion determinada y la
definicion anterior estable el valor del rotacional del tensor en esa direccion.
Multiplicando a la izquierda por el vector base unitario e4 y utilizando el algebra
de matrices tenemos

foe Ty T ) OX
flo o olfd,
- T ) | 0 0 0 )al, ffx#.dl - T N
exorot[ x,y,z,t} =lim = :>exorot[ x,y,z,t}:Vx
A5 AS—0 AS AS X#
_ Vitul (00 =0, 0, Yfta fy fo)
rot[f(x,y,z,t)}: Vxto,l=| o, 0 -0 fx fyy fy
§><?Z# _ay Ox 0 x 7y 2z

Evidentemente, si f es un tensor simétrico coincide con su traspuesto. En el
apeéendice se calculan los operadores divergencia y rotacional en coordenadas
cilindricas y esféricas.
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Componentes Intrinsecas de Helmholtz de un campo vectorial.

Cualquier campo vectorial tridimensional que admita derivadas segundas
continuas puede resolverse en el interior de un volumen V dado como la suma
de otros dos campos vectoriales. Uno de ellos es un campo irrotacional y el
otro es un campo solenoidal (de divergencia nula).

Demostracion:

Utilizando la delta de Dirac 6 tal como vimos en el trabajo Sobre la ecuacién de
ondas podemos desarrollar un campo vectorial F(r) asi:

F(n) = [F()s(r-rydv
\

5(F—F)=—iv2‘F_F T i

Donde el volumen V incluye el punto r de observacion del campo. De las
identidades vectoriales vistas en la seccion de analisis de campos tenemos

v2§=€[_-g] VX[VXQ]:> —A7F(r) = vjv._
r—r

dv' |- IVx‘rErr) dv'

Vemos la necesidad de derivadas parciales segundas continuas. Volviendo de
nuevo a las identidades vectoriales, si a es un vector constante tenemos

dv' [+ V x J'F(r)xV ! ——dv'

Vx(oa)=-axVg |=4zF(r)= ij(r) vt
‘r—r

1 ‘r—r‘

El gradiente en coordenadas del observador y en coordenadas primadas de la
funcion ‘F-F", para unos puntos de derivacion r,r’ definidos genera vectores

iguales y opuestos.

Siguiendo con las identidades vectoriales, pero ahora derivando en la variable
primada tenemos

il°(gf)_? "V'graVef }:47rF(r) vjv- ) g - jv_':(r)dv' +Vx I—VXF(r)d —jv F gy
V'x(g ) gxf+ngf r—r’ ‘ ‘ v ‘r—r ‘r—r

Utilizando el teorema de la divergencia y su expresion alternativa presentados
en este mismo apéndice tenemos
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><dS'

V'e F(r)dv, . IVXF(r) J~

‘ r] vor-r ‘r—r

y con las siguientes definiciones de potenciales escalar y vectorial tenemos

4p(r) = jv F(0) gy j":(r) .ds

v ‘I’—r r—r _ o o
= F(r)=-Vg(r)+ Vx A(r)
A7 A(r) = jv‘r_Fr(r)d J.‘I:E?deg'
Vv S

donde es evidente que el campo vectorial -vg(r) tiene rotacional nulo y el
campo vectorial vxA(r) tiene divergencia nula (campo solenoidal).

Divergencia y rotacional de un campo que se expresa como el producto de una
matriz por un campo vectorial.

Si la matriz es 7 y el campo vectorial es u, podemos calcular la divergencia de
ru en funcion de sus componentes de esta forma

— =— 0 62'”- auj = - [\ =
V-(ru) ox (T,Juj) a—Xiuj+rij6—Xiz(d|VTjou+<Vu)or

donde vemos que aparece la divergencia del tensor 7 y un valor real
correspondiente al producto escalar, suma de productos de componentes con

indices iguales, de los tensores 7 y vu. Para que esta interpretacion sea
correcta, definimos las componentes del tensor vucomo

X

—— |ou;| . i i
Vu= e ; 1> fila, j — columna

Podemos hacer el mismo calculo utilizando la técnica de la derivada del
producto empleada en la seccion sobre andlisis de campos

R E B et B R S .)TJT.G;V.E(aX 5, 3,)e

donde el subindice p indica un valor puntual constante no afectado por la
operacion de derivacion y el superindice T indica trasposicion matricial.
Identificamos el segundo término como el producto escalar de los tensores 71y

| [zT(—.)TJT.aZ(ea).:

Aplicando esta misma técnica al caso del rotacional tenemos
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—_ =— J— =_ = __ _ =\ _ =T T T_ O _az ay
VX(TU)ZVX(TUP+TpU):(VXTJUp+(’[p(v><)J u,;Vvxs=| 0, 0 -0,
-0 0 0

En el apéndice se calculan los operadores divergencia y rotacional en
coordenadas cilindricas y esféricas.

Divergencia y rotacional del producto de tensores.

Podemos plantear la accion de estos operadores sobre el producto de dos
tensores a,b de tres filas y tres columnas (3x3) utilizando la descomposicion del
producto que ya se utilizoé en la seccion sobre analisis matematico de campos.

div(zz):v.(??jzv.[?;:,+;LZT]:(V.;TJ;T{; (v.)TjT;T  velo, 5, o)e

== =T =T =T=T =T=T =T \=T = T To1 0,
rot (abjzv{b a sz{b ap+bpa J:(VXb Ja +[b (V) J a ; Vx=loa, 0 -0
-0y 0O 0

En el apéndice se calculan los operadores divergencia y rotacional en
coordenadas cilindricas y esféricas.

Teorema de Helmholtz.

Toda matriz M{m;} puede descomponerse facilmente en suma de otras dos
matrices, una simétrica S y otra antisimétrica A.

m;j :%(mij +mji)+%(mij ‘mji) M= {mij} ;E:{%(mij +mji)} ; i:{%(mij ‘mji)}:>

La matriz antisimétrica solo tiene tres componentes independientes y su accion
sobre el campo E se puede expresar por medio del producto vectorial como
vimos en [1] de modo que tenemos

— = == = VO(vE):VO(EE)+V0@xE)
ME=SE+AE=ME=SE+AxE= _ _ o
VX(M E):VX(SEJ+VX(AX E)
dado que la matriz S es simétrica se puede diagonalizar y encontrar un sistema
de coordenadas que simplifique los calculos. Sin embargo las matrices M,S,A

puede no ser constantes y depender del punto concreto : M(r), S(r),
A(r).

Un caso sencillo al que se pueden aplicar estos resultados es el estudio del
campo de velocidades de un fluido en puntos muy cercanos a un punto de
referencia ro y en un instante fijo to; lo que constituye el contexto del Teorema
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de Helmholtz. Si u(r,ty) representa la velocidad en el punto r, del analisis
elemental tenemos

X 3ui(F,to)—ui(Fo,to)E(mi :% 5K

U (1 tg) = Ui (o, tg) -2

J

i

ro Hro

donde los indices i,j son independientes y varian en las tres coordenadas
cartesianas. La parte izquierda del resultado representa un campo de
velocidades en las proximidades de rp y la parte derecha es formalmente el
producto de una matriz por un vector (0x, oy, 6z). Por tanto podemos aplicar los

. au.
resultados anteriores tomando m;; = a—'
X

i

;Mzﬁ_uO

ro

Vo(6=uO§Fj =v-(s=o5F)+v-(Ex5F) : w(a=uo§?)=VX(305FJ+VX(EX5F)

donde los subindices 0 indican valores puntuales calculados en la referencia ro
y que por tanto son constantes en el proceso de derivacion. Dado que para
toda matriz simétrica (Sp) podemos encontrar un sistema de coordenadas en el
que las componentes no nulas de Sp se reducen a los tres valores de la
diagonal, podemos simplificar la expresion anterior con el correspondiente
vector asociado a Sy

SP¥ex S
v-(%@?j:v- Yoy [+ve(AgxoT) vX(a_uO(sF)zvX Yoy |+vx(agxor)
Siter Selor

segun las reglas de célculo desarrolladas en la seccidon sobre analisis de
campos tenemos

ou
Y

ro ay

ou, : VX(OTOEF):VX(Exé'F):Z%

0z

+

= - 0
v-[auo5r)=sgx+sgy+sgz =Zx
ro

OX

ro

en caso de flujo incompresible tenemos
v-(a=uO§Fj=0; v{ia?j:z&:aﬁ&h&m?

y el campo de velocidades local equivale a una rotacién rigida con velocidad
angular Ao.

Con los resultados obtenidos sobre el campo local de velocidades podemos
analizar el comportamiento de un elemento de fluido cubico de caras paralelas
a los planos del sistema de coordenadas, de volumen AxAyAz y centrado en ry
gue evoluciona desde ty hasta to+dt. En esta evolucion diferencial el elemento
de fluido mantiene una cantidad de materia fija. Sabemos que la componente
antisimétrica provoca un giro rigido diferencial del cubo respecto a un eje
instantaneo de rotacidon que pasa por ro. En la situacion general de fluido
compresible debemos también interpretar el efecto del tensor simétrico. Si
tomamos una arista de nuestro cubo elemental en la direccién del eje x
podemos ver que la velocidad relativa entre los vértices de la arista sera
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So®Ax. Andlogamente ocurre para las aristas en las dos direcciones restantes.
Por tanto la componente simétrica introduce una variacion en el volumen dV de
valor

V = AXAyAz = dV = d(AX)AyAz + d (Ay)AXAz + d (AzZ) AXAy =

dv = (Ss‘xAx)thyAz + (Sg'y Ay)thxAz + (SézAz)thxAy =
LAV _gmy gy gi- v-@(,a?j
Vv dt

y por tanto, si el fluido es compresible, la componente simétrica refleja, por
medio de la divergencia, la variacion de volumen de un elemento de fluido que
mantiene una cantidad de materia fija. A esta variacion se debe afiadir
linealmente el giro rigido del elemento de fluido asociado a la componente
simétrica. Estos resultados que hemos deducido para el movimiento local de un
elemento de fluido se conocen como Teorema de Helmholtz.

Vorticidad

Se conoce por vorticidad w al rotacional del campo de velocidades de un fluido
o=Vxu. Como sabemos por el teorema de Helmholtz de la secci6n anterior w
estéa relacionado con un movimiento rotatorio o arremolinado en la corriente.
Para el caso de fluido sin rozamiento interno es valida la ecuacion de Euler

1w+ LVp+ W cux(@su)- M
2 Yol ot
calculando el rotacional de la expresion anterior tenemos

5{%%]:%(@5)—%

ecuacion que describe la evolucion de la vorticidad w en un fluido. Sin embargo
es posible resolver los términos de esta ecuacion hasta una forma matemética
mas sencilla utilizando los resultados de la seccién de analisis de campos

§x(l§pjz—%Vprp+i§x§p=—i2Vp><Vp
p p p p
vx(uxa) :_(5_‘5)5‘(5'5)5‘(5‘5)@(5‘5)5}:,wax;)=_(a.$);_(6.a);+(;,.6)a
Ven=VeVxu=0

sustituyendo estos resultados en la ecuacion inicial y reagrupando términos
tenemos
L Vv (Fetfoe(oevi-| 224 (1o 7)o
p2 p p_ at

Entre corchetes podemos reconocer la derivada temporal total de la vorticidad
dwy/dt. Por otro lado, a partir de la conservacion de la masa podemos resolver
veu en funcion de la densidad p de esta forma
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%ﬂﬁ.(pa):o:[‘jj_/t’_(a.v)p}[(a.$)p+,ﬁ.a]:_%‘jj_/t’ze.a

sustituyendo estos dos resultados y reagrupando tenemos

dividiendo todo por la densidad p el corchete se puede resolver con la derivada
temporal de w/p, de modo que tenemos finalmente

d(o) ([0 =)- 1= =
—| = |=| eV [u-—=VpxV
dt[ﬁ] [PJ P

en caso de fluidos incompresibles/barotrépicos® sin rozamiento el resultado es

8(2)-(2.9)

dt{p) \p

conocida como ecuacion de Helmholtz en mecanica de fluidos. Una
consecuencia inmediata de esta ecuacion es que, para fluidos incompresibles
0 barotrépicos sin rozamiento, si la vorticidad w es nula en todos los puntos de
la corriente en un instante dado también lo sera en cualquier otro instante. De
forma equivalente, si un volumen material de fluido tiene vorticidad nula en
todos sus puntos, la evolucion futura de ese volumen material de fluido
mantendra la vorticidad nula en todos sus puntos. Por tanto la vorticidad no es
un fendémeno que se propague en el fluido, sino que es transportado por dicho

fluido, de modo que un elemento de fluido afectado por vorticidad no la pierde
nunca.

Vorticidad y momento angular del fluido

Es evidente que la vorticidad de un fluido afecta al momento angular en el
fluido y que esta vorticidad debe ser consistente con el principio de
conservacion del momento angular. Para ilustrar este punto, partimos del
escenario del teorema de Helmholtz en el que se analiza el movimiento de un
fluido en las proximidades de un punto de referencia ro en el fluido. Vimos que
una de las componentes del movimiento relativo del fluido corresponde a una
velocidad angular de valor w/2, donde w es la vorticidad. En este contexto
vamos a tomar un pequefio desplazamiento geométrico A referido a ro de modo
que es paralelo a la vorticidad w en tp. Multiplicamos la ecuacién de Helmholtz
por este parametro de la siguiente manera

w=on; i=inent=ty= 10| 2= 2(ZeV)u sent=t,
dt{p) p

® Un gas ideal evolucionando adiabaticamente es un fluido barotrépico, como se expuso en la seccién
Campos asociados a un fluido
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el término convectivo corresponde a la velocidad relativa entre los extremos de
A en ty, interpretando A como un segmento de fluido

(ov)u=a, X, My, MG+ At —u(rty) ~ 32
OX oy oz dt

Note el lector que la ecuacién diferencia para A tiene la misma forma que la
ecuacion de Helmholtz para w/p. Sustituyendo este resultado en el anterior

tenemos
(e _odd
dt{ p) p dt

desarrollando las derivadas en funcién del vector n y considerando que dn/dt es
igual para los vectores A y w tenemos

ﬂ%[ﬂﬁ}z%{ﬁjﬁmﬂi—:
p Pl P :A%(ﬂj—ﬂ%:O:ﬁzcte
- - p) p

@0 (n)=2dy, 00

p dt p dt p dt

El segmento A es un valor pequefio, en correspondencia con el teorema de
Helmholtz, y que se mantiene paralelo a la vorticidad. En el entorno de un
elemento de fluido ro consideremos un pequefio cilindro de fluido de altura Ay
radio r. La masa contenida en este cilindro de fluido se mantiene constante al
moverse en el fluido y por tanto tenemos la siguiente constante

prii=cte

multiplicando las dos constantes anteriores llegamos a
2 1
rro=cte = Lzzmr o = cte

lo cual es inmediatamente interpretable como conservacion del momento
angular L del elemento de fluido cilindrico.

Energia mecanica y energia interna en un fluido.

Anteriormente llegamos a la ley de conservacion del impulso en un fluido en
esta forma
PUUy + p_T:x PUy Uy _T:y PUUy _T:z
o[- = = * * *
E[pu]—pg +Vel puuy -7, AUy +P=Ty pUUy, —Ty, =0

*

PUU; —Toy pUyU; =74y pPUU; + D=7y

Si consideramos la trayectoria de un elemento de fluido, podemos reemplazar
la derivada parcial con el tiempo por la derivada total en el tiempo y el término
convectivo correspondiente
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PUU + P—Ty pUUL =Ty PUU =Ty
d - - - - — * * *
a[pu]—(u -V)pu—pg +Vel puuy, -7, pu U, +Pp-T, pU U, —T, =0
PUU; =Ty puyuz_rzy pUMl; +P—74

Analizando en componentes (X,y,z) vemos que el término convectivo anula las
correspondientes componentes convectivas del tensor y produce este resultado

* * *

P—7x ~Txy ~Tx
d - i - — * * *
a[pu]+p(vou)u—pg+vo “Ty  P—Ty —Ty =0
_T;x _T;y p_T;z

desarrollando la derivada temporal tenemos
du [dp (= -\
—+|—+p\Veul|u
P dt [dt A )}
resolviendo la derivada temporal total de la densidad y utilizando resultados de
la seccion de andlisis de campos tenemos

‘;_ftup(%.a):%m(a.v)pw(%.a):%Pﬁ.(pa):o

valor nulo debido a la conservacion de la masa. Por tanto tenemos el resultado
general

_ P =7y _7xy Ty
du - j— * * *
pa—pg+v° “Tyx P—Ty —Ty =0
~Tox Ty p-7,

Para obtener magnitudes con significado energético basta con multiplicar
escalarmente este resultado por la velocidad u

- du = - - (.= 2 - - ou; v,
Uue — — eU+Ue| Ve =0; 7, = +—pVeutsd. — _'+_J

Como se vio en una seccién anterior, la siguiente identidad algebraica es vélida
para la divergencia de la accion de la matriz simétrica 1 sobre el vector u

6.@:(‘a).;a.ﬁ.ij:,a.(%.ijze.(aij_(%).i

agui he tomado cierta licencia en el uso del simbolo de producto escalar, ya
que se utiliza para el producto escalar de dos tensores; este producto es un
namero real que a continuacidn se expresa en componentes mediante el
convenio de Einstein de suma en los subindices repetidos
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—\ = Ou; ou; 2 — - ou. Ou:
vu =g =—Llip+=pVeus; —ng —+—-
( ).T X T|J oX. l:{p 377 o } ij U(ax aXi J]

] ]

ou;  0u; —— = - 2 (= -} ou;
2S; =| —+—L |=(VuJer=pVeu+=pn|Veu| —275; —
i [axj GXJ Witk <= 377( f -2, o,

donde S; son las componentes simétricas del tensor gradiente de la velocidad
(vu). Debido a la simetria de estas componentes y al convenio sumatorio de
Einstein tenemos
. . ou; . ou;
25”%:3”%Jrgji_lzsij[%Jr_JJ:zsijsij
OX;| OX; 0X; OXj  OX;

con lo que tenemos el siguiente resultado

~Ve(w)+ pgeu=pasu-pveu-2ylveuf +2u8s,

De lo discutido en la seccion anterior sobre el teorema de Helmholtz podemos
ver que el siguiente término

Ve PV
AV dt

esta directamente relacionado trabajo termodinamico (pdV) en la compresion
de un elemento de fluido AV. Para que aparezca la potencia asociada a este
trabajo basta multiplicar la expresion por el volumen del elemento de fluido AV ;
lo que nos permite identificar otros términos energéticos. En el lado izquierdo
tenemos:

—5-(}G)Av mediante el teorema de la divergencia corresponde a la potencia

desarrollada por las fuerzas de contacto sobre la superficie del elemento de
fluido.

pgeuAV es la potencia desarrollada por las fuerzas externas sobre el elemento
de fluido.

pasuUAV es la potencia cinética que adquiere el elemento de fluido.

—-pVeuAV es la potencia del trabajo de expansion realizado por el elemento de
fluido.
277{8”8” —%(§-G)Z}Av es el trabajo irreversible disipado en calor debido a

rozamientos internos asociados a la viscosidad del fluido.

Los dos ultimos términos corresponden a la energia interna (e) del elemento de
volumen, pero evidentemente el elemento de volumen puede intercambiar
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energia interna en forma de calor(6g), de modo que la variacion de energia
interna del elemento de volumen es

de d = - 2 (s -

—=—&-pVeu—-—nVeu| +2158;S;

dt dt&] p 377( )2 17 ij2ij

En caso de que el elemento de volumen intercambie calor por conduccion

segun la teoria de Fourier[5] la ecuacion anterior pasa a ser

%26.(kw)— p%-ﬁ—%n@'a)z +2715;S;;

donde k es el coeficiente de conduccion que suponemos variable. Los términos
de viscosidad se pueden poner de esta forma

2
1= - 1. = - 1= - 1= -
277|:SI]SIJ —E(VOU)Z:l = 277':8” —gdljv.u:||:slj —§5|Jv.u:l = 277|:SIJ —§§|JV0u:|

lo que demuestra que es un valor siempre positivo y por tanto la viscosidad
produce un aumento irreversible de energia interna del fluido.

Momento angular de un fluido. Simetria del tensor de esfuerzos.

Si en vez de multiplicar escalarmente por la velocidad la ecuacién de
conservacion del impulso mecanico de un elemento de fluido lo hacemos
vectorialmente por el vector posicion r obtendremos magnitudes relacionadas
con el momento de fuerzas

_ 0 -z y Txx Txy Txz
prd—u—pr§+ z 0 -x|Velr, r, 7, |=0
dt oty yz

-y x 0

Tzx Tzy Tzz

donde la matriz de coordenadas es otra forma de expresar el producto
vectorial, como se vio en el trabajo sobre sélido rigido. Podemos transformar la
expresion anterior a una forma mas conveniente con un poco de desarrollo
algebraico. Si M y N son matrices, M simétrica, y e; es un vector constante de la
base cartesiana tenemos

Ve(Mei)=(VeM)oei = Ve(MN)oei = Ve (MNei )=V e(MN;)

donde N; es el vector-columna i-esimo de la matriz N. Aplicando la identidad
algebraica presentada en la seccion anterior sobre energia tenemos

Ve(MNi)=MeVN; +Nis(VeM)

con la salvedad ya comentada sobre el producto escalar de tensores que
aparece en el primer sumando del segundo miembro. En nuestro caso N es la
matriz o tensor de coordenadas asociada al producto vectorial, de modo que



Enrique Cantera del Rio Introduccion a la Mecénica de Fluidos 85

podemos calcular los tensores gradiente correspondientes a cada coordenada
asi

0 00 0 ~z) (0 0 1 y) (0 -1 0
VN =V =0 0 -1|:VN2=V| 0 |=|0 0 O VN3s=V|-x|=|1 0 0
—y) lo1 o0 x| |1 0 0 0 0 0

de modo que los correspondientes productos escalares de tensores son
M eVN; = M3, —Mys; M *VN; =mMz;—My ; M eVNj3 = My — My,
si M es un tensor simétrico, como el tensor de tensiones 7 del fluido, los

productos anteriores se anulan y por tanto , considerando todas las
componentes vectoriales, resulta

Twx Txy Txz 0 -z y 0 -z y Txx Txy Txz
Vellzyw 7y 7y, || 2 0 =X||=| 2 0 =X|e|Velz, 7, 7,
- x 0 - x 0

Tox Tzy T2z y y Tox Tzy T2z

lo que resulta en

_ 0 -z vy Txx Txy Txz

- du - - _ 2 o - ou; AU
prxa—prxg—vo zy E)( —OX T Ty Ty | [= 05 Tij:{p+§nvou}5ij—n{§;+a—xi]

Tox Ty Tnz

Note el lector el cambio de signo del término de la divergencia compensado
con el cambio de orden del producto de matrices; algo posible debido al
caracter simétrico del tensor de esfuerzos. El contenido de la divergencia
corresponde al momento de fuerzas internas asociadas a la presion y
viscosidad en la superficie del elemento de volumen correspondiente. En suma
hemos encontrado el resultado esperado para los momentos de fuerza sobre el
elemento de fluido. Si partimos de esta ultima ecuacion como expresion del
principio de conservacion del momento angular y razonamos hacia atras para
llegar a la ecuacion de conservacion del impulso mecanico veremos que las
componentes del tensor 1 deben ser necesariamente simétricas. El caracter
simétrico del tensor 7 es una consecuencia necesaria de la conservacion del
impulso mecénico y del impulso angular en un fluido.

Interpretacion vectorial de las transformaciones de coordenadas: bases
covariante y contravariante.

Consideremos dos bases en el espacio vectorial euclideo, una base ortonormal
(i,),k) y otra base (bi,bs,b3) arbitraria cuyos vectores no son ni unitarios ni
ortogonales. Un mismo vector expresado en las dos bases nos lleva a la
igualdad

xi+y]+zE=a51+ﬂ52+753
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multiplicando esta igualdad escalarmente por los vectores de la base
ortonormal (i,j,k) obtenemos la siguiente relacion segun el adlgebra de matrices

X 510i Bzoi 530i o
y|=|biej bzej bzej|p
z biek boek bzek| y

note el lector que las columnas de la matriz corresponden a las componentes
de los vectores base b; en la base ortogonal (i,},k).

Habitualmente se suelen utilizar en fisica sistemas
de coordenadas alternativos a las coordenadas
cartesianas con objeto de aprovechar alguna
simetria que presente el problema tratado. Asi por
ejemplo, la ley de Newton de la gravedad se suele
expresar de la forma

\\ j F=_gMmg,
r
en este caso, las coordenadas mas apropiadas son

coordenadas polares planas (r,®); donde r es el
modulo del radio-vector desde el foco de fuerzas al
punto P y @ es el angulo que el radio-vector forma
con una direccion fija de referencia. Pero las coordenadas polares tiene
también otro detalle interesante que aparece en la Ley de Newton: el vector
que aparece U, es un vector unitario local definido en el punto P de aplicacion
de la fuerza.

Un sistema de coordenadas no solo permite localizar puntos en el espacio;
también permite definir una base vectores unitarios locales, es decir, en cada
punto del espacio. En la imagen tenemos dos sistemas de coordenadas para
referir los mismos puntos. El sistema cartesiano esta asociado a los vectores
base (i,j); pero también tiene definidos una base de vectores unitarios locales
en cada punto del espacio formada simplemente por el desplazamiento
paralelo de los vectores base i,j al punto considerado, como vemos en el caso
de los vectores i’ y j. Las coordenadas cartesianas del campo vectorial en el
punto P se pueden medir como las proyecciones del valor del campo sobre los
vectores unitarios i’ y j. En el sistema de coordenadas polares también
tenemos una base local de vectores unitarios : bl y b2. Podemos construirla
desde el punto P variando alternativamente cada una de las coordenadas y
viendo la direccién que toma el movimiento conseguido sobre el punto P

Vector bl : Mantenemos constante el angulo @ y aumentamos r (6P/or)e
Vector b2 : Mantenemos constante la distancia r y aumentamos @ (0P/0®),

Finalmente de estas operaciones obtenemos dos vectores linealmente
independientes en el plano, vectores que forman la base local unitaria asociada
al punto P en el sistema de coordenadas polares. Esta base se denomina base
local covariante ya que se genera a partir de variaciones parciales de las
coordenadas respecto de un punto arbitrario P. Note el lector que, a diferencia
del caso cartesiano, en coordenadas polares los vectores base locales en
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general varian de direccion de un punto a otro del espacio. Por supuesto
podemos proyectar el valor de nuestro campo vectorial en el punto P sobre los
vectores base locales en polares. Es mas, cuando se dice que se esta
utilizando el sistema de coordenadas polares, esto es lo que se espera; que los
vectores asociados a los campos vectoriales se expresen en la base local
asociada al sistema de coordenadas utilizado.

Por otro lado, resulta evidente que, si expresamos las componentes de un
campo vectorial segun vectores base locales, podemos transformar el vector
correspondiente entre sistemas de coordenadas mediante una matriz que
represente la transformacion de coordenadas en un punto dado entre los
vectores base locales de los dos sistemas de coordenadas.

Retomemos la expresion de la transformacion local de coordenadas del
gradiente vista en el texto

da Of oy || 0

OX OX OX oa

Oa O oy || O
oy oy oy || op
Oa O Oy || O
oz 0z o0z )\ oy

gxyz f =

donde (dx,dy,dz) son componentes en una base cartesiana ortonormal (i,j,k) y
(da,dB,dy) corresponden a un sistema de coordenadas arbitrario que no tiene
por que ser ortogonal en principio. Si consideramos la transformacion local de
coordenadas (da,dB,dy)—(dx,dy,dz) en un punto del espacio r, tomando
{x(a,B,y), y(a,B,y), z(a,B,y)} y aplicando la regla de la cadena

o x

da

da Of oy

oy oy o
dx,dy,dz)=| — — — || d
(dx, dy, dz) 50 36 3y )i
@ x|,
oa o oy )NV

Podemos plantear también la funcién f como f(x(a,B,y), y(a,B8,v) , z(a,B,y) ,t) :

ox oy oz 0
%a oa oa | o
i=iﬁ+iﬂ+iﬁ:(ﬁﬂﬂj{iiﬂ]:[i,i,i}c: X oy ||
da ox0a oyoa 0610a \da da da) \ox oy oz oa’ op oy op op B || oy
Xy oo
oy Oy Oy a

con lo que comparando los resultados anteriores tenemos, siempre que el
determinante de la matriz no sea nulo, una relacion entre matrices inversas y
traspuestas
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1

da o oy |\ [ox oy ez or| (ox ox ox
X X X oo O0a da | |Oa| |da 3B oy
da o Oy | _|x & | |or| |y ¥
oy oy oy op op op B da Op oy
oa Of Oy OXx oy oz or 0z 01 o1
@ aal o) lsy) sy

donde las componentes de cada matriz dependen exclusivamente de la
transformacién de coordenadas. Note el lector que la forma en que se
transforman las derivadas parciales (d/0a,0/0B,0/0y)—(dldx,0ldy,0l0z) es
matricialmente la inversa traspuesta de la forma en que se transforman las
propias coordenadas (da,dg,dy)—(dx,dy,dz). Si seguimos lo que se explicd al
inicio, la matriz asociada a la transformacion (da,dB,dy)—(dx,dy,dz) deberia
corresponder a la matriz de componentes de la base local (b;) en la base (i,},k)

ox ok Ox 51::(5?1 ] 1%1]
- - - - - -\ |éa o8 oy da da O
biei bssi Dsei oa aéB oy aa aa aa
biej Doej basjlo| X X N |Llp, (X ¥ &
- = 02 2 ea 0B oy op op op
biek byek bzek

o0z 07 o0z ; (ax oy azj

~ ~ ~ 3: — — —

o aﬂ 8}/ a}, 67 67/

entonces, dado que la matriz de la transformacion entre derivadas parciales
(dloa,0loB,0loy)—(olox,0ldy,dloz) es distinta de la anterior, esta matriz relaciona
la base (i,j,k)...s,con que otra base local?. Si llamamos (b*,b?b®) a esta base
desconocida, para calcularla podemos partir de la la relacién matricial anterior

-1
da 0 oy ) [x &y @

X ox X da da oa

b0i b ei 53-i
RIS S e
Blek b ek Db ek Y

da oy | | xyx
0z 01 oz oy Oy Oy

y calcularemos la inversa de la matriz M teniendo en cuenta que las
componentes de las columnas de la primera matriz corresponden al producto
escalar de los vectores base desconocidos (b*,b?b®) por los vectores base

ortogonales (i,j,k). Para la primera columna de la matriz de la izquierda
tenemos

ya_ady xa_mx oy oy
00 _0pdy ofdy oa__0Boy 0Boy da_0fdy oBoy
ox detM) oy detM) oz det(M)

dado que el lado derecho de las igualdades son componentes de los vectores
(b1,b2,b3) en la base (i,j,k) y que el determinante de M equivale al producto
mixto de los vectores base [1] podemos interpretar el resultado anterior
mediante operaciones vectoriales de producto escalar y producto vectorial de
esta forma
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a—a—Bloi— 52)(63 0i' a—a—Bloi— 62><53 .]_ a_a_El.E_ 62><53 .E
OX 51"52><53) oy breboxbs) oz 510152><53)

de modo que podemos determinar todos los vectores (b') asi

51_ 62><53 . 52_ 61x63 . 53_ 61><52
bielzxbs)' ~  biebzxbs)  Dbye(bzxbs)

la base (b") es una base dual de la base (b;). Usualmente se llama a (b;) base
covariante y a (b') base contravariante. Los vectores de estas bases verifican la

relacion
- oo [1sii=j
b'-b,-:&;:{ =
Osii=]

Aunqgue las bases no son en general ortogonales, si definimos las componentes
covariantes y contravariantes de un vector V cualquiera de esta forma

Vi=Veb ; V=V eb

entonces la expresion del vector V en las dos bases y la transformacién
matricial correspondiente sera

\ biebs bpeby bseby (V!
. = Vz = b10b2 b20b2 b30b2 V2
So— e
b ebj =] V,) |biebs baebs bzebs ) V?®

V =V101+V2bs +V3bs =V1ib +V b +V3b

Si la base local (bj) resulta ser ortogonal y esta normalizada a vectores
unitarios, como el caso de coordenadas esféricas o cilindricas, entonces la
matriz anterior es la identidad y esta base coincide con su base dual (b'), por lo
gue no hay necesidad de hablar de bases covariantes o contra-variantes. Sin
embargo el desarrollo tedrico genérico de la geometria diferencial necesita
distinguir desde el principio entre las bases locales covariantes vy
contravariantes. Mientras las coordenadas esféricas o cilindricas suponen la
existencia de un sistema de ejes cartesianos globales de referencia extendido a
todo el espacio para la definicion de angulos y radios, y aun el mismo calculo
vectorial que estamos desarrollando supone la existencia de una referencia
cartesiana local accesible, la geometria diferencial utiliza coordenadas
Gaussianas que no dependen de la existencia de una referencia cartesiana
global externa. Por otro lado en el espacio de cuatro dimensiones de Minkowski
de la relatividad especial, que es una ampliacién del espacio fisico euclideo de
tres dimensiones, toda base ortonormal siempre tiene asociada una base dual
y estas bases son siempre distintas.

Transformaciones de coordenadas del gradiente la divergencia y rotacional.

Continuando con lo expuesto en el apartado anterior, si la base local es
ortogonal entonces no hace falta distinguir entre base covariante y contra-
variante y basta con normalizar la base covariante a vectores unitarios. De esta
forma la transformacion local de coordenadas corresponde a un giro local
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entre bases ortonormales. Como es sabido para las transformaciones de
coordenadas correspondientes a giros la inversion de la correspondiente matriz
es equivalente a su trasposicién, de modo que las coordenadas locales y el
gradiente se transforman ahora con la misma matriz. Ademas las filas de la
matriz de la transformacion (dx,dy,dz)—(da,dB,dy) son iguales, salvo un factor
normalizacion h, a los vectores de la base local en el sistema de coordenadas
(aBy); caracterizados por tener modulo unidad. Pero las componentes de estos
vectores base forman la matriz de cambio de base local GL

or
h, — haﬁ haal aﬁ
Oa oa oa
or ox oy oz
GL. )=| h = h, —= —
( IJ) /g aﬁ /3 aﬁ /4 aﬁ B 6ﬁ
N B N
Y oy " oy oy Oy

En el caso de que la base local de (aBy) sea ortogonal, la matriz del cambio de
base corresponde a un giro entre la base local cartesiana y la base local del
sistema de coordenadas (aBy) manteniendo el origen local en el punto de
derivacion ry. Practicamente los casos mas interesantes corresponden a
sistemas de coordenadas locales (aBy) ortogonales, por lo que en lo sucesivo
se hablara de giros para las transformaciones de coordenadas locales. La
razén de esto es que los operadores diferenciales expresados en sistemas de
coordenadas locales (aBy) ortogonales no incluyen derivadas parciales
cruzadas de las coordenadas (por ejemplo &*f/dxdy), lo que permite el uso de la
técnica de separacion de variables en la resolucion de las ecuaciones
diferenciales correspondientes.

El lector notara que el lado izquierdo de la ecuacion (2) es un campo vectorial
expresado en el sistema de coordenadas cartesiano. Por tanto para expresar el
gradiente en el sistema de coordenadas (apy) debemos multiplicar por la matriz
de giro local correspondiente (GL;j) que expresa la base local cartesiana en
funcién de la base local en el sistema (apy). De modo que el operador
gradiente en coordenadas (apy) es

oa o oy \(o) [, &, @ Joa p o (o) (h oo YO

X X X ||[éal| | “éa “oa “da |ox ox ox | oa oa
- - oa 8B oy | o x oy . o |oa op oy || o 8
Vo =(GL, W =(6L, | 2% £ 7 || O |_|p X [ N R J9x F o7 |01 g o |
” ( ”)Vy ( Yoy oy oy || op Pop "op Top |oy oy oy ||op g op
o o oyl o | |, ox p oy @ |ow op oo 2
oz oz oz )\ oy "oy oy oy oz oz oz )\ oy 00 h oy

- o, o0 . @
SV =lh, L h, S h &
" (“60: ' 5B ’ayj

En el caso de la divergencia el cambio de sistema de coordenadas es
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(20 o8 o (2 f
OX OX OX oa

gxyz .TXYZ: aﬁ % a}/ 0

oy oy oy ||oB
da O o ||l o
(\oz oz oz /)\oy )] f,

hemos utilizado la transformacion para el gradiente que debe actuar sobre un
vector en coordenadas cartesianas; por lo que si expresamos el campo
vectorial f en el sistema de coordinas (aBy) debemos hacer el giro
correspondiente a cartesianas. Esta es la tarea de la matriz inversa de la (GLj).
Con esto conseguimos expresar el valor de la divergencia , que es un escalar,
en el sistema de coordenadas(xyz) en funciébn de medidas procedentes del
sistema de coordenadas (afy). Esto significa que hemos encontrado la
transformacién de la divergencia que buscdbamos, ya que el lector sabe que el
valor de la divergencia de un campo vectorial en un punto es un escalar
invariante independiente del sistema de coordenadas utilizado.

Podemos transformar la expresion anterior asi

oa op o 2] i f
oX Ox OXx oa

, oa Of Oy 0 ~ ,
(G'-n)pl(GLu)p > o o |l (G'-u)pl f, |+GL)" f,
da 9of oy || O
oz a a ey ) f, fy

donde hemos introducido la matriz identidad como producto de una matriz
numérica de transformacién entre bases locales en el punto de derivacién
(subindice p) por su inversa. También hemos utilizado la regla de derivacion de
productos que hemos utilizado ya en la seccién sobre Andlisis Matematico de
Campos. Podemos reconocer también el operador gradiente en coordenadas
(aBy). )

f f

a a

—
@)
I
N
™
—

61,1 I+ G1,),%] 1, ||+ 6L, )7 Jo

f, f

4 L 7p7

Por otra parte, en el primer sumando tenemos una matriz GL con subindice p
que corresponde al valor numérico en el punto de derivacion considerado y por
tanto no esta afectada por las derivadas del operador gradiente. En este caso
podemos utilizar las propiedades de invarianza del producto escalar de
vectores (ver apéndice matematico de [1] ): Si A,B son dos vectores y A’,B’ sus
correspondientes transformaciones en otro sistema de coordenadas

AeB= [(G L; Tlﬂ]' [(G L; Tlg] = AeB’
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f

a

con esto tenemos - B
Vg .(fa’ fﬂ’ fr)+ [(GLij );1V0!ﬂr ]' (GLij )71 f/f

v Jp |

con lo que la divergencia en coordenadas (aBy) incluye un término que
depende del cambio de direccion en el sistema local de vectores base de (aBy)
al cambiar el punto de referencia debido a las operaciones diferenciales.
Podemos simplificar el segundo sumando aplicando la propiedad de invarianza
del producto escalar asi

[e1,), (61,17 Jo| (o1,), (oL, )| 1, | [=Vun o|(oL,) (0L, 1,

el producto de matrices que precede al gradiente no esta afectado por la
derivacién y por tanto se trata el producto de una matriz por su inversa.
Respecto a los términos afectados por la derivacion, lo que interesa en realidad
es la variacion de la matriz GL™ , expresado por 8GL™ ,en un pequefio entorno
respecto del punto de derivacion p

f f f

a a a

Varo| L) [6L,) 7456, ] 1, | = o] (1,0 1,.1,), +(6L,) 561, )| 1, | |~V o| L), 6061, )] 1,

f f f

7 7/ 7/p

de modo que la divergencia queda asi

Vo o (fzx' fp fy)+(GLij)p5(GLij)_1 fy

y p |

donde los términos con subindice p no deben considerarse variables en el
proceso de derivacion. Vemos aqui mas claramente la aparicion de un término
asociado a la variacion de direccion de los vectores base locales en (aBy).

En caso de una transformacion (x,y,z)—(x,y’,z’) entre dos sistemas de
coordenadas cartesianos ortogonales fijos, compartiendo origen comun pero
girados con distinta orientacién de sus ejes; entonces la variacién local dGL™
es nula y se verifica

ﬁyz -T(x, y,2)= §x'y'z' -?(x', y,2"); x=x(x',y,z),y=y(x,y,2);z=2(x,y',2);
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Lo que refleja claramente el caracter invariante del operador divergencia. Para
la transformacion del rotacional tenemos

oa o o )2 f
OX OX OX oa

(G LiJ )p [6“’1 x ?xyz ]: (G Lij )p 87& % al ‘ x (G Lij )71 fﬁ

oy oy oy ||oB
oa 8 o || 2
o & al\oy) f,

introduciendo el operador gradiente como antes tenemos

(61,),1 lon,), un [ (o1,), | 1, [+ (o1,)7 | 1,

f f

4 4 p |

para el producto vectorial tenemos la siguiente propiedad de invariancia (ver
apéndice matemético de [1] ):

AxB= (GL"- ){[(GLU' FK]X [(GLU' Tlg]}

que podemos aplicar al término asociado a la matriz GL™ tomada como
constante resultando

f

a

Vap (1, 15, 1,)+ (GL), [(ng)p’1§a,;y]x (L)' 1,

f

L 7/p |
donde vemos de nuevo un término asociado al cambio de direccidon de los

vectores del sistema base local de (aBy). De forma analoga al caso de la
divergencia llegamos al siguiente resultado para el rotacional

f

a

Var x| (1, 15 1,)+ (GLy) 561 ) 1,

Los términos asociados al cambio de direccion de los vectores del sistema

base local aparecen también de forma natural en el concepto mateméatico de
derivada covariante.
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Aplicacion al caso de coordenadas esféricas
F:(x,y,z):(rsin(H)cos(q)),rsin(0)sin(¢),rcos(0))
xy
or or or sin(@)cos@)  sin(@)sin(g) cos(d)
(% % j; =| rcos(@)cos(@) rcos@)sin(g) —rsin(@); =h =1 h9=1, ) = ,10 3§r0¢:(§,£%x .10 ai
—rsin(@)sin(g) rsin(@)cos(@) O ' rsin(©) rr rsin(9) o¢

x

o o4 04

La multiplicacion por factores h hacen unitarios

los vectores fila
correspondientes.

cos(@)cos(@) cos(@)sin(g) —sin(0) sin(@)sin(¢) cos(@)sin(g) cos(@)

sin(@)cos(@) sin(@)sin(p) cos(@) sin(@)cos(@) cos(@)cos(@) —sin(g)
GL = ; GL=(6L) =
—sin(g) cos (@) 0 cos(#) —sin(@) 0

cos(@)sin(g) —sin(@)sin(g) 0 sin(@)cos(@) cos@)cos(@) -—sin(p)

cos(@)cos(@p) —sin(@)cos(@) O —sin(@)sin(¢) —cos(@)sin(¢) —cos(g)
SGL = do+ dg
—sin(@) —cos(@) 0 o 0 0 0 o

0-10 0 0 —sin(0)
GLsGLT=|1 00 |do+/0 O —cos@@) | d¢
p p

000 sin(@) cos@) O

Para el rotacional en esféricas tenemos

f, f,
010 P 0-10 0 0 —sin(9)
el (it t)e 1 00 [ [f,| do|0 0 —cos®) ||f, | dg|=
or r 06 rsin(@) o¢ .
00O 0 sin(@) cos@) O

f¢,,p f¢p
010 1 0

s 60,rsin(9)%)x[(fr, T T )+ (T, 1,,0),d0+ (=sin(0) f;,—~c0s(6) T, sin(6) f, +cos(@) T,) ,dg]

1, 1 @ 1 (. o
componente r : 176 Ten®) %(fg —(cos(e) f¢)pd¢)= @) (—ae(sm(a) f¢) 6¢(f9)j
ST e A _ A 1 0,0
componente &: rsin(&)%(fr_(sm(a) f¢)pd¢)—§= r[sin(@) a¢(fr) o (rf¢))
o, 10 ~ 1( o P
componente ¢.§7F£(f,+(7ff))pd9)= F(g(rfg)fQ(f,)j

El operador matricial correspondiente al rotacional en esféricas es

9 [o,5in@)]

rsin(@)  rsin(9)

= % 0 _M
rsin(6) r

% fod]
r

0
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El corchete significa que su contenido debe ser interpretado como un operador.
Vemos que el operador pierde su caracter antisimétrico debido al cambio de
direccion de la base local en cada punto en coordenadas esféricas.

La divergencia resulta ser

S 1 ) . - 0 0 —sin(6)
e (o T+ 1 0 0 | fy [ dos| 0 0 —cos@) | | f,| dg|=
r'r rsin(g) o¢ 000 ) sin(@) cos@@) O 0

), ),

010 1 @

or'r 86 rsin(8) o4

of
1 fe 1 T L (sin(9) f, +cos(®) f,)
or rof r rsin(@) og rsin()

)-[(fr, fo, f¢)+ (—fp, £,,0),dO+ (=sin(@) f,,—cos(@) f,,sin(0) f, +cos(®) f[,)pd(/ﬁ]

El operador vectorial correspondiente a la divergencia en esféricas es

(L] 2] 1 _ % ).
Vrop _[rz [a,r ] rsin(9) [20sin(@)], rsin(@))

El corchete significa que su contenido debe ser interpretado como un operador.

El Laplaciano se obtiene como la divergencia del gradiente

2y o, |10, 10 1 Jofl, 010 1 oy, 1(0(.0 L (9 (ginen SE 1 (o
Viost =Viay (v’g"’f)_{r{arr }rsin(&)[aesm(a)}rsin(G){wﬂ (ar’rae’rsin(a) a¢)f_r2[ar[r arj]+r2sin(9)[69(5m(€)aen+rzsinz(e)[a#]

el hecho de que sean ortogonales las bases locales del sistema de
coordenadas esféricas hace que el Laplaciano no tenga términos en derivadas
segundas cruzadas de dos coordenadas distintas. Esta simplificacién es una
razon para la preferir los sistemas de coordenadas con bases locales
ortogonales dada la ubicuidad de la ecuacién de Laplace en muchos problemas
fisicos.

Aplicacién al caso de coordenadas cilindricas

r= (X,Y,2) = (rcos(@), rsin(g), z)

xy &
or or or ;

cos(p) sin(@) 0
x ¥y 2 =|—rsen(g) rcos(@) 0, =h =1 h¢:l,h2:1 3§r&:(illi,ﬁ)
op O¢ O¢ 0 0 1 r or ro¢g oz
x oy a
0z 07 oz

La multiplicacion por factores h hacen wunitarios los vectores fila
correspondientes.
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cos(gp) sin(p) O cos(@) —sen(¢) O

GL =|-sen(¢) cos(@) O | GL'=(GL)" =|sin(p) cos(@) O

0 0 1 0 0 1
—sin(g) —cos(@) O 0-10

L =| cos@@) —sen() 0 | dg; GLSGL =[1 0 0 | d¢g
0 0 0 000

p

Para el rotacional en cilindricas tenemos

AT 1aof, oy
010 & 0-10 010 o ;fa«&afaz
229 Ottt )6 1 00 || f, | dp|=(Z,22L 2 [f,f,f +(-f,f,.0) d ]E oLl L3
(Grr6¢6z)x(r¢2) 500l $ (arra¢62)x(r¢2)( o fr0), 09 a2 or
valty) 1ar
fz p r or r o¢

El operador matricial correspondiente al rotacional en cilindricas es

0
0o -9, -2
Vr¢z><E 0, 0 -0y
% o]
r r

El corchete significa que su contenido debe ser interpretado como un operador.

La divergencia es

0-10
010 0 [ ]_1a(rf) 10f, of
(fr'f¢'f2)+ t gg f¢ d¢|= E*?%*E)'(frquﬁfz)"'(_ f¢’fr’0)pd¢_F6_rr+F£+6_zz

| =

Q1o o
or'rog oz’

z/p

El operador vectorial correspondiente a la divergencia en cilindricas es
1 o
Vig,®= [F[arr]’quv azj i

El corchete significa que su contenido debe ser interpretado como un operador.

El Laplaciano

1o 1] o 0 010 o 10( of) 10%f 8%f
vrgz OVme = — _r ' e ) - [ ] e R f:—_ r_ +__+_
rior |riog||oz or rog oz ror\ or) r?o¢> oz°

El lector puede comprobar con los resultados obtenidos para los operadores de
divergencia y rotacional que en coordenadas esféricas y cilindricas se verifica



Enrique Cantera del Rio Introduccion a la Mecénica de Fluidos 97

VxV=0; VeVx =0

Funcion corriente y flujos bidimensionales.

Hemos visto la funcion potencial ¢ como generadora del campo de velocidades
para el caso de corrientes irrotacionales

a:V¢:>V><a=V><V(p=0

en principio el campo de velocidades derivado de esta manera del potencial
puede ser compresible o incompresible. Pero los flujos viscosos no verifican
esto, ya que hemos visto que cualquier flujo incompresible viscoso debe ser de
tipo rotacional. De este modo no disponemos de una funcién potencial como la
anterior para el campo de velocidades en el caso de fluido viscoso. Sin
embargo si el campo de velocidades tiene una simetria bidimensional
plana/axial es posible introducir una funcion potencial distinta por otra via.
Segun las compontentes de Helmholtz de cualquier campo vectorial puede
existir un potencial vector A del que podemos derivar el campo. En nuestro
caso deseamos derivar el campo de velocidades y el formalismo seria

G:wﬁ:v-ﬁ:v-(vw_x):o

es decir, el campo de velocidades se genera mediante el rotacional del
potencial vector y esto supone necesariamente que el flujo es incompresible,
pero no necesariamente irrotacional. Si ahora suponemos que el campo de
velocidades tiene un valor permanentemente nulo en una coordenada de
nuestro sistema genérico (aBy), por ejemplo ug=0, resulta que el potencial
vector A se puede elegir con A,=A,=0. Tomando la expresion genérica del
rotacional y haciendo yw=Ag

0

<

Vap % (O’W’O)"'(GLij)pé‘(GLijyl y| |=

0

L P
Donde w es la funcién corriente. En el caso de coordenadas cartesianas el
producto de matrices es nulo y tenemos

U, = o
_ X T T
Ve x(0p.0)=| 2,22 x(o,w,0)=(—a—"’,o,a—"’ - oz
Ox oy oz oz OX U _ Oy

,=—

OX

esta funcion corriente es valida en el caso del movimiento suave de un cilindro
en una corriente, similar al caso de la paradoja de D’Alembert, pero es
compatible con la viscosidad de la corriente.

En el caso de coordenadas cilindricas tenemos
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_oy
T &

10(ry)
u,=——"=-=

r or

- 610 o
V 0, ,O =\—y— - d [l yO
v % (0,,0) G vipe )x (v, dg,p 0)=

esta funcion corriente se puede aplicar al caso del flujo de Stokes sobre una
pequefia esfera que se mueve suavemente en una corriente viscosa. Si la
esfera se mueve a velocidad constante en el eje z, vemos que el campo de
velocidades no depende de la coordenada angular @ (ug=0).

En los flujos bidimensionales sera también importante conocer la funcion de
Green correspondiente al laplaciano en dos dimensiones; que resulta no ser la
misma que para tres dimensiones. En términos fisicos intuitivos, la funcion de
Green del laplaciano en tres dimensiones corresponde al potencial de una
carga puntual. La funcibn de Green en dos dimensiones corresponde al
potencial de una distribucién lineal de carga. Si tomamos el caso de una
distribucion uniforme de carga sobre el eje z, en los textos de fisica basica se
calcula este potencial utilizando el teorema de Gauss con la simetria cilindrica
del sistema respecto al eje z y obteniendo para el potencial en coordenadas
cilindricas (r,®,z) el valor

V-V, =2~
Mo

Tomaremos como funcién de Green g en coordenadas cilindricas el siguiente
valor

g—ilnr
2

para r # 0 g(r) tiene un valor finito y se verifica la ecuacién de Laplace en

cilindricas
10(,99)_,
ror{ or

si aplicamos ahora el teorema de la divergencia a un elemento de volumen de
espesor dz y que incluya la region correspondiente r=0 tenemos

reds
27r?

Ivzg rdrdgdz = dzjvzg rdrdg = ng edS =I
v v s s

sobre las superficies z=cte los vectores r y dS son perpendiculares y su
producto se anula. Sobre la superficie lateral tenemos en coordenadas
cilindricas

- = reds r’dg
reds =r(rdgdz) = =dz =dz
'S"27zl‘2 £2m2

de modo que la funcion g es la funcion de Green del Laplaciano en dos
dimensiones al verificar las siguientes relaciones
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1 jvzgdszl
g =Zln = r=0es EVZg =0o(r)
v2g=0;r=0

donde S es una superficie dentro del flujo bidimensional.
En el contexto de las componentes intrinsecas de Helmholtz de un campo
vectorial plano, en dos dimensiones en vez de tres, estas componentes deben
calcularse a partir de la funcion de Green g del laplaciano en dos dimensiones.
Evidentemente el punto singular no tiene por que estar en r=0 sino en cualquier
otro punto r’y una generalizacion inmediata para esto es

9= nfr-r{=vig —o(-1)

donde los vectores r,r’ estan en el plano del flujo.

Dado que las funciones de variable compleja f(x+iy) son soluciones de la
ecuacion de Laplace en dos dimensiones el analisis de variable compleja es
también importante en los flujos planos.

En general una resoluciéon analitica del campo en mecanica de fluidos solo es
posible si el campo presenta cierta simetria en algin sistema de coordenadas,
y es importante en general para el estudiante acostumbrarse a percibir las
lineas de campo y su simetria. Si esta simetria no existe se necesitan métodos
numericos para resolver los problemas.
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