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1-Introduccion experimental.

Para esta experiencia el lector necesita un panel
vertical con corcho sobre el que pueda dibujar y
clavar chinchetas. Varias bandas elasticas iguales,
en el dibujo en gris, y varios pesos u otros objetos
con la misma masa conocida, en el dibujo la elipse
gris. Es conveniente que las bandas sean de masa
despreciable respecto de los pesos aplicados.

a

Tome una banda elastica y extiéndala, sin forzarla,
sobre el eje x desde el origen de coordenadas
marcando con un boligrafo, en dicha banda y en el
propio eje x, varios puntos de referencia. Después
colocamos la banda sobre el eje y, sometiéndola a
tensién con un peso conocido tal como aparece en el
dibujo. Marcamos los puntos de la banda en el eje y. Si unimos los puntos
correspondientes como si fueran los valores de una funcién y(x) en coordenadas
cartesianas, veremos que, mientras se mantenga el comportamiento elastico, la
funcion y(x) corresponde a una linea recta que pasa por el origen. Podemos expresar
esta funcion asi:

y(x) = x+&(X) = xtan(a) = £(X) = (tan(a) —1)x

donde &(x) representa el desplazamiento experimentado por el punto x de la banda no
sometida a tension. En términos diferenciales, eliminamos la necesidad de un origen
de coordenadas determinado:

%) _ A=tan(a)-1
OX

El siguiente paso es determinar la dependencia del valor A, constante para una
experiencia determinada. Podemos proceder asi: Si tomamos como peso el doble del
caso anterior, tendremos que el desplazamiento é(x) sera mayor y por tanto en valor A
aumentard; luego A depende directamente de la fuerza aplicada a la banda. Por otra
parte, si el peso doble lo aplicamos a un conjunto de dos bandas iguales, los
desplazamientos é(x) seran iguales que en el caso de un peso unidad y una Unica
banda. Para que esto sea cierto las secciones transversales de cada banda deben
soportar la misma fuerza; la fuerza por unidad de superficie o presion debe ser
homogénea en toda la seccién transversal. Por tanto tenemos que

y 0 _F
OX S

donde la constante Y, conocida como médulo de Young, es una constante que ajusta
las unidades de la ecuacion y que depende del material del que esté hecha la banda y
de la temperatura. La ley de Hooke se puede obtener a partir de la expresion anterior

F:YsmzﬁAfozkAfo; AXq =l k= Ys
X

banda;
OX A 0 banda
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donde, dado que en condiciones de equilibrio estético la derivada es constante e
independiente de x, hemos calculado la derivada por medio de la longitud de la banda
en ausencia de tension (Ax,) y el desplazamiento correspondiente del extremo de la
banda (A¢&).

La mecanica clasica permite una ampliacion de estos resultados estaticos a un caso
dindmico. Para ello podemos partir del modelo mecanico de una cuerda tensa. Las
cuerdas sin masa, utilizadas extensamente en los problemas de mecanica bésica, se
caracterizan por un valor Unico del moédulo de la tensién en toda la cuerda; o en su
caso en la parte de ella que no transfiera energia, a una polea u otro objeto. Pero si
consideramos la masa de la cuerda, entonces el médulo de la tension ya no es
T dm constante y varia a lo largo de la cuerda. EI modelo
dm 1 mecanico es el que refleja el dibujo adjunto, donde la
d g =TT cuerda se descompone en elementos de masa dm
dm conectados por cuerdas ideales sin masa de longitud
dl | T.=T,+dT" constante (no varia en el tiempo) dl y sometidas a una
dm tension que varia de un tramo a otro. La diferencia de
tensiones a los dos lados de un elemento dm provocara la
aceleracion de dicho elemento segln la segunda ley de Newton. En el caso de nuestra
banda elastica las longitudes dl no se mantienen constantes en una situacion
dinamica, a diferencia del caso de la cuerda que mantiene constante su longitud; y las
tensiones entre elementos de masa corresponden a la ley de Hooke. Si ampliamos el
planteamiento a una situacion no estatica unidimensional el desplazamiento
(elongacion) asociado a cada punto de la banda dependera también del tiempo &(x,t).
Tomemos en un instante t dado dos segmentos de banda contiguos, tan pequefios
como queramos, centrados en los puntos estéticos x y x+dx. El analisis de equilibrio
anterior consideraba que la masa de la banda es esencialmente despreciable, por lo
que debemos introducir una masa puntual dm que conecta nuestros segmentos
elementales, que consideraremos también de seccién elemental dS. En una situacion
no estatica debemos aceptar que la fuerza F no es igual en cualquier punto de la
banda; de modo que en los extremos de los segmentos elementales la fuerza exterior,
que conecta un elemento con otro, no estda compensada y debe producirse la
aceleracion de la masa puntual correspondiente. Con el modelo dinamico descrito,
podemos utilizar el resultado estatico anterior para nuestros dos segmentos

diferenciales contiguos:

y 95t _ F(xt)
OX ds
v og(x+dxt)  F(x+dxt) F(xt)+dF
OX ds ds

restando y considerando que, en un instante t determinado, la fuerza no compensada
dF debe acelerar la masa elemental situada entre los segmentos, y que tal aceleracion
se puede expresar con la funcién &(x,t)

°E(x,1) dF  dmo*E(x,t)  °E(x,t) p, O2E(X,t) dm
Y = dx == 2 =022 oy =
Ox dS dS ot ox Y ot dsdx

tomando dm como la masa contenida en el segmento dx de la banda no sometida a
tension, entonces po representa la densidad en volumen de la banda elastica no
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sometida a tension. El resultado corresponde a una ecuacién de ondas longitudinales
asociada al desplazamiento de cada punto respecto a su posicion de equilibrio de la
banda con una velocidad de onda de valor

c= y
Po

Hay que decir que la ecuacion de ondas deducida, y por tanto la velocidad de onda,
esta asociada a un observador inercial para el cual la banda, cuando no esta sometida
a tension, esta completamente en reposo. De hecho esta banda en equilibrio estético
(reposo) se confunde con el sistema de coordenadas del observador. EI modelo
mecanico utilizado se puede ampliar facilmente al caso de ondas en gases, como se
muestra en el apéndice.

2-La solucidn de la ecuacion de ondas en una dimension.

O*E(x,t) _ 1 %&(x.t)
x2  cr ot

La ecuacion anterior puede factorizarse de esta forma
0.,10Y2 10 g
OX Ccot\ox cot

Lo cual sugiere soluciones de la forma F(x+ct)+G(x-ct). Es posible demostrar que la
expresion anterior es la solucion general para esta ecuacién. Si hacemos el siguiente

cambio de variables
H=X+ct ; n=x-ct

Las derivadas parciales se transforman asi

B ogou ogon o0& o¢
xS D= o o o o on

il ocou ocon_ (0¢ o¢
U= o (du an]

la segunda derivada es
o2 o¢ 0¢), 0 foc ot
ax[axé(“’”)} au{ay 677} 6?7{@! 6‘77}
919 98 _0o¢ 96 _0o¢
at[atf(”"’)} [a Lﬁu 677} 877{5# anD
y sustituyendo en la ecuacién de ondas
% i_fzi %\
ox* ¢ ot " onlou

cuya solucion general es, tal como indicamos antes

2—5: f();= &(x1) :j f(p)du+G(n)=F(x+ct)+G(x—ct)
u
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3-Interpretacion fisica de la solucion de la ecuacion de ondas.

Podemos observar una de las componentes, F o G, en el instante t=0 en el plano (,x)
como una funcién arbitraria , por ejemplo

Para cualquier otro instante t y cualquier otra posicion x podemos hacer la relacién con
coordenadas x en el instante t=0 para las funciones F y G asi

Xg =x+ct=F(x;,0)=F(xt)

Xy = X—Ct=>G(x5,0) = G(x,1)

Lo que permite visualizar la primera componente F como el desplazamiento del
“objeto” F(x,0) sobre el eje x a velocidad —c : x = -ct + Xo. Analogamente la segunda
componente G corresponde al desplazamiento del “objeto” G(x,0) sobre el eje x a
velocidad ¢ : x=ct + Xo.

De esta forma vemos que las dos componentes son ondas viajeras que representan el
movimiento de una perturbacion capaz de mantener una forma reconocible.

Tomemos el caso del que partimos con una banda elastica de la que cuelga un peso
.Partiendo de una situacion de reposo, podemos estirar levemente hacia abajo el peso.
Si cesamos la fuerza el peso experimentard un movimiento oscilatorio igual al caso
clasico del movimiento del muelle. Segun nuestros resultados durante este movimiento
es aplicable a la banda (o muelle) la ecuacién de ondas. Pero si probamos como
solucién una de las funciones posibles, bien sea F(x+ct) o G(x-ct), veremos que no
pueden representar por si solas la fisica del problema. Si nos fijamos, en el punto de
contacto de la banda con el techo el estiramiento £ es siempre nulo para cualquier
instante de tiempo. Esto no es lo que se espera de una onda viajera que pase por ese
punto : puede anularse en algunos instantes o en algunos intervalos de tiempo, pero
no siempre. Segun la logica, si una de las funciones F, G no puede darnos una
solucién entonces debemos recurrir a la solucion completa F(x+ct)+G(x-ct). Si el punto
de contacto con el techo sefialado corresponde con la coordenada x=0, las funciones
F y G deben verificar la siguiente relacion
funcional F(u)+G(-u)=0. Lo que indica que,

en nuestra vision geométrica, las funciones F
- /\ y G estan giradas 180 grados en el plano
_>

(&, x) respecto del origen de coordenadas y se
mueven, a la misma velocidad y en sentidos
contrarios. La representacion  anterior
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muestra que es posible una solucion en la que el estiramiento, es decir, la suma F+G,
sea nula permanentemente en x=0. Evidentemente a la izquierda del eje vertical hay
una pared, o en general un objeto rigido y de masa muy elevada y no existe la onda en
esta parte del espacio. Sin embargo el efecto de esta pared o objeto muy masivo en lo
gue respecta a la cuerda es absorber la onda incidente y transformarla en una onda
reflejada sobre la misma cuerda

PR A

—

El caracter masivo y rigido de la pared hace que la onda incidente no pueda provocar
desplazamientos internos en dicha pared y la energia que transporta la onda deba ser
reflejada en forma de onda rebotada hacia la misma cuerda. El lector puede
comprobar este comportamiento si dispone de una cuerda gruesa. Si atamos la cuerda
a un extremo fijo y sacudimos el otro extremo podemos ver la onda o pulso generado
moviéndose por encima de la linea de la cuerda. Al llegar la onda al extremo fijo la
onda rebota en forma de un pulso que se mueve por debajo de la linea de la cuerda.
En este caso tenemos una onda transversal en vez de longitudinal como en el caso de
la banda eléstica, pero la ecuacion de ondas es igualmente aplicable.

Siguiendo con el caso de la banda elastica, el movimiento oscilatorio del sistema se
puede mantener indefinidamente si fuésemos capaces de eliminar las pérdidas de
energia por rozamiento o calentamiento interno. Segun la literatura habitual, el
movimiento de la masa sujeta al extremo de la banda puede describirse asi
2 2
F:m%:mit—fz—kg:x:Xﬁém cos(wt)
= E=x-X% =&, sinf(at) ; o=-kim

Es decir, la posicion de la masa es la suma de la posicion inicial x; de la masa m en la
banda en equilibrio estatico y de la elongacién de la banda elastica respecto a dicha
posicion inicial, siendo ¢&n.x la elongacion maxima en x. Si no se dan mas
explicaciones, es evidente que la solucion anterior, que corresponde a una ecuacion
diferencial de 2° orden desarrollada en el apéndice, no es correcta, ya que para m=0
se predice una frecuencia infinita para la oscilacion de la banda o muelle libre; cosa
gue evidentemente no ocurre. Por otra parte en el resultado anterior hemos combinado
la ley de Hooke, esencialmente estéatica, con la 22 ley de Newton, esencialmente
dindmica. El resultado encontrado es vélido, como veremos, en un margen en que la
masa de la banda sea despreciable’ frente a la masa de la bola (m) ; y para el extremo
de la banda que ocupa dicha bola. Sin embargo note el lector que podemos analizar el
movimiento de un punto de la banda que no sea el punto extremo utilizando este
mismo resultado si suponemos que k(x) se mantiene constante y la masa de la banda

! ver apéndice El muelle sin masa
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despreciable. De esta forma podemos apuntar a una solucibn general para la
elongacion de la banda con esta forma

S = Smax (X) COS(t)

Donde, para el caso del punto de la banda en contacto permanente con la pared la
elongacién de dicho punto debe ser siempre nula y por tanto &,ax(0)=0; ya que dicho
punto no puede moverse y mantener el contacto con la pared. Recuperando el analisis
ondulatorio previo, deben ser compatibles las siguientes ecuaciones

E(x,t) = F(x+ct) +G(x—ct) =&, (X)cos(at); & (0)=0;F(-u)+Gu)=0

Si elegimos para F y G una funcibn seno o coseno de la misma amplitud A
(G=F=seno() para x funcién de cos(wt) 6 G=coseno() y F=-coseno() para x funcion de
sin(wt)), podemos ver rapidamente, utilizando las férmulas del seno/coseno de una
suma/diferencia , lo siguiente

&(x,1) = Asin(K(x +ct)) + Asin(K (x—ct)) = 2Asin(Kx) cos(at); @ = Kc
= &ax (X) = 2Asin(Kx)

El valor K (mayuscula) se introduce para que el argumento del seno sea adimensional
(radianes), y tiene por tanto unidades de inversa de la longitud. K esta definido
completamente a partir de la frecuencia de oscilacion y la velocidad de propagacion de
las ondas : w=Kc. Es evidente que este parametro corresponde con el vector de ondas
de una onda senoidal : K=2rm/A , donde A es la longitud de onda. Pero la solucién
anterior es una solucién exacta de la ecuacion de ondas y en principio puede
corresponder a un caso real. Sin embargo, en la ecuacién dinamica de Newton hemos
utilizado una aproximacién cuasiestatica para que el valor del parametro elastico k se
pueda considerar constante. Matematicamente la primera aproximacién es el valor
constante de la siguiente derivada

aérmx (X) — émax (Ibanda)
X I

=cte

banda

Si aplicamos esta condicion a la solucion obtenida tenemos
O (X) =2AK cos(Kx)
OX

Supuestos A y K constantes, para aproximar la derivada a una constante es necesario
gue sea Kx=0 para todo punto x de la banda sin tensiéon, de modo que el coseno sea
aproximadamente 1, es decir

27

Kx=0—>7l ~0—>A>>1

banda banda

La longitud de onda debe ser mucho mayor que la longitud de la banda en reposo.
(Esta aproximacion es andloga al caso de los circuitos de corriente alterna y las ondas
electromagnéticas-ver apéndice) Si utilizamos la definicion de K tenemos
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Klb d =Q|b da= k &Ib da = L&Ib g =\/p08|banda=\/mbanda
anda c anda \/m‘ Y anda mlbandaY anda m m

Y por tanto la aproximacion considerada es equivalente a Myanga << M, es decir, la
masa de la banda debe ser muy inferior a la masa de la bola. Haciendo la parcial
respecto al tiempo en la solucién encontrada, vemos que existe un instante en el que
la velocidad de todos los puntos de la banda se anula

gg(x,t) == oy (X)SIN(0t)=0= ot = n;r—>2_|_—7[t =nr=>t= n%

Donde T es el periodo de oscilacién, es decir, el tiempo que tarda la bola en recuperar
una posicién y velocidad dadas. Por tanto, cada semi-periodo se produce una
situacion de velocidad nula para todos los puntos de la banda elastica, incluida la
masa de la bola. Podemos ver también que, en estos instantes, la elongacion de la
banda ¢ es maxima o minima. Desde el punto de vista energético, en estos instantes la
energia cinética del sistema es nula y por tanto la energia del sistema debe estar
acumulada totalmente en forma de energia potencial elastica; lo cual indica que en
estos instantes la longitud de la banda es maxima o minima. Por tanto y dentro de
nuestra aproximacion, aplicando la formula de la energia potencial elastica tenemos

1 . 2E
E= Ek(éfmax (Ibanda))2 = grmx (Ibanda) = 2ASIn( K banda) = T ~ 2AKIbanda

Donde E es una constante correspondiente a la energia mecéanica del sistema. Dado
que podemos conocer los valores de E,K,K y lhanda ; podemos calcular el valor de la
amplitud de onda A de la expresion anterior y otros resultados obtenidos

/2E /m mE 1 m
— ~2A MS Az\/ :_\/ fnnx (Ibanda)
k m 2kmbanda 2 Mpanda

En 22 aproximacion : modificacion de la frecuencia de oscilacién debido a la masa del
muelle o banda eléstica.

A partir del campo de elongaciones ¢ encontrado, podemos calcular la fuerza sobre la
masa conectada al extremo recordando el desarrollo hecho en la introduccién.
Tomando mddulos tenemos

IF vs 20O}y

= *E(xt) YSK
extremo|| aX 2

ot = tan(Kl,,4.) = mia)z

extremo x=l-banda

Eliminando K con w = Kc y aplicando ¢ =Y/p, ; ambas relaciones asociadas al
fendmeno ondulatorio, tenemos

ol m

banda

m

banda tan( a)lbanda) —

Y para pequefios valores del argumento de la tangente (equivalente a Klyanga)
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3
wlbanda w'banda +1 w'banda +... = Mpanda =
c c 3L ¢

wlbanda ’ 1+1 wlbanda 2+“” :mbanda “m =p Sl . CZZY/p' K = YS
c 3 Cc m ’ banda 0~"banda’ 0 Ibanda

Aproximando la ecuacién de 2° grado hasta segundo orden en myanga/M Y aplicando las
relaciones indicadas, deducidas previamente, obtenemos una aproximacion mas
refinada de la frecuencia de oscilacion que incluye la masa de la banda o muelle

4-Ondas Estacionarias.

Hasta ahora hemos estudiado una solucién de la ecuacién de ondas pero restringida a
un caso particular con la aproximacion A>>ly,q, . Si @analizamos la solucion encontrada
en un rdngo mayor llegamos al comportamiento descrito en las siguientes imagenes.
Si suponemos que la onda roja y la azul son ondas senoidales con la misma amplitud
y se desplazan en sentidos contrarios la suma de las dos corresponde a la expresion

&(x,t) = 2Asin(Kx) cos(at) = &, (x)& (t)

Vemos inmediatamente que los puntos X

que verifican Kx=nm (n=0,1,2,3,4...) se

mantienen inmaviles en su posicion, ya

gue para ellos é(x,t)=0 . A estos puntos

caracteristicos se les denomina nodos.

De igual forma, como hemos Vvisto,

también existen instantes de tiempo en

los que la velocidad de todos los puntos

afectados por el proceso ondulatorio se

anula. Estas caracteristicas nos informan

gue el proceso ondulatorio que se esta dando corresponde a una onda estacionaria.
Estas ondas estacionarias se producen normalmente en condiciones de confinamiento
espacial del proceso ondulatorio. En nuestro caso es evidente que las ondas elasticas
se producen en una zona acotada del espacio, ya que el medio elastico no es infinito y
no pueden alargarse o comprimirse arbitrariamente; a riesgo de perder sus
propiedades elasticas o romperse. En el desarrollo que hemos hecho, partimos de
una solucion general F(x+ct)+G(x-ct) que en

principio no estd acotada. Eligiendo una funcion

senoidal F y G hemos visto que podemos

reproducir el comportamiento de un nodo, es decir,

de un punto fijo. Sin embargo vemos que

aparecen también mdltiples puntos fijos en la

banda, de modo que podriamos conectar la banda
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a una pared rigida en alguno de estos puntos y la solucion aun seria valida. De esta
forma las ondas rebotan en las dos paredes a las que estd conectada la banda
elastica o muelle.

Dado que la ecuacion de onda no especifica una funcién determinada como solucion,
sino més bien una forma funcional, hemos estado utilizando funciones sinodales con la
ventaja de conocer todas sus propiedades. Sin embargo las funciones de onda en el
muelle o banda elastica pueden ser diferentes.
Imaginemos un muelle anclado entre las dos paredes
v sefaladas antes. Desde el estado de reposo cogemos
el punto medio del muelle y lo desplazamos
l‘c’ ligeramente a la derecha. ElI campo de
o desplazamientos generado +¢ tendra la forma del dibujo
—» adjunto. A la izquierda del punto en que aplicamos la
fuerza hay un estiramiento y a la derecha hay una compresion del muelle o banda
elastica. Si liberamos el muelle, sera la forma funcional dibujada la que se desplace
hacia la izquierda, rebote en la pared, continGe hacia la derecha y rebote hasta la
pared opuesta, y asi periddicamente si no hay pérdidas de energia. En la posicién
inicial habra una cierta cantidad de energia acumulada como energia potencial. Al
liberar el muelle se transforma en energia cinética al principio y posteriormente la
velocidad disminuye volviéndose a acumular la energia potencial hasta una posicién
limite simétrica a la inicial respecto al punto medio; como muestra el campo de
desplazamientos -¢ en linea punteada.

<

En el ejemplo presentado se especifica que se estira el punto medio del muelle y esto
tiene su importancia. Si el muelle es homogéneo, su punto medio separa dos sub-
muelles esencialmente iguales. Desde el punto de vista de la Ley de Hooke esto
significa que la tensién del muelle a los dos lados del punto estirado va a ser la misma,;
y esto también en el instante en que el muelle quede libre. Sin embargo si estiramos
otro punto diferente, los sub-muelles seran fisicamente diferentes y la Ley de Hooke
indica que las tensiones iniciales no seran las mismas en ambos sub-muelles. Esto
sera cierto también si el punto de estiramiento separa dos muelles fisicamente
diferentes. En este caso, tras la liberacién hay un proceso transitorio que genera un
pulso ondulatorio hasta que se igualan las tensiones en cada punto del muelle. Esto
hace que el campo de desplazamientos ¢ no corresponda con el dibujo anterior.

5-El teorema de Fourier y la linealidad de la ecuacion de onda.

-L O. L 2L 3L

Consideremos una funcién é(x) de una variable, periddica y de periodo L, por lo demas
arbitraria, como se ve en el dibujo adjunto. Para esta funcion es valido el Teorema de
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Fourier, segun el cual se puede aproximar dicha funcion, tanto como queramos, por
medio de una serie infinita de sumas de senos y cosenos de periodo L de esta forma

E(X) = a0+2[a sm( x)+b cos(Tx)}

2nr 2nrx

a, :%JL'g(x)dx ;a, :—J'g(x)sm(—x)dx h :%jg(x)cos(—x)dx

Podemos aplicar esto al caso de la perturbacién en el campo de desplazamientos que
hemos creado en el muelle, siendo L la distancia, fija, entre las dos paredes en que
estan anclados los extremos del muelle. El teorema de Fourier nos da una
aproximacion a la forma de la funcién en el intervalo [0,L] en términos de una suma de
ondas sinodales que ya conocemos y una constante a, adicional correspondiente al
valor medio de la funcién analizada en el periodo [0,L]. Dependiendo de la forma de la
onda, seran necesarios mas o menos términos de la serie de Fourier para conseguir
una aproximacién con un error cuadratico medio menor que un valor dado. En
particular, si la funcion tiene un vértice como en el caso que hemos visto antes,
entonces son necesarios muchos mas términos de la serie para conseguir una
aproximacion dada.

En la dltima parte de la seccién anterior vimos el caso de desplazar ligeramente el
centro del muelle. Note el lector que el punto donde aplicamos la fuerza representa un
vértice en el campo de desplazamientos en el que la derivada dé/0x es discontinua por
- ser diferente la pendiente a un lado y otro de este punto; y la

derivada segunda 8°¢/0x* no esta bien definida en el mismo
punto; con lo cual la ecuacibn de ondas no seria
completamente aplicable. Sin embargo, la serie de Fourier
permite aproximar §(x) tanto como queramos (en términos de
ajuste de curvas por minimos cuadrados) por medio de una serie infinita senos y
cosenos; es decir, por aproximaciones sucesivas de funciones continuas y derivables
en cualquier orden. Cuantos mas términos de la serie tengamos la aproximacion sera
mas precisa y existe un valor “n” para el que la contribucién del resto de términos
(infinitos términos) podra considerarse despreciable. Esto es analogo al concepto de
ancho de banda en la transmision de sefales de comunicaciones. De esta forma la
serie de Fourier permite aproximar funciones arbitrarias en un intervalo acotado de la
variable independiente que presenten algun tipo de discontinuidad no esencial (que no
tome valores infinitos) en el valor de la funcion o de sus derivadas. Estas
aproximaciones se realizan por medio de funciones analiticas, continGas, derivables y
con derivadas continuas en cualquier orden. Este

planteamiento de las series de Fourier es muy

distinto al de la serie de Taylor. Sin embargo

debemos notar una discrepancia entre el analisis

«— L —

de Fourier de ¢(x) y la dinamica de ondas
estacionarias planteada en la seccibn 4. Las
componentes funcionales del teorema de Fourier
son senos/cosenos de periodo espacial L/n con
n=1,2,3....pero en la seccion 4 vimos que existen ondas estacionarias de periodo 2L; o

u -
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lo que es lo mismo, de semiperiodo L. Para que la serie de Fourier sea de utilidad en
este caso debemaos ampliar el campo é(x) segun la figura adjunta y calcular la serie de
Fourier de la funcion ampliada de periodo 2L. Reconocemos en la parte izquierda del
campo de desplazamientos ampliado la contribucion de la onda rebotada. Es facil ver
que los coeficientes a, y b, se anulan en este caso por ser el campo de
desplazamientos una funcion impar é(-x) = -¢(x); con lo que solo quedan las
componentes senoidales. Los coeficientes de la serie de Fourier se pueden calcular en
nuestro caso como

ax;0<x<l, I L
) =1AL-x) ;1 <x<L a, :2{i[ajxsin(2”—”x)dx+jﬂ(|_—x)sin(2“—”x)dx H
20|90 oL ! 2L
E(=x)=-&(x)

11 L e
a, :% a{xsin(nTﬂ x)dx+ﬂ|{(L - x)sin(nT” x)dx } E(X) = ;an sin(nTﬂ X)

Donde a y B se pueden calcular geométricamente como a=€nalli , B =Emadllz; pero
dependen fisicamente de las tensiones iniciales en los lados |, y |, del muelle; fuerzas
que son iguales segun la ley de Hooke. El problema espacial que hemos planteado
nos ofrece el valor &,.(x) de cada componente ondulatoria y puede completarse con la
parte temporal. Para ello recordemos que el proceso de rebote que efectla cada
componente ondulatoria es independiente del resto, ya que no hay intercambio de
energia entre componentes (ver teorema de Parseval en el apéndice). Cada
componente también debe verificar la ecuacion de ondas; por tanto el campo §(x,t)
sera de la forma

> . N n- . ._ . Nz nz . &\ (nz, Nz
§(x,t)_Ean5|n(Tx)cos(Tct) ; ansm(Tx)cos(Tct)_ ) {sm( 3 (x ct)j+sm( 3 (x+ct)ﬂ

La funcion ¢(x) corresponde a una perturbacion inicial que podemos provocar en el
campo de desplazamientos del muelle y que puede ser arbitraria. En concreto si
elegimos la perturbacién

T

£(x)=Asin(Kx); K= i

Podemos comprobar que corresponde al término n=1 de la serie de Fourier, de modo
que el coeficiente a; no se anula y el resto de coeficientes es nulo. De hecho esta
forma funcional es la que hemos utilizado en el analisis de la seccion anterior donde
hablamos de las ondas estacionarias. De este modo, si excitamos
inicialmente el muelle con el campo de desplazamientos senoidal
anterior, esta forma se desplaza en el muelle de modo que los
rebotes de la onda provocaran la aparicion de los nodos propios de la

onda estacionaria. El apéndice incluye una ampliacién sobre la serie
de Fourier. Se explicé en la seccion 4 la importancia de elegir el punto
medio del muelle para el estiramiento; de modo que no haya discontinuidades en la
tension del muelle. Sin embargo podemos modelar el caso de una discontinuidad
inicial de tension en el muelle tomando un campo de desplazamientos con la forma del
dibujo adjunto. En esta imagen se representa un desplazamiento equivalente de modo
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que podamos considerar idealmente los dos sub-muelles iguales. La discrepancia de
desplazamientos en el punto de estiramiento corresponde a las diferentes tensiones
iniciales. Por supuesto, el andlisis de Fourier puede extenderse al campo de
desplazamientos propuesto.

6-La ecuacion de onda en tres dimensiones.

La imagen representa una banda elastica o muelle en la direccion |I. La banda se
representa como un conjunto de fibras

I elasticas. La curva representa un campo de

z desplazamiento elastico comdn de todas las

fibras. También se representa un sistema de
coordenadas cartesiano en sus ejes X,Y,Z .

La ecuacion de ondas unidimensional que

X ~ hemos visto corresponde en este contexto a

Y =
/ QPE(LY) 1 A%E(Lt)

012 c?  ot?

Es decir, la variable espacial relevante corresponde a medidas hechas sobre la
direccion | y el campo de desplazamiento es el mismo para todas las fibras. Este
planteamiento no esta en conflicto con el planteamiento experimental al inicio de este
trabajo.

Es evidente que dado un punto (x,y,z) este identifica una sola fibra y un valor de
I(x,y,z) dentro de dicha fibra. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el
origen de la fibra central de la banda coincide con el origen de coordenadas. En este
caso, si k designa ahora un vector unitario adimensional en la direccion de las fibras,
se verifica

1(x,Y,2) = (ky Ky K, ) (x,y,2) =k o T

Es decir, dado un valor x,y,z dentro de la banda, el valor de | para la fibra
correspondiente estd dado por la expresién anterior. Dado que el campo de
desplazamientos es el mismo para todas las fibras, es decir, vale lo mismo para
cualesquiera dos fibras en dos puntos con el mismo valor I, podemos introducir el
campo ¢(I(x,y,z),t). Partiendo de este campo podemos expresar la ecuacion de ondas
en 3 dimensiones utilizando la regla de la cadena de derivadas:

o&(I(x,y,2),t) _ o&(l,t) al(x,y,2) _ o&(lht) K
Ox ol ox a

Dado que k4 es constante, una segunda derivacion resulta en

O*E((x,y,z),t) 0 [ag(u)k }al(x,y,z) _ %&(1L1) 2

ox? "ol al ox a2

Repitiendo esto para las coordenadas y,z y sumando tenemos

2 2 2 2 2
P 0,0 _PeDfe g ] 2600
ox® oy° oz ol al
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Ya que k es un vector unitario. En total la ecuacion de ondas en tres dimensiones
resulta ser

v2§=cia—§- (% y,2.1)

o’5_10%
072 c? ot?

2 2

El proceso ondulatorio que hemos supuesto en el volumen de la banda elastica para
deducir esta ecuacion se denomina onda plana, ya que en un instante determinado
todos los puntos de la banda en un plano ,perpendicular a la banda en este caso,
tienen el mismo valor de €. Las ondas planas se pueden apreciar experimentalmente
en otras experiencias como la cubeta de ondas. Sin embargo la ecuacion final la
suponemos valida para un campo é(x,y,z,t) arbitrario, no solo para una onda plana.

Note el lector que la ecuacion diferencial obtenida es valida en cualquier sistema de
coordenadas. Podemos generalizar la solucién del caso unidimensional al caso
tridimensional, pero solo para ondas planas

E(xy,z2,t) = F(R-F—ct)+G(EoF+ct) : k vector unitario

7-Ondas esféricas.

La imagen corresponde a la caida de una gota de agua en la superficie de un
estanque con agua en reposo. Las modificaciones de presion producidas se
transmiten en forma de onda circular desde el centro. En la superficie del agua
aparecen crestas y valles que siguen un patron similar al de la gréafica de la derecha
tomado sobre una linea radial (X) que representa el nivel inicial del agua; de modo que
a medida que la distancia al centro aumenta las crestas y valles van siendo menos
pronunciados respecto del nivel inicial del agua. Con el tiempo la energia se va
distribuyendo en é&reas mas y mas grandes, de modo que el desplazamiento
provocado por la onda, la cual se propaga de forma homogénea en todas las
direcciones sobre la superficie del agua desde el centro de impacto, va siendo cada
vez mas pequefio hasta hacerse despreciable. En este caso no aparecen condiciones
de contorno ni ondas estacionarias. No existe un limite fisico en el que el agua esté
obligada a permanecer en reposo frente a la onda impactante. Esto es facil de ver si
generamos la onda en un recipiente casero : el agua en los bordes también oscila y no
hay una forma sencilla de hacer que permanezca en reposo.

Segun lo anterior, el patron ondulatorio seria una funcion de la forma é(r,t), donde &
representa la altura del agua sobre el nivel inicial y r la distancia al centro de impacto.
Todas las direcciones respecto del centro se comportan de forma simétrica. El caso
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descrito es un fenbmeno ondulatorio en dos dimensiones que nos va a permitir hacer
un test de la ecuacion de onda en tres dimensiones de la seccion anterior.

Dada la dependencia funcional, podemos expresar el operador Laplaciano de la
ecuacion de onda en coordenadas esféricas con centro el punto de impacto y aplicar la
ecuacion de ondas de esta forma

1(of.0]) 1%
r2lor| or c? ot?

Si multiplicamos toda la expresion por r, segun las propiedades de las derivadas
parciales tenemos

y

2 2
(Ziﬁ_] _L1o%

Con lo que obtenemos la ecuacion de ondas unidimensional para el campo ré y por
tanto la solucion general de la ecuacion es

ré(r,t) = F(r—ct) + G(r+ct) < &(r,t) =%[F(r—ct)+G(r+ct)]

Con lo que vemos rapidamente que para una onda que se aleja del centro de impacto
(G(r+ct)=0), podemos tomar una funcién senoidal para F(r-ct) y reproducir
aproximadamente el patron de la onda, caracterizado por una amplitud decreciente a
medida que aumenta la distancia r al centro de impacto. Evidentemente la solucion
diverge para r=0 y seria necesario considerar las condiciones de contorno adecuadas.

El caso de un impacto de dos objetos en el interior del agua corresponde a ondas
esféricas tridimensionales que se propagan desde un centro. Segun el principio de
Huygens, todo punto de un sistema afectado por un proceso ondulatorio es emisor de
ondas secundarias esféricas.

8-Relacion entre la ecuacion de Laplace y la ecuacion de
ondas.

La ecuacion diferencial de Laplace para una magnitud ¢(x,y) en dos dimensiones luce
de esta forma

2 2
i
ox° oy

muchos fendmenos fisicos con simetria plana siguen esta ecuacion; asi por ejemplo :
corrientes de potencial en un fluido o el potencial electrostatico de una carga cerca de
una placa conductora. Esta ecuacion de Laplace en dos dimensiones es formalmente
(mateméticamente) muy similar a la ecuacion de ondas. Matematicamente podemos
hacer que el parametro c , correspondiente a la velocidad de la onda, sea la unidad
imaginaria i. Después de todo, se trata de un numero que admite las mismas
operaciones que cualquier nimero real y con la propiedad i°=-1; esto transforma la
ecuacion de ondas en
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2

(o))
I

2

L, 0%&
-
)4 X

2 2

&)}

expresion que formalmente es igual a la ecuacion de Laplace, aunque la coordenada
temporal debe ahora interpretarse fisicamente como una coordenada espacial.
Siguiendo el formalismo matematico, la solucién general de la ecuacion de Laplace en
dos dimensiones es la misma que la de la ecuacion de ondas, pero considerando la
velocidad imaginaria:

S(xy) = F(x+iy) +G(x—ly)

es decir, cualquier funcién cuya variable sea un niumero complejo resulta ser una
solucion de la ecuaciéon de Laplace en dos dimensiones. Por supuesto las soluciones
con sentido fisico deben ser reales, lo cual puede conseguirse aplicando las
propiedades del conjugado de un nimero complejo de esta forma

£ (X, Y) = 2Re[F (x+iy)] = F(x+iy) + F(x+iy) = F(x+iy) + F (x+iy) = F(x+iy) + F (x—iy)
i&,(X,y) = 2Im[F (X +iy)] = F(x+iy) — F(x+iy) = F(x+iy) — F (X +iy) = F (X +iy) — F(x —iy)

siguiendo el formalismo, las relaciones anteriores son similares al caso de las ondas
incidente y rebotada que generaban ondas estacionarias y por tanto podemos buscar
soluciones de la forma ¢(x,y)= &«(X)¢,(y) para la ecuacion de Laplace en dos
dimensiones. Anélogamente, la ecuacion de Laplace en tres dimensiones equivale
formalmente a una ecuacion de ondas (z — tiempo)

¢ ¢ L0

x: ey?  or?

las soluciones en forma analoga a una onda plana moviéndose en la direcciéon del
vector unitario u seran por tanto de la forma

§(x,y,z):F(Go?+iz)+G(ﬂoF—iz);F:(x,y), ﬁz(ux,uy)

Por otro lado esta analogia induce a pensar también en la busqueda de soluciones en
forma de productos §(x,y,z)= &«(x) &y(v) éA(z) de la ecuacion de Laplace en 3
dimensiones; algo que utilizaremos a continuacién. Es posible que ¢ represente
también una onda fisicamente real si incluimos el tiempo como variable : §(x,y,zt);
aungue el laplaciano no opere sobre la variable tiempo. En este caso la solucion
anterior toma la siguiente forma

éf(X,y,Z,t):F(GOFiCt+iZ)+G(GOFiCt—iZ);FZ(X,y), G:(ux,uy)

donde c es la velocidad de la onda. Una solucion real incluida en este grupo se ha
utilizado en la seccién sobre ondas superficiales en el agua del trabajo sobre mecéanica
de fluidos con F(a) =G(-a) = e".

Evidentemente existen soluciones de la ecuacion de Laplace distintas de este grupo,
como es el caso del potencial gravitatorio en regiones del espacio vacias. Hemos visto
para el caso de una onda esférica una solucién de la forma é&(r,t) = f(r-ct)/r. Podemos
llevar al limite esta expresion eligiendo f(r-ct) = constante; lo cual en realidad anula el
comportamiento ondulatorio. Tomando como constante la unidad y sin pérdida de
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generalidad la ecuacion de ondas toma la forma de la ecuacién de Laplace en 3
dimensiones de esta forma
v21=v-[v1}=o
r r
donde hemos utilizado las propiedades del operador gradiente, tal como se introdujo

en el trabajo sobre mecanica de fluidos. Utilizando el gradiente en coordenadas
cartesianas podemos comprobar el resultado anterior

vi_| 0] o] o |1__1forp orp or |
ro\exl,, oy, ezl )r  rPlex|,, ey, e, S
8xy,Z r (ByxyZ r azy,x r

r3

J[Hy)}{“"yﬂfﬂo
vy ) LT r r r‘or

lo cual justifica en principio la ecuacion de Laplace para valores de r no nulos. Para
r=0 el resultado debe considerarse indeterminado. Sin embargo el Laplaciano de 1/r
nos reserva una sorpresa. Si le aplicamos el teorema integral de la divergencia sobre
una esfera centrada en el origen (0,0,0) y de radio no nulo arbitrario tenemos

jvz%dv:jv-(v%)dv=§(vﬂod§:—§ri3od§:—47z

donde la integral de superficie corresponde a la definicion de angulo sélido lo que
justifica el valor no nulo de la integral. Tenemos por tanto un objeto matematico que
resulta ser nulo para todos los puntos del espacio salvo para uno y cualquier integral
de volumen que contenga dicho punto debemos asignarle una valor no nulo. Se
distingue esta nueva especie matematica del concepto de funcién denominandola
funcién generalizada o distribucién, en concreto es un distribucién del tipo delta de
Dirac &(r). Introduciendo una constante g/, podemos escribir el resultado como

1 1 r
sz_i 1 Y =—
=V r3(xyz)

0

sz Oy

0

V.Vlz_(a 2
‘.z 0z

r OX

ve - A5y [a(rdv=1
Area £

todoel espacio

la distribucion 8(r) se define como nula para r distinto de cero y la integral de volumen
de &(r) es igual a 1 si el volumen incluye el punto r=0. Las unidades de d(r) son las de
la inversa de un volumen y el lector puede ver claramente la similitud de la ecuacion
anterior y la ecuacion de Poisson para el potencial de un campo electrostatico (o
gravitatorio), donde la densidad corresponde a una carga o masa puntual localizada en
r=0. Evidentemente la carga puntual no tiene por qué estar en r=0 y se puede localizar
en un punto arbitrario r’, en este caso la ecuacion anterior queda asi

Vz _L_': —47Zq5(F—F')

r—r‘
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donde el operador gradiente se aplica sobre las coordenadas r del punto de
observacion del campo, no sobre el punto de localizacién de la carga r’. A partir de
este resultado y del teorema de Green se puede establecer una solucion general para
la ecuacion de Poisson. El teorema de Green es una consecuencia del teorema
integral de la divergencia (ver seccion matematica del trabajo de introduccion a la
mecanica de fluidos). Si tomamos funciones derivables ¢, g arbitrarias y definiendo la
funcién vectorial A partiendo de ellas tenemos

A=gVg-gVg=VeA=gV’g+VpeVg—VgeVs—gVip=gvig—gv’s
J'Voﬂdv =J'[¢Vzg - gV2¢]dv=§Z\o ds =§[¢Vg —gVgledS (teoremadeGreen)

Elegimos las funciones ¢, g de la siguiente forma
veg—_ L0

&
Vig=5(r-r)

(ec. de Poisson)

y aplicado al teorema de Green tenemos

[ {MF—F‘) +9 @}dv f[#pva-gvgleds
&

de los resultados precedentes vemos que podemos elegir g = :1 __ y por tanto
47[‘!‘ -r'
j¢5(F—F')dv :ji&dv—i§ ¢vé—év¢ edS
47T€‘r—r' Az ‘r—r' ‘r—r'

si consideramos r’ un punto fijo del campo y r un punto que varia en todo el espacio
sobre el que se realiza la integracion, el resultado es un valor integrado para la funcion
potencial de la ecuacién de Poisson

et PO - Ll — 1 vsleds
¢(r)_4”€j_ 2 dv §¢VF_F F_FV¢ ds

La integral de superficie corresponde a condiciones de contorno sobre el valor de la
funcion potencial y su gradiente en los puntos de una superficie cerrada.

El desarrollo seguido aqui para resolver la ecuacion de Poisson se puede generalizar
en el método de la funcién de Green. Dado un operador diferencial lineal D como
puede ser el operador de Laplace, la ecuacion de ondas, la ecuacion de difusion, la
ecuacion de propagacion del calor, la ecuacion de Schrodinger, etc. Se trata de
encontrar la funcién de Green g que sea solucién de una ecuacion diferencial de la

forma D(g)=5(F—F'). A partir de aqui se puede encontrar una solucion para la
ecuacion diferencial D(f) = u(r), siendo u una funcién arbitraria.
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El método de la separacion de variables también es aplicable para encontrar
soluciones al Laplaciano. En el apéndice se describe el caso de coordenadas esféricas
con simetria axial.

Otro conjunto de soluciones de la ecuacion de Laplace se encuentra en los términos
de la expansion multipolar del potencial Coulombiano/Newtoniano V(r). Cada término
de la expansiébn multipolar es una solucién de la ecuacion de Laplace en zonas
alejadas de las masas/cargas. Utilizando el &lgebra del operador gradiente
desarrollado en el trabajo sobre mecanica de fluidos y para los dos primeros términos
de la expansion tenemos

— 1 —
47V (1) :9+ PeV=+..; Q,P conszantes, =
r r

v E-v% =Px vw% +(B.v)v%=(ﬁov)v% = 1 _ _
VE[va)l]EP.v)v] =v{Fevd)-wels{rert vl (Pevi)]-o

9-El principio de Huygens y la difraccién.

En 1678 Christiaan Huygens propuso el siguiente principio heuristico para explicar el
mecanismo de propagacion de una onda:

Todo punto afectado por una onda puede considerarse como una fuente de ondas
esféricas secundarias que se extienden en todas las direcciones con la misma
velocidad, frecuencia y longitud de onda que el frente de onda del que proceden.

Probablemente el lector recuerda modelos que utilizan este principio heuristico para
visualizar los procesos de reflexion y refraccion de una onda. Sin embargo el
enunciado del principio presenta problemas de interpretacion fisica. Normalmente una
onda tiene asociado un sentido de propagacion :va de un punto A a un punto B. Pero
segun el principio, las ondas esféricas secundarias se propagan de la misma forma en
todas las direcciones, no hay una direccién privilegiada. Tomemos el caso de la onda
circular generada por una piedra que cae en la superficie de un lago en reposo. Un
punto distante del centro de impacto llega a ser afectado por la onda y segun el
principio se convierte en emisor secundario de ondas esféricas. La suma de todas las
contribuciones secundarios genera en principio tanto una perturbaciéon que avanza
como una que retrocede respecto del movimiento inicial de la onda.

Sin embargo el principio heuristico sirve de base para un planteamiento matematico
mas preciso. Segun el principio podemos establecer que la forma funcional de una
onda sera de este tipo

sin(kKR—wt) - -
R l

H(rH) = Alri) R=fr-r

donde hemos tomado una onda sinusoidal para la funcion f(r-ct) de la onda esférica. El
punto r’ corresponde al punto considerado como emisor secundario y r es el punto de
observacion de la onda. Los factores A; ajustan la amplitud de la onda secundaria y
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consideramos que, para una situacion estacionaria, solo dependen del vector de
ondas k, del punto emisor secundario r’ considerado y del punto de observacion del
campo r. Para el caso de una onda monocromatica caracterizada por una Unica
longitud de onda k, el principio indica que las ondas secundarias tienen esa misma
longitud de onda k. Podemos utilizar la relacién de Euler e*=cos(x)+i*sin(x) y expresar

la relacién anterior asi
|(kR wt)

$(r.t) = ZA(k r.n<

{EHHKEB%;}“W=¢GMﬁ% #(r,1) = Re(#" (1. 1)

donde la amplitud de onda corresponde a la parte real de la expresion compleja ¢°.
Vemos que la expresion admite una factorizacion en parte espacial y parte temporal.
Si aplicamos la ecuacion de ondas a la forma que hemos obtenido tenemos

¢(f)6 ¢.(t) _

4. ()V?4,(r)= e

¢c( )_¢c(r) =

V4, (r)+k’g,(r) =0

la ecuacion diferencial anterior, conocida como ecuacion de Helmholtz, representa al
conjunto de todas las soluciones compatibles con el principio de Huygens para el caso
de ondas monocrométicas. Podemos encontrar las integrales de la ecuacion de
Helmholtz mediante la técnica de la funcién de Green sefialada anteriormente. Para
ello necesitamos encontrar la funcibn de Green correspondiente a la ecuacion de
Helmholtz

v2g(r) +k*g(r)=5(r-r")

el siguiente candidato resulta ser valido para la funcion de Green correspondiente a la
ecuacion de Helmholtz, y puede demostrarse que es el Unico candidato

ikR

g(r) :E?,

ikR D .
V(%J_ 'gi ikR ;3 olkR _ |kR( IkR)

v{v(ﬁ_zv{e‘m( —ikR)V R} vl |kR)]oV%+e”<R(l—ikR)V2—

V[e"® (1- ikR)] = ike™® (1 - kR)VR — e*RikVR = e**k’RVR =

elkR

ikR . D _ _
v-[v( }:—e'kszRVRo%—47zz§(R)e'kR(1—ikR) —k?=— = — 4w (R) =

1 iR L —1 e L e o
\Y% (47[ R J-{—k (E?J—é(R)—S(r r)

donde el factor a la derecha de 6(R) se elimina ya que cuando R tiende a cero este
valor tiende a 1(ver apéndice delta de Dirac). Si aplicamos ahora el teorema de Green
variando r en todo el volumen de integracion y manteniendo r’en un punto fijo
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_ _ ikR _ _
Jlhvia-ovis v =fleve-gvaleds : g= S ViRM+K()-0

, 1 e - 1 el® . 1 pIRY ik s
j{qﬁ{k E?mu—r)}ﬂ?(—k ¢C(r))}dv—Ef{%v[?J—?V@} dS =
ikR

- - -y 1 e e'® <. S -
I¢C6(r—r)dv=¢c(r)=E§{¢CV(FJ—?V¢C}MS, R=r—r

resultando que el valor del campo en un punto ¢.(r) depende de una integral sobre una
superficie que encierra a dicho punto r’.

Difraccién

Podemos aplicar el resultado anterior al caso en que una onda pasa por una pequeia
abertura practicada en una placa. En el caso de ondas luminosas, la 6ptica geométrica
nos dice que al pasar la luz por la abertura se produce una zona de sombra en la que
no hay luz. Pero la experiencia indica que dicha sombra geométrica se produce si el
tamafio de la abertura es mayor que la longitud de onda, pero para dimensiones
comparables es posible detectar luz en las zonas de sombra geométrica.

S3 El dibujo representa un foco
= - =~ emisor de ondas monocromaticas
N2 esféricas, y una placa material
’ N fija de grandes dimensiones con
S2 a |/ R ‘' una pequefia abertura. El circulo
\ punteado corresponde a una
| superficie esférica de radio muy
I grande que utilizaremos para
\ ’ calcular la integral del resultado
‘.  Observador () ,’ matematico anterior sobre un

N e punto de observacion.
Foco === Descomponemos la superficie de
integracion en 4 partes:

mC=x

-
~

Parte S3: es la parte de la superficie esférica que no toca a la placa ni a la abertura.
Partes S2 : son las partes de la superficie esférica que tocan con la placa.
Parte S1: corresponde a la parte de la superficie esférica en que esta la abertura.

Si ¢(r) es la funcion de onda, a la izquierda de la placa suponemos que dicha placa no
refleja las ondas emitidas desde el foco y suponemos que la funcién de onda
Aeikd

corresponde a una onda esférica ¢, =
d

La integral que debemos calcular se puede descomponer en tres partes segun las
superficies que hemos descrito

4= Y ;—WPN(%]—%W}%T

i=1,2,3 470
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Donde dS es un vector apuntando al exterior de la superficie esférica de integracion.
Consideramos las siguientes aproximaciones

1-La integral sobre S3 constituye esencialmente una onda secundaria de retroceso,
por lo que el valor de esta contribucion debe anularse, ya que no existe ningun objeto
reflectante.

2-Las integrales sobre S2 corresponden a una zona de sombra geométrica y, aunque
en rigor no sea cierto debido al fendmeno de la difracciéon, vamos a suponer que ¢(r)
toma un valor despreciable en esta zona de modo que las integrales son
despreciables.

3-En S1 el valor de la funcién de onda ¢.(r)) es el mismo que si no existiese placa.

El resultado es

_ —A eikd eikFl eikR eikd — _A eikd R ] 1 eikR ikd i 1 —
rM=——(]=—v| Z— |-Z—v| =— | |edS, === [| =" (1-ikRV = - ——e™ (1-ikd)V = | e dS, =
%) 4ﬁj{d [R R (d and| d UoikR)Y 2 == L-ikd) d|

_A |:eik(R+d)

. 1 . 1 —
R1-ikR)V=—-d(l-ikd)V=||edS
ar Rd((I)R(I)dﬂl
4- Una aproximacion mas :suponemos la longitud de onda mucho menor que las
distancias Ry d : kR>>1, kd >> 1y por tanto

_ ) A eik(R+d) ) 1 ) 1 _ ) A eik(R+d) ﬁ a _
r=ik—[| ——| R?V=—d?vV=||edS, =— ik — ——=||edS, =
%) 47z-|.{ Rd [ R dj ' 4;;I Rd (R d !

A . ek(RD)
| JRN—

Ar

[cos(a, dS1)—cos(R, dgl)]ds1

Se pueden afadir aproximaciones adicionales a este resultado para explicar los casos
de difraccion de Fresnel (observador cercano a la placa-ver apéndice) y de
Fraunhoffer (observador alejado de la placa). En el caso Fraunhoffer suponemos el
foco en el infinito y por tanto lo que llega a la placa es una onda plana de amplitud
constante. Para simplificar el modelo suponemos que los rayos llegan paralelos a un
plano perpendicular a la placa que pasa por el centro geométrico de la rendija y al que
llamaremos “suelo”; en el dibujo anterior puede ser el mismo plano del papel. Debido
al angulo (d,dS;) entre la onda plana incidente y el plano de la rendija existird un
desfase geométrico &4 en el valor de la onda plana de fase exp(ikd) en los puntos de la
rendija. Un observador (r') muy alejado de la placa solo percibira una componente de
la onda refractada en la rendija, correspondiente a la onda plana cuyo plano de fase es
perpendicular a R. Debido al angulo (R,dS,) entre dicha onda plana difractada y el
plano de la rendija existira un desfase geométrico g en el valor de la onda plana de
fase exp(ikR) en los puntos de la rendija; la lente no introduce ningun desfase
adicional. Con estas dos aproximaciones la formula anterior queda asi

ik(Ry+dg)

¢C(F'):-ik4ie [cos(@,) +cos(@:)][ "> ds, 6, =ds-dS: 6, =RdS:
T

0~0
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Los valores R,, dy son constantes asociadas al frente de ondas planas incidente y
refractada. Para el caso sencillo de una rendija rectangular el célculo de los desfases &
se puede realizar utilizando la imagen de una puerta abierta. El hueco de la puerta es
la rendija, donde tenemos que determinar los valores de la fase, y el plano de la puerta

corresponde al frente de onda de la onda plana. Con ayuda del dibujo

= iy :_e..'R adjunto podemos calcular facilmente el desfase
5, +65 =k x[sen(6;) —sen(6,)] =
_ A eik(Ro+do) D
. (r') =—ik o [cos(8,) + cos(HR)]hj'e"‘x[s"”(g‘*"se”wd)] dx
7T Roly 0
\e— Donde Rg,do son valores constantes correspondientes a x=0 (el quicio
G de la puerta) y hemos tomado como referencia de angulos la direccion

x de la rendija lo cual afecta a su signo (6;>0, 64<0 en el dibujo). El resultado puede
generalizarse (apéndice) y muestra la relacion entre la difraccion y la transformada de
Fourier (ver apéndice). Finalmente también hemos encontrado una pista sobre la
anulacion de las ondas secundarias en retroceso y esta en el factor cos(6;)+cos(6r).
Para la onda secundaria en retroceso directo el factor sera cos(6y)+cos(64+m)=0; lo
gque muestra la anulacion de las ondas secundarias en retroceso.

El planteamiento que hemos seguido sobre la difraccidn se refiere a una pequefa
abertura en una placa, pero la difraccion también se da en el caso en que la luz incide
en el borde de la placa, apareciendo luz en las zonas correspondientes a la sombra
geométrica. En la practica se dan fenémenos de difraccion cuando ondas de radio de
la longitud de onda adecuada interrumpen su normal propagacion por accidentes
geograficos como montafias( ver apéndice Zonas de Fresnel y Telecomunicaciones).

El desarrollo realizado se basa en que el foco genera una onda monocromatica. En
rigor esto no es posible ya que una onda monocromatica es infinita y eterna. Una onda
monocromatica es por ejemplo sen(kr-wt) de modo que en cualquier instante de
tiempo podemos caracterizar la onda por medio de su longitud de onda k. En la
realidad esto no es asi y los focos emiten los llamados pulsos o trenes de onda, es
decir, ondas con un inicio y un fin en el tiempo y en el espacio. La imagen representa
/\/\ ejemplos de estos trenes de onda. La calidad

monocromética de los focos emisores se mide
b por el parametro denominado longitud de

W coherencia que representa aproximadamente la

longitud del tren en el que la onda es

e aproximadamente sinusoidal (monocromatica).
/\/VWVVW\MM[\/ Para desfases ® que excedan de la longitud de
—iri— coherencia los resultados de la aproximacion de
Franunhoffer no seran validos y en general mas all4 de este limite de la longitud de
coherencia no se observa el fendmeno de la difraccion. Los laser son las fuentes de

luz con mas alta longitud de coherencia. El andlisis de Fourier permite expresar los
pulsos o trenes de onda como suma de ondas componentes monocromaticas puras.
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10-Ondas estacionarias en tres dimensiones.

Hemos visto el caso de ondas estacionarias en una dimension (longitudinales) para el
caso de una banda elastica o muelle obligado a oscilar en una zona acotada por dos
paredes. Las ondas eldsticas en tres dimensiones son mas complejas, ya que a parte
de las ondas longitudinales también son posibles ondas transversales y estos dos
tipos de ondas se propagan en general a distinta velocidad. Sin embargo es posible
suponer una situacién en que la velocidad de los modos longitudinales y transversales
es la misma. En este caso el campo de desplazamientos elasticos serd un vector,
suma vectorial de los desplazamientos elasticos de cada onda posible. Para el caso de
la componente y

L 19% i 10%,
=5 éyzzéy jvzgy:(?z atzy’

V2El = ;
f)/ CZ atZ

£,(%y.2.0)

Vemos por tanto que el campo de desplazamientos verifica la ecuacion de onda para
cada una de sus componentes vectoriales x,y,z.

Como hemos visto, las soluciones estacionarias implican la existencia de puntos en los
gue el proceso ondulatorio se anula permanentemente. En el caso unidimensional esto
nos llevo a una funcion de onda que factorizaba sus variables de esta forma: P(x)T(t).
En el caso de tres dimensiones la analogia nos lleva a ¢,(x,y,z,t)=P(x,y,z)T(t). De esta
forma, los puntos en los que sea P(x,y,z2)=0 el campo de desplazamientos, en la
direccion (y) en este caso, sera siempre nulo y corresponden a un nodo de ¢,.
Podemos aplicar a esta solucion la ecuacién de ondas

T (t) 1 1 87T (t)
c T (t)V2P(x,y,2)=P(x, Y,z = V2P(X,Y,2)=
OV P(x,y,2)=P(xy,2) Py P(xy.2) (x,y,2) (M) o
La ecuacion diferencial que se obtiene dividiendo por P(x,y,z)T(t) (no idénticamente
nula) separa las variables a los dos lados del signo igual. A la izquierda es un valor en
(x,y,2), a la derecha un valor en (t). Dado que estas variables son independientes, la
Unica posibilidad es que el valor de ambos lados de la ecuacién sea una constante k:
2
V2P(x,Y,2)=kP(x,Y,2); 6;(t) =c?kT(t)

> =

para que la ecuacién de T(t) sea arménica y no tome valores tendentes a cero o a
infinito, impropios de una situacién estacionaria, es necesario que k sea un valor
negativo y por tanto resulta mejor escribir el resultado de esta forma

2
VZP(x,Y,2)=-k*P(x,Y,2); a;z(t) = k22T (t)

A partir de aqui, la busca de las ondas estacionarias, llamadas también modos
normales de oscilacion, depende de forma determinante de las condiciones concretas
del caso; sin embargo veremos que se puede asumir una factorizacion de la funcion
P(x,y,z) en una situacion sencilla.
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Tomemos el caso de un material elastico en las condiciones ya sefialadas que tenga
forma de paralelepipedo regular limitado por paredes

z rigidas de modo que en todas las caras el campo de
desplazamiento se anule. Por tanto el plano x=0 es

un plano nodal y se cumple siempre P(0,y,z)=0 para
cualquier  combinacién  (y,z).  Evidentemente
podemos reproducir este comportamiento haciendo
Y  P(xY,2)=P*(x)P**(y,z) y P*(0)=0. Introduciendo esta

factorizacion y utilizando las propiedades del
operador gradiente que pueden verse en el trabajo
sobre mecénica de fluidos

V2P* ()P (y, 2)= -k P*(X)P" (y,2) =V o [V(P* ()P (y.2) |

v(P* ()P (y,2))= P (v, 2)V(P*(x))+ P* )V (P " (.2))
Ve [V(P ()P (y,2))|= V(P (y.2))e V(P*(x))+ P (y, 2)V2(P* (x) )+
v(P*(0)e V(P (y,2))+ P*()V2 (P (y.2))

Note el lector que los productos escalares de gradientes se anulan, ya que un término
anula la componente (X) y el otro anula las componentes (y,z). Por tanto tenemos
PY(y,2)V2(P* (x))+ P* (V2 (" (y,2) )= —k2P* ()P (y,2) =

1 1 d? [, 1
P (y.2) P*(x)d7(P o) P (y.2)

1
P*(x)

v (0)+ V(P (y.2)= K= VA (P*(y.2)=—K*

Por las mismas razones que en el caso de la factorizacion de la variable tiempo los
sumando deben corresponder a valores constantes y el término correspondiente a la

derivada segunda en x debe ser una constante negativa. Evidentemente podemos
repetir la factorizacion con P¥*(y,z) y obtendremos en total las siguientes ecuaciones

d Iz(t) = KT (1)
TP e
L,
PO e

k? =kZ+kZ+k?

Por tanto la solucion general para P(x,y,z)T(t) es

P(x,y,2) = (A,sin(k,x) + B, cos(kxx))(Ay sin(k,y) + B, cos(kyy)XAZ sin(k,z) + B, cos(k,z))

T (t) = (A sin(ket) + B, cos(kct)) K2 =K2 + K2+
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En nuestro caso, dado que los planos x=0, y=0, z=0 son planos nodales debe ser
B.=B,=B,=0 . Ademas los planos opuestos x=d,, y=d,, z=d, también deben ser nodales
por lo que las funciones seno debe anularse en estos planos nodales

2 2 )
n
kdy,=n;kd, =nz;k,d,=n,z; k? = oz + e 4 n,z
d d d

X y z

La solucién genérica, con estas condiciones de contorno, sera

0

5y =33 iAnAyAmsin(r:;—”x)sin(rg—” y)sin(
X y

nx=1lny=1nz=1

”5” 2)(A sin(kct) + B, cos(kct))

zZ

k=k(n,,ny,n,)

El resto de constantes se puede determinar con las condiciones de contorno
correspondientes a la derivada parcial 9¢,/0t en t=0 y con el contenido de energia
correspondiente a los distintos modos de oscilacion. Si la solucidbn que encontramos
verifica las condiciones de contorno y la ecuacion de ondas, existe un teorema que
asegura gue solo puede haber una solucion con esas condiciones.

Se puede seguir el método aqui presentado en general con sistemas de coordenadas
ortogonales, por ejemplo para casos en los que los nodos se distribuyan en superficies
esféricas o cilindricas. Si la simetria es la adecuada, se pueden utilizar la separacion
de variables expresando los operadores diferenciales en estos sistemas de
coordenadas.

Si el material elastico tiene forma cilindrica, la superficie nodal es la de un cilindro y lo
natural es ajustar a este objeto un sistema de coordenadas
cilindrico. Dado que este sistema de coordenadas es
ortogonal, es decir, las bases locales del sistema de
coordenadas son ortogonales en cualquier punto, podemos
aplicar una razonamiento similar al caso de las componentes

cartesianas

z

......................... aZ.I_(t)
2 2 .
VeP(r,0,z)=-k"P(r,0,2); >

1
P?(0)

1

|

P'(r)

VPl VP @)+ v P @)=k

El Laplaciano hay que expresarlo en coordenadas cilindricas y la separacion de
variables exige introducir constantes de integracion, pero ahora esta separacion de
variables no es un proceso directo, si no que hay que ir con cuidado y empezar por la
coordenada z , que es la mas sencilla

=—k%c*T(t) ; P(r,0,z)=P"(r)P’(9)P*(z) =
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2pz 2po
9P _ weprg) =L vt LIPO_ oye
dz P"(r) P°(@O)r- do

(kz_kz)r2+ r? lirdPr(r) L1 chP"(e):0
oPY(yrdr( dr P’(6) do?

PO _ 2p0(9) k2 k2 )2 k2T () + r%(r—dpr(r)jzo

do? dr

como en el caso anterior hemos utilizado valores negativos —k,> , —k¢” para evitar
soluciones hiperbdlicas; pero en el caso de la coordenada 6 hay que hacer una
aclaracion importante. En el sistema de coordenadas cilindrico los puntos definidos por
los valores (r, 6, z) y (r, 6+2m, z) representan el mismo punto fisico y por tanto debe
ser P(r, 6, z)=P(r, 6+2m, z); lo que supone P%©6)= P®6+2m). Las soluciones de la
ecuacion correspondiente son

2p6
d ;02(9) — _K2P%(0) = P’ (6) = B, cos(k,6 + A,)

donde los términos con subindice cero son constantes. Para satisfacer la condiciéon
fisica anterior debe ser 2mky = n2m, es decir, kg debe ser un nuimero entero kg
=0,£1,1£2,.... Entotal , la separacion de variables en cilindricas produce este resultado

dZPZ(Z)
dz?

2p6
=—k?P*(2) ; d :9(9): kiP?(6) ; k, =0,4#142,....

> —

[k2-k2)rz —k2]p" (r) + r%[r—dp(;r(r)J 0

La ultima féormula es similar a la ecuacién diferencial de Bessel. La ecuacién de

2 .z
Bessel es x2%+x%+(x2 —az)y:O .Note el lector que en la ecuacion de Bessel la
X X

variable independiente x es adimensional, de modo

fix —— gue para identificar nuestro resultado con la ecuacion

Lty =mee de Bessel debemos hacer un cambio de variable de la
forma r = x/k, donde k, tiene unidades de metro™, de

l\ modo que llegamos a

1 AN R/ {kz_kf Xz_kz}wg(xd_yjzo.y(x)zy(k P
0 ﬁl‘ ..'I r.".\ -.__\/{_‘.;_- }_-"'\.'\)/‘:\}r:. krz 0 dX dX : .

y para obtener la ecuacion de Bessel debemos

N i “ estipular K3+ k%=k* y k%= a* , lo que determina a a
como un numero entero. Las funciones P'(x/k;) deberian proporcionarnos varias
soluciones de la ecuacion P'(x/k;)=0 correspondientes a posibles superficies cilindricas
nodales, y la grafica representa tres funciones solucion asociadas a valores enteros

del pardmetro a=0,1,2. Las funciones de Bessel no son de periodo exacto.
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11-Guia de Ondas.

Tomemos el caso anterior de ondas estacionarias en tres dimensiones en
paralelepipedo y modifiguemos la situacion eliminando los planos limite y=0 y y=d,. De
este modo tenemos una banda elastica de seccion d,d, y longitud teéricamente infinita.
En este caso no pueden producirse las componentes estacionarias en la direccion (y)
ya que no se produce el rebote de la onda correspondiente. Tomaremos una
componente de la solucién anterior de esta forma

ye = ALALA, sin( i x)sin(ndz—ﬂ z)sin(k, y)(B, cos(ket)) =

X z

n)(
d
AnAnA, B, sin(ndx—” x)sin(r:jz—” z)%[sin(kyy— ket) +sin(k, y + ket)]

para la que suponemos A=0 sin pérdida de generalidad. Esta expresion induce a
buscar soluciones de onda progresiva de la forma

&, (X y,2,t) =w (X, z)sin(k,y — at)

Note el lector que no se trata de una onda plana, ya que la amplitud w(x,z) en la
direccién perpendicular a la propagacion de la onda no tiene por que ser constante. Si
introducimos esta forma funcional en la ecuaciéon de onda tenemos

2
Vi (x,z) = —kczz//(x,z) ; kf :[%—kSJ

Esta ecuacion ya ha sido resuelta antes en funcién de las condiciones de contorno, de
este modo el valor k. esta determinado por condiciones de contorno, w es la
frecuencia de oscilacion de la onda y c la velocidad de la onda. Todos estos
parametros los podemos obtener experimentalmente, de modo que los resultados
anteriores determinan el valor kq y las distintas componentes ondulatorias en la guia
de ondas tienen esta forma

7 x)sin( ”dZ” 2)sin(k, y — ot)

X z

Ny

é:y(xl Y, Z1t) = AnxAnszBt Sin( d

Es decir, una onda guiada que se propaga en la direccién (y). Podemos imaginar el
sistema formado por un oscilador que mueve

—e ) elasticamente el extremo de la guia de ondas a
un frecuencia w. Las condiciones de contorno de ¢y dé/ot sobre el extremo de la guia
donde se acopla el oscilador conducen a que la frecuencia de las ondas guiadas y la
frecuencia del oscilador deben ser iguales. Pero las componentes ondulatorias a
través de la guia debe cumplir k’+ ky°=w’/c’ . Dado que k. depende de las
dimensiones geométricas transversales de la guia y la frecuencia w del oscilador
externo, vemos que ambos parametros son independientes y podemos elegirlos de
modo que el valor kq resulte ser un nimero complejo. En este caso no se produce el
fendmeno de la onda guiada y el sistema expulsa la energia que el oscilador externo
intenta introducir en el sistema. La frecuencia w correspondiente a k;=0 se denomina
frecuencia de corte w. y verifica ck, = w, .Solo se pueden propagar en la guia
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frecuencias superiores a la de corte, de modo que pueda ser k,>0. Si el oscilador del
extremo no oscila con una frecuencia pura, sino una combinacién o espectro de
frecuencias segun el correspondiente andlisis de Fourier temporal de sefales,
entonces solo se trasmitirdn por la guia las frecuencias correspondientes superiores a
la de corte. De este modo la guia de ondas funciona como un filtro que elimina las
frecuencias por debajo de la frecuencia de corte.

En el caso de una guia de ondas cilindrica sera k/’+ ky"=w?/c’ y k, esta determinado
por la condiciones de contorno del tipo k, R =x,", donde R es el radio del cilindro y x,"
es un cero de la funcion de Bessel correspondiente a n=ks. De nuevo solo se pueden
propagar en la guia cilindrica frecuencias superiores a la de corte. Debido a esto
notamos alteracion al escuchar la voz de una persona a través de un tubo.

12-Ondas en la cuerda de una guitarra.

Consideremos la pulsacién de la cuerda de una guitarra. Cuando la cuerda esta en
reposo sabemos que tiene definida una tension mecanica constante asociada al tono
de su afinacién. Cualquier punto en la cuerda divide a esta en dos partes. La fuerza
con que ambas partes se atraen corresponden a la tension de la cuerda y es facil ver,
segun las leyes de Newton, que debe ser igual en cualquier punto de la cuerda en
reposo; ya que no existe ninguna parte de la cuerda sometida a aceleracion.

Tensamos la cuerda con un dedo, solo muy ligeramente, llevando el dedo a una altura
h. Esto hace que la longitud de la cuerda se modifique y ,en el margen de la ley de

, Hooke, esto supone que la cuerda almacena cierta
T |_| h |_| cantidad de energia potencial elastica. Al soltar la
Uy cuerda esta energia potencial se transforma en
cinética y por tanto la longitud de la cuerda empieza
a disminuir. Debido a esto los puntos de la cuerda
se mueven en principio en las dos direcciones del plano : <y> ya que se mueven hacia
abajo , <x> debido a que la cuerda se esta acortando al disminuir la energia potencial
elastica. Podemos acotar el desplazamiento de los puntos de la cuerda en la direcciéon
<x>ya que este desplazamiento no puede ser superior a la modificacion maxima en la
longitud de la cuerda

Ly o . Ll
—

h(h h
h? h? Ax_—[—+—J
Ax<,/L§+h2+,/L§+h2—(L1+L2)=L1[1+EJ+ L2[1+EJ—(L1+L2):> 2L L,

2 Ay <h

Evidentemente, donde podemos conseguir facilmente una mayor altura h en la
pulsaciéon de la cuerda es entorno al punto medio, de modo que si se verifica que la
altura es mucho menor que la longitud de la cuerda : h<<L, entonces podemos
considerar que los puntos de la cuerda se mueven exclusivamente en la direccion
vertical. En esta aproximacion estamos considerando despreciable la modificacion de
longitud de la cuerda que pulsamos y consecuentemente con esto debemos
considerar que el médulo de la tension de la cuerda (T), proporcional a la energia
elastica, no se ve apenas modificada respecto de la tensién de la cuerda en reposo.
Sin embargo en la vibracion la cuerda cambia de forma, con lo que la tension de la
cuerda, que es tangente a la misma, cambia también de direccion y esta es la principal



Enrique Cantera del Rio Sobre la ecuacion de ondas 31

variacién del vector T. Si representamos el campo de tensiones en la cuerda por la
funcién vectorial T*u(l,t) donde u es un vector unitario tangente a la cuerda, | es la
posicion de un punto sobre la cuerda medida sobre la misma cuerda y t el tiempo
tenemos para la variacion de tension en un tramo dl y en un instante fijo

ou

dl =74
al

dl;

t

La variaciéon de tensién en los extremos de dl provoca la aceleracion del elemento de
masa correspondiente que , segun las leyes de Newton y nuestra aproximacion son

2

AT elx =0 dfcﬁy:dm%%g

X

La derivada en <x> de y(x,t) en un instante t fijjo corresponde con la pendiente de
linea tangente a la cuerda en el punto x considerado. En nuestra aproximacion esta
linea tangente esta muy proxima a la linea de la cuerda en reposo y por tanto la
pendiente de la linea tangente es aproximadamente igual al &ngulo con la cuerda en
reposo (eje x) y al seno de este angulo. De este modo podemos poner, dado que uy es
un vector constante

- ) o
TM dlzdma_z ;u.uyzg
a | o], ox,

y dado que para todo dl existe un dx relacionado tenemos como resultado la ecuacién
de ondas con una velocidad de propagacion ¢ que depende de la Tension y la
densidad lineal de masa de la cuerda, ambas medidas en el estado de reposo de la

t

ox| ox
Note el lector que la velocidad de las ondas mecanicas se calcula a partir de valores
propios del equilibrio del sistema considerado. En este caso los parametros son la
tension de la cuerda y la densidad lineal de masa, ambos en el estado de equilibrio
estatico. En el caso de las ondas acusticas en el aire los pardmetros son la presion y
la densidad de una atmoésfera en equilibrio; la velocidad de las ondas acusticas en el
aire también incluye el cociente entre calores especificos a volumen y a presion
constante, parametros propios del equilibrio termodinamico. Esto nos dice que las
ondas mecénicas estan asociadas a modificaciones relativamente pequefias respecto
a las condiciones de equilibrio de un sistema estable; es decir, un sistema que tiende a
recuperar su estado inicial de equilibrio en respuesta a

;A:d—m;c= T
dx A

2
dx:Ta—Z
OX

olueu,
ol

o%y
=

t t X

p

' perturbaciones.
f--..
M (T _ _ S
X Si el lector dispone de una guitarra clasica bien afinada
e puede realizar las siguientes experiencias:

1-Pulse la nota correspondiente al 5° traste de la 62 cuerda (la mas gruesa). Podra
notar visualmente como la 52 cuerda resuena (vibra), ya que se trata de la misma nota
que se genera cuando se toca la 52 cuerda libre; por tanto podemos nombrar esta nota
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como ws. El fendmeno de resonancia tiene cierta precisién ya que si en la 62 cuerda
tocamos la nota correspondiente al 4° o 6° trastes veremos que desaparece la
resonancia en la 52 cuerda.

2-Si realizamos una escala completa :doj,re.mifa,solla,si,do,, en la 62 cuerda
partiendo de la nota anterior ws (=do;) llegaremos a una frecuencia 2ws (=doy). y
podemos notar visualmente que con esta nota también resuena la 5% cuerda. Esto
corresponde a la segunda componente del analisis de Fourier de cualquier
perturbacion ondulatoria que se dé en la 52 cuerda. El proceso podria repetirse para
identificar el resto de las componentes de Fourier: 3ws, 4ws...pero la guitarra no
dispone de los trastes suficientes.

3-Si el lector dispone de un televisor antiguo, de tubo de vacio, puede sintonizarlo y
observar la 62 cuerda frente a la luz que procede del aparato; mejor si es la Unica luz
en la habitacion. Si pulsa la 62 cuerda pisando alguno de los primeros trastes, el lector
vera que la cuerda adopta una forma sinusoidal, viajando en una u otra direccién, que
no es aparente con luz ordinaria. Incluso es posible encontrar una nota en que la
cuerda parezca una sinusoide fija. Esto se debe a que la luz del televisor es
estroboscopica, es decir, se emite como pulsos con una frecuencia de unos 25Hz y la
frecuencia de las primeras notas de la 62 cuerda estd entorno a 100Hz, que es un
multiplo exacto de 25Hz; lo que hace que la sinusoide se nos aparezca estacionaria.
Esta fenomenologia es similar a la del osciloscopio.

13-Continuidad, Reflexion y Refraccion.
La constancia de la frecuencia

Imaginemos dos muelles de distintas constantes elésticas y conectados tal como
aparece en el dibujo. La conexion entre muelles se hace mediante una pequefia masa.

Sobre esta actuan las fuerzas de los muelles y la gravedad. Si
§1§ llevamos el caso hasta el limite en que se anula esta masa

tenemos, en médulo, la siguiente relacion de fuerzas k&= k»é,; don
de ¢ hace referencia a las elongaciones de los dos muelles respecto
) de sus respectivos estados sin tension y k hace referencia a las
constantes elasticas respectivas. Es posible plantear la

Y.

ﬁtotal

v v
W

combinacién de muelles como un muelle equivalente asignandole
una constante k y una elongacién que debe ser la suma de las elongaciones
anteriores. La fuerza que ejerce este muelle equivalente sobre la masa de abajo debe
ser la misma fuerza que ejerce el muelle 2 : k(§,+&)= koé, .Sustituyendo la ecuacion
anterior tenemos k =k;k,/(k;+k,) para la constante eldstica del muelle equivalente; que
resulta ser menor que cualquiera de las constantes individuales. Por tanto podemos
plantear la dinamica de la misma forma que con un solo muelle

m%Z—ké:Df:fm cos(wt) ; w=+k/m

Si bien esta ecuacion describe el movimiento del extremo el muelle oscilando con una
frecuencia w, la experiencia nos dice que los dos muelles estan oscilando con la
misma frecuencia w. En el contexto de masas de los muelles mucho menores que la
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masa movil del extremo siempre podemos elegir muelles de distinto material y de
masas muy distintas entre si. En cualquier caso estos dos muelles resultar oscilar con
la misma frecuencia w que el muelle equivalente. Desde el punto de vista ondulatorio,
gque abordamos a continuacion, debemos considerar una onda que pasa del muelle 1
al muelle 2 (y al revés) ; y segun lo visto parece que debemos mantener la misma
frecuencia para las ondas en el muelle 1 y el muelle 2. La literatura (Alonso-Finn vol2)
acepta esto como un hecho experimental aplicable a todos los fendmenos ondulatorios
asociados a la reflexion y refraccion de ondas. Sin embargo esto solo es cierto en la
medida en que los objetos que atraviesa la onda puedan considerarse en reposo
relativo al observador?. Si una onda ,luz por ejemplo, se refleja en un espejo en reposo
la frecuencia de las onda reflejada e incidente son las mismas. Pero si el espejo esta
en movimiento, la frecuencia de la onda reflejada cambia debido al efecto Doppler (ver
seccion 14); ya que segun el principio de Huygens el espejo es un foco mévil emisor
de ondas. En este fenémeno se basa la medida de velocidades por RADAR.

Planteamiento ondulatorio

Imaginemos una banda elastica formada por la unién de otras dos, una detras de la
otra, de igual seccion pero distinto material, de modo que el modulo de elasticidad Y
sea diferente. Anadlogamente el caso puede ser el de una cuerda formada por la union
de otras dos, una detras de la otra, pero con diferente densidad lineal. La situacion es
similar a la descrita en el dibujo, con dos bandas elasticas o0 cuerdas conectadas y
suponemos también que los extremos correspondientes estan anclados en puntos
fijos. Si un fenbmeno ondulatorio se esta propagando de izquierda a derecha parece
evidente que puede pasar a la otra parte del sistema y seguir propagandose en la
misma direccién. Identifiquemos las funciones en las dos partes como & (x-ct) a la
AN izquierda y & (x-ct) a la derecha. El valor de estas
7 N7 Yo T J funciones corresponde a la elongacion de cada punto x
de la banda completa en el instante t. Si llamamos X, al
punto frontera entre las dos partes del sistema, parece evidente que la elongacion de
este punto es Unica y por tanto las dos funciones anteriores deben coincidir en este
punto:

E' (X —ct) =& (%, —ct)

Sin embargo aparece un problema fisico en este punto. Sabemos que la energia
elastica es proporcional a la constante elastica y al cuadrado de la elongacion; y
sabemos también que esta energia elastica se propaga junto con la onda de izquierda
a derecha. Si, justo a derecha e izquierda de la superficie frontera, tenemos materiales
de distinta constante elastica k y es, por ejemplo, ki < ky ; entonces la condicion de
igual elongacion en la superficie frontera supone un problema fisico en relacion al
principio de conservacion de la energia. En efecto, en un pequefio entorno a derecha e
izquierda de Xxo la elongacién sera, por continuidad, sensiblemente similar a la
elongacion en x,, pero la energia elastica en el lado izquierdo serd menor que en el
lado derecho debido a la diferencia de constantes elasticas. Esto supone un aumento
de energia cuando la onda pasa la superficie frontera, y no se ve la procedencia de
esta energia adicional.

% por ejemplo si un punto del sistema esta en reposo permanente para el observador.



Enrique Cantera del Rio Sobre la ecuacion de ondas 34

La solucion general de la ecuacion de onda y nuestro sentido de la causalidad solo
nos deja la alternativa de suponer que, en la parte izquierda, no puede existir una sola
onda incidente, sino que la superficie frontera debe ser la causa de una onda rebotada
o reflejada moviéndose en la direccién contraria a la onda incidente: &.(x+ct). De este
modo la condicion para la elongacién en la superficie frontera es

E (X —Ct) + &l (%o +ct) = & (%) —ct)

donde el subindice i indica onda incidente, el r onda reflejada y el t onda transmitida o
refractada.

Si nos fijamos en el caso de la banda elastica, en el punto X, , 0 mejor dicho en la
superficie frontera, la tension de la banda debe ser la misma a un lado y a otro. Esto
€s necesario porgue no podemos asignar masa en este caso a la superficie frontera
entre las partes derecha e izquierda. Por tanto en el punto x, se debe verificar

yis D& (x+ct)
OX

Ti—vig &fii(X—Ct)
OoX OX

x0

Yi[aéf(x—ct) L o6+ ]:Ydaé:‘(x—ct)
x0

x0 x0

OX OX OX

‘XO x0

Segun el teorema de Fourier podemos descomponer en serie de senos y cosenos
cualquier perturbacion ondulatoria en un medio lineal. Por tanto seréa relevante ver el
comportamiento fisico de una sola componente senoidal en este caso; teniendo en
cuenta que las componentes funcionales de Fourier (senos, cosenos) actian de forma
fisicamente independiente y no intercambian energia entre ellas. La eleccion de las
ondas reflejada y transmitida debe ser tal que haya continuidad con los casos limite
siguientes

1-Si el sistema de la derecha es un objeto no elastico y masivo la onda debe reflejarse
totalmente y no existe componente transmitida. Este caso ya lo hemos visto antes.

2-Si el material de la derecha es muy parecido o igual al de la izquierda, entonces la
onda es totalmente transmitida y no existe la componente reflejada.

Segun estas condiciones podemos tomar la siguiente eleccién

& (%, —ct) = &'sen (ot — K'x)
EN(x, +Ct) = Elsen (ot + K 'X)
E8 (%, —ct) = &'sen (wt — K*x)

donde mantenemos la misma frecuencia segun lo discutido en la seccién anterior. De
esta forma, con los valores correspondientes para las amplitudes y vector de ondas
asociados a la funcion seno podemos reproducir los casos limite antes sefalados.
Aplicando las condiciones de continuidad a estas ecuaciones y tomando por
conveniencia X, = 0 tenemos

G+é=&
YiKi(g - &)=y
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lo que nos permite, a partir de la amplitud de la onda incidente &; obtener la amplitud
de la onda reflejada &, y transmitida &%. Por otro lado, a partir de la frecuencia y la
velocidad de las ondas elasticas en las dos partes se pueden calcular los nimeros de
ondas K (mayuscula) a derecha e izquierda.

14-Ondas en lineas de transmisién eléctrica.

Piense el lector en la accion habitual de encender una bombilla eléctrica accionando
un interruptor. Realmente parece que la bombilla se enciende al mismo tiempo que
cerramos el interruptor. Pero esto no significa que los electrones se hayan movido
desde el interruptor hasta la bombilla. Podemos estimar la velocidad de los electrones
en un cable metalico por esta formula

j:I—znevzv:L
S nes

donde n es la densidad de electrones de conduccion, e la carga del electréon, S el area
de la seccién recta del cable, | es la intensidad de corriente en amperios y j la
densidad de corriente. Para valores habituales de estos pardmetros la velocidad v de
los electrones resulta en un valor del orden de milimetros por segundo (mm/s). Es
evidente que esto no cuadra con la rapidez con que se enciende la bombilla; lo que
invalida la explicacién propuesta. En cambio, cuando accionamos el interruptor lo que
se produce es la propagacion de una perturbaciéon en forma de onda electromagnética
guiada por el cable. La velocidad de la onda esta proxima a la velocidad de la luz, lo
que explica la rapidez del proceso. Es la misma diferencia que la velocidad de un
punto de la banda elastica y la velocidad de la onda elastica. En el caso de la banda
elastica recordamos que la ley de Hooke es valida mientras la longitud de onda fuese
mucho mayor que la longitud del muelle o banda elastica. De la misma forma las leyes
de los circuitos de corriente alterna son validas mientras la longitud de la onda
electromagnética sea mucho mayor que las dimensiones fisicas del circuito. Por
ejemplo, en un circuito serie sencillo tenemos un valor Unico de la intensidad (I) que
recorre el circuito y una caida de tension (V) determinada por el generador. Pero si
suponemos este mismo circuito de longitud indefinida, entonces la aproximacion de la
teoria de circuitos deja de ser valida. La inexistencia de acumulacién de carga en los
cables de un circuito eléctrico es una de las leyes de Kirchoff, pero podemos ver la
necesidad fisica de acumulacion de carga eléctrica (capacidad) en los circuitos de
gran longitud de dos formas independientes:

1-Efecto capacitivo debido a resistencia eléctrica del cable no despreciable.

Una corriente eléctrica que entra en una resistencia es similar a una corriente de
bolitas que cae en la atmésfera desde una altura y partiendo con una velocidad inicial.
Debido a la friccion se produce un frenado hasta llegar a una velocidad constante
llamada velocidad terminal. El frenado hace que la densidad de las bolitas aumente;
en correspondencia esto significa una acumulacion de carga en la resistencia; aunque
en el caso eléctrico también hay una compensacion debido a la repulsién entre cargas
iguales, es posible la existencia de un efecto neto capacitivo asociado a la resistencia
eléctrica.
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2-Efecto capacitivo debido a que la velocidad de propagacién de cualquier fenémeno
fisico no puede superar la velocidad de la luz en el vacio: En circuitos de larga
distancia una modificacion en la tensién e intensidad del generador no llega
instantAneamente al extremo, sino que tarda un tiempo. Si el circuito esta inicialmente
desconectado del generador la intensidad es inicialmente cero. En un instante
posterior a la conexibn empieza a haber corriente en la linea, pero es posible que en
zonas suficientemente alejadas la corriente siga siendo nula. Este argumento también
es aplicable, en todo instante de tiempo, en caso de tener un generador de tension
variable en el circuito. Por tanto existira una acumulacion de carga en las zonas
correspondientes del cable.

Podemos razonar por analogia con las ondas mecénicas y descomponer el sistema en
secciones caracterizadas por una intensidad y tension determinadas y un elemento de

‘—P—O O

A A O
| | HA] e
vV \V/ V+AV
—O o—oO
conexion con otras secciones a distinta intensidad y tension. En el caso de las ondas

mecanicas el elemento de conexion se representaba en forma de masa mecénica. En
el caso eléctrico el elemento de conexion debe verificar las siguientes caracteristicas:

A

1-Los cables ideales de la teoria de circuitos no almacenan energia electrostatica.
Dado que las intensidades en cada seccién son distintas, el elemento de conexién
debe tener cierta capacidad de acumular energia electrostética.

2-Los cables ideales de la teoria de circuitos no almacenan energia magnetostatica.
En la teoria clasica de circuitos esto se modela introduciendo una bobina que
concentra la energia magnética del circuito. Por tanto el elemento de conexién debe
tener cierta capacidad de acumular energia magnetostatica.

3-Los cables ideales de la teoria de circuitos tienen resistencia nula, lo cual supone
incluir los correspondientes componentes resistivos en el elemento de conexion. Sin
embargo en primera aproximacion podemos considerar que estas resistencias son
despreciables.

1(X,t) — _(L:%X —» I(x+AX,1) Con estas consideraciones podemos
modelar el elemento de conexiébn con un
V(x,t) CAX V(x+AXx,t) condensador en paralelo y una bobina en
serie. Los parametros L y C son la

LAX . L . .
-I(X,t) < (O« -I(x+Ax,t)  autoinduccion y la capacidad por unidad de

longitud del circuito. Si suponemos la linea
homogénea en todas sus secciones estos parametros seran constantes. El modelo del
dibujo refleja la simetria de la linea de transmisién; sin embargo de cara a obtener las
ecuaciones diferenciales utilizaremos un modelo asimétrico en el que modelamos la
linea de abajo como una toma de tierra a potencial constante a lo largo de toda la
linea; de modo que la linea completa es como la del dibujo siguiente
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El cable inferior de retorno al generador se conecta a tierra de modo que la tensién
sea constante en toda su longitud. Ademas suponemos que el contacto a tierra tiene
una resistencia eléctrica infinita, por lo que toda la corriente circula por el cable inferior;
esto equivale a suponer que la resistencia eléctrica del cable inferior es cero y solo
presenta resistencia el cable superior. Veremos mas adelante que es sencillo estudiar
la linea simétrica una vez encontradas las ecuaciones diferenciales generales.

El dibujo adjunto representa una seccion del
100 > d R A L xrAX 1) circuito ideal. Debido a la homogeneidad del

circuito la conservacion de carga indica que la

V() CAX— V(X+AXx,t) carga acumulada en la seccion de cable
superior se cancela con la acumulada en la

-I(x,t) < <« -I(x+Ax,t)  misma seccion del cable inferior y por tanto

las corrientes en el cable superior y el inferior
son simétricas. Esta simetria de corriente permite también asignar una autoinduccion
total equivalente L al cable superior. Con estas consideraciones podemos aplicar las
leyes de circuitos a la seccion de esta forma:

1-Conservacion de la corriente en la conexiobn A :La corriente que llega del
componente L mas la que llega del condensador corresponde a la corriente de salida

[(X,t)+ 1 =1(x+Ax,t)

Para tener una corriente de salida del condensador la tension debe disminuir con el
tiempo entre sus placas, y dado que la tension del cable inferior es constante tenemos

I(x,t)—CAxﬁ = (X+ Ax,t)

X+AX

2-Incremento de tension nula en el cable inferior. Partiendo del extremo inferior
izquierdo y en el sentido de las agujas del reloj tenemos

V(X t)+V, +V(x+Axt)=0

donde V| corresponde a una caida de tension en la bobina. Segun la ley de Lenz, un
cambio de tension en la bobina supone una variacion en el tiempo de la intensidad que
la recorre; y este cambio de tension tiende a oponerse a dicha variacion de la corriente
absorbiendo parte de los cambios de tension externa

=V (x,t)+ LAx% +V (x+Ax,t)=0

X
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Tomando el limite cuando Ax—0 de los resultados de 1y 2 tenemos
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Ecuaciones de las que se deduce

oV 1 oAV 8%l 1 A

a2 LCad  af LCoal

lo que significa que tanto la tensién como la intensidad evolucionan como ondas que
se mueven a una velocidad 1/VLC a lo largo de la linea de transmisién. Un tratamiento
gue incluya la resistencia pasa por incorporar al elemento de conexién una resistencia
en serie con la bobina : RAx y una conductancia en paralelo con el condensador :
GAx; lo que conduce a las ecuaciones del Telégrafo
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de las que se deducen dos ecuaciones diferencias para V ||

oV 021 021 ol

2 2
oy oV —=LC— +(RC+GL)—+GRI
X ot ot

X

Si el generador de tension produce una onda sinusoidal pura de frecuencia
determinada, entonces V,, |; oscilaran con la misma frecuencia. En una seccién de la
linea de transmisién a distancia x del generador podemos representar la tension y
corriente  mediante los fasores habituales de los circuitos de alterna:
V(x,1)=V,(x)exp(iwt) ; 1(x,t)=l(X)exp(iwt). Esto supone una solucién con separacion de
variables: V(x,H)=V,(X)V(t), V(t)= exp(iwt) : I(x,t)=L(X)I(t), I(t)= exp(iwt); si tomamos k*
como la constante de la separacion de variables tenemos

2 2
2ot cd Vt+(RC+GL)%+Gth . 1d ';
d dt « ax I,

2
= i :i(Lc dd ! +(RC+GL)Z—It‘+GRItJ

2 t2
k?=-LCw? +i(RC+GL)w+GR =y +iky
k?-y?=LCo*-GR
2ky =(RC +GL )@
Lo que conduce a V,(x) de la forma
dv,

o [+ (7 +iK)FV, = V. (x) =V_exp((y +ik)x)+V, exp(~ (7 +ik)x)

Por tanto el fasor completo sera
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V(x,1) =V, (X)V, (t) =V_exp((y + ik )x)exp(icwt)+V, exp(—(y +ik )x)exp(iot) =
V (x,t) =V, exp(—y x)expli(ct — kx)]+V_exp(y x)expli(et + kx)]

donde podemos ver la combinacion de una onda progresiva asociada al factor V. y
una onda regresiva asociada al factor V. ; podemos ver la onda regresiva como el
rebote de la onda progresiva actuando sobre una carga o impedancia que esta
conectada al extremo de la linea pero no en resonancia. La amplitud de la onda
progresiva disminuye a medida que avanza en la linea (amortiguacion); pero la onda
regresiva también disminuye su amplitud al acercarse al generador.

La solucién encontrada también debe verificar las ecuaciones del Telégrafo

¥
ot

.
ot

_R=
OX

ol

—GV =
OX

X

t X t

introduciendo en la 22 ecuacion del Telégrafo el resultado V(x,t) y la forma del fasor de
intensidad se obtiene

V. exp(— y x)expli(et — kx)|-V_exp(y x)expi(ct + kx)]}
y utilizando la primera ecuacién con los resultados conocidos tenemos

(y+ik) =(G+iCw)R+iLo) =GR - LC®’ +i(RC +GL)w

Por tanto los valores de intensidad y tensién en la linea son

V(x,t) =V, exp(—y x)expi(cat —kx)] +V_exp(y x)expli(wt + kx)]

G+iCw {\/+ exp(—)/ x)exp[i(wt _ kx)] — V_exp(y x)exp[i(a)t + kx)]}

=y Rt

En este punto podemos solucionar el caso de la linea simétrica utilizando el caracter
lineal de las ecuaciones diferenciales del Telégrafo. En efecto podemos ver una linea
simétrica como una suma lineal de dos lineas asimétricas de esta forma

I 112 112
— D G O ¢ — — —»
VI2 0
vV - - — + _
0 -1/2 -VI2
-« (Ot < <« (O

de modo que las tensiones y corrientes del caso simétrico equivalen a multiplicar por
dos las del caso asimétrico que hemos desarrollado; y por tanto no hay una diferencia
esencial entre el caso simétrico y el asimétrico.
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Los valores exactos de k y y son soluciones de las siguientes ecuaciones cuarticas

@) k2—y?= LCa)Z—GR}:kz_[RC+GL

2
) *=LCw*-CGR =
(2) 2ky=(RC+GL)w 2k

2
k* - (LCo® ~GR)K? —[@wj -0

multiplicando por (2y)* este resultado y eliminando las potencias correspondientes
mediante la ecuacion (2)

2
16°k* ~165*k?(LC o —GR)—16%(@) 0 =0=

2
y* +(Lcw? ~GR)? —(@w) =0

El limite en que w—0 ,y por tanto k—0, la linea de transmisién se conecta a una fuente
de corriente continua y las soluciones para la tension e intensidad son

V0O =V.epl ) +V_elrx) 5 100= | . expl-rx) V_exply)

Si consideramos despreciable la auto-induccién L de la linea, las ecuaciones
diferenciales dependen solo de términos resistivos y capacitivos

ﬂ:RCﬂ+GRV ; ﬂ=Rcﬂ+GR|

Ox? ot ox? ot

ecuaciones similares a la ecuacién de conduccion del calor de Fourier (ver trabajo
sobre termodinamica) y con soluciones semejantes. Las ecuaciones anteriores fueron
la primera aproximacién para el problema de las lineas de transmision y el modelo
utilizado en el tendido del primer cable de comunicaciones submarino entre Europa y
Ameérica del Norte en 1858.

La condicién de Heaviside para una linea de transmision se puede exponer asi

(G+iCw)= ﬂ(R+iLw):>%

siendo A un nimero real tenemos como consecuencia

:ﬂRzﬁ
(y+ik)? = AR+iLo) = 7 JLe

k=+JALw=+J/LC o

Como consecuencia tenemos que ni la velocidad de propagacion de la onda w/k, ni la
amortiguacion de la onda y dependen de la frecuencia w. Si la linea de transmisién es



Enrique Cantera del Rio Sobre la ecuacion de ondas 41

recorrida , no por una onda de frecuencia pura, sino por una sefial con un espectro de
Fourier de frecuencias como puede ser una sefial telefénica, entonces la condicion de
Heaviside describe una linea homogénea que trata de la misma forma a todas las
componentes en frecuencia : su velocidad de transmisibn es la misma y su
amortiguacion también es la misma. El resultado es que la sefial al final de la linea no
llega distorsionada, solo reducida en intensidad. Sin embargo la condicion de
Heaviside RC=GL es dificil de conseguir en la practica debido a que las lineas
normales presentan un valor G enormemente bajo, y es conveniente que asi sea para
evitar pérdidas resistivas. Intentar reducir R y/o C significa utilizar cables mas gruesos
con el consiguiente gasto en cobre a larga distancia. La alternativa que queda es
aumentar L, lo cual se consiguié por primera vez introduciendo bobinas de carga :
zonas intercaladas cada cierta distancia donde el cable de la linea se enrollaba en
forma de bobina sobre un material magnético. Esta solucion funcioné bien para
sefales telefénicas, pero de hecho introduce una frecuencia de corte de modo que las
componentes de frecuencias superiores sufren una atenuacion muy elevada. La
condicion de no distorsion de la sefal en la linea también puede conseguirse como
aproximacion para valores de la resistencia mucho menores respecto a la impedancia
inductiva y capacitiva y/o frecuencias relativamente altas : R<<Lw, G<<Cw

k? ~ LCw?

kz—yz—LCa)z—GR} o aG’L
+

2ky=(RC+GL)o |  yr—i=—

y=( ) TS

Pero aun sin bobinas de carga las componentes de la sefial de alta frecuencia pueden
sufrir problemas debido a la tendencia de las corrientes de alta frecuencia a circular
por la periferia de los cables y no homogéneamente distribuida :efecto pelicular . Esto
hace que la resistencia del cable aumente con la frecuencia R(w), y la velocidad de la
onda y la amortiguacion de la onda pasan a depender de su frecuencia; la linea de
transmision actta dispersando las componentes en frecuencia y distorsiona la sefial
cambiando el contenido energético relativo de cada componente en frecuencia del
espectro de Fourier de la sefial; lo que puede dificultar la comprension de la
comunicacion. Si se conocen las propiedades de la linea de transmisién se pueden
introducir en ella dispositivos ecualizadores que compensen este problema o utilizar
cables especiales para compensar la distorsion de sefial; de hecho las bobinas de
carga son un primer ejemplo de ecualizador.

15-Ondas y relatividad especial. Efecto Doppler.

Caso de una dimension

Imaginemos dos sistemas de coordenadas inerciales (X1,y1,21,t1) Yy (X,y,z,t) de ejes
paralelos moviéndose relativamente a
velocidad v sobre la direccion del eje <x-x;>

g v ’ comun. Sobre el eje <x> del sistema
(x,y,z,t) hay una cuerda en reposo que se

o pulsa, generando un proceso ondulatorio.
N En (x,y,zt) las posibles soluciones de la

z x ecuacion de ondas son una combinacion
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lineal de funciones de la forma y(x-u*t), donde u es un valor positivo o negativo
correspondiente a la velocidad de la onda en (x,y,z,t). Todas estas funciones cumplen
la ecuacion de ondas en el sistema (x,y,z,t)

X

ox2

82
T2
, ot

X

La ecuacion esté expresada en términos de los operadores diferenciales, indicando de
esta forma que vamos a operar exclusivamente con funciones que verifiquen la
ecuacion de ondas anterior.

En el sistema de coordenadas 1 la onda se describe en este caso utilizando la relacion
(x,y,z,t)— (x1,¥1,21,t1) entre sistemas inerciales de modo que podamos poner y;(X(X1,t1)-
u*t(xy,t;)) como representacion del fendbmeno ondulatorio en las coordenadas del
sistema inercial 1. Nuestro objetivo es comprobar que esta funcion verifica también la
ecuacion de ondas en las coordenadas del sistema 1.

Como vimos en el trabajo “Espacio,tiempo,materia y vacio®, segun la relatividad
especial la relacion entre coordenadas de los dos sistemas es la transformacion de
Lorentz

\'
X=y(¥ —Vt); y:yl;t:}/(tl_c_le);y:—

A partir de aqui, podemos calcular la regla de transformacion de las derivadas
parciales correspondiente con la transformacion de coordenadas utilizando la regla de
la cadena sobre una funcién matematica arbitraria f(x(x1,t1),t(X1,t1))

af || @] | va
x|, oxhoxl|, et ox|, x| T c?at],
of of | ox of| ot of

ol oxlat|, atlay| ~ Toxl et

Puesto que estas expresiones se verifican para cualquier funcién f(x,t) sea o no una
soluciéon de la ecuacién de ondas, podemos poner el resultado en forma de
operadores

oy_,0,,vo
x, T, TP,
atl, |, OXq |y

Esta relacion es la transformaciéon de Lorentz para las derivadas parciales en los dos
sistemas de coordenadas. Note el lector el signo positivo asociado a la velocidad
relativa v; en contraste con el signo negativo en la transformacion de Lorentz para las
coordenadas (x,y,z,t). Esta forma nos facilita una aplicacion reiterada del operador
para calcular las derivadas segundas correspondientes
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| _ol | (o, volY,2, ve
x| x|, O, x|, Tcrat \"ex|, T c?at,
il N A I U Ol I WY )
ot ol o], \Toxl et N7 x|, et

Desarrollando las expresiones anteriores, aplicando la operacién encontrada a la
funcion y;=y(x(x1,t1),-u*t(x1,t1)) y dado que en (x,y,zt) la funcién utilizada verifica la

2 2
ecuacion de ondas 2.9 | 9"
x| ot?
t x Llegamos a
o° o, vAu®)o® , Vv oo
&f”@%4y*”?aa
1'(1 t t X
0 2( 2 2)52 2, 0| 0
—| =y +u + 2y N—| —
o), 'l o e al,

Note ahora el lector que cualquier funcién de la forma f(x-ut) que verifique la ecuacion
de ondas en (x,y,z,t) también verifica necesariamente esta otra ecuacion en términos
operacionales

62
Ed

9
OX

0

tatx

t

Sustituyendo esto en las ecuaciones anteriores podemos eliminar 6%/0x* y llegamos al
siguiente operador

u-v | o2 ‘ 02 ‘
VU | ox%

_Gtzl‘xl

L

Lo que nos dice que la onda original, en el sistema (x,y,z,t), transformada al sistema
en (X1,Y1,Z1,t1) también cumple la ecuacién de ondas en este Ultimo sistema de
coordenadas; pero con una velocidad de propagacion correspondiente a la suma
relativista de velocidades; que para velocidades mucho menores a la velocidad de la
luz (u<<c) corresponde a la suma clésica de velocidades.

Caso de dos dimensiones

Supongamos que en el plano x-z existe una onda plana bidimensional que verifica una
ecuacion del tipo y=f(k*r-wt), donde r =(x,y,z), k es el vector de onda y w la frecuencia
angular. La expresion funcional anterior se puede poner, sin pérdida de generalidad,
como y=f(W*r-t); simplemente dividiendo el argumento de la funcién por w y haciendo
W=k/ w. En el sistema 1 el fenébmeno se describe por y1=y=Ff(\W*r(xy,21,t1)-t(X1,t1)).

Analogamente al caso anterior, la transformacion de operadores asociada a la
transformacién de Lorentz nos lleva a
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il I ol Il RPN )
6)(21 t1,z1 axz t,z C4 atZ X,z CZ 2 t,z ot X,z
2| a2
oz ! t1,x1 oz t,x

?| o .8 0 0| 2
~2 | V|Voal toz Yl At
ot x1,z1 28 t,z ot X,z X t,z X,z

Para una funcién cualquiera de la forma y=f(W*r-t) se verifica lo siguiente

9
OoX

0

t,z ot

62

82
X,z " atz

" ox2
z

w2 ?
T a2

82
Lo
z

w2 ®
rd

X, t,z X, t,x X,z

Que sustituido en las ecuaciones previas produce

2 2
W
=y2[wf bl Y xjé_
t1,z1

2

X% c c® Jat?| |
02 , 0°
2| =W 77
oz 1 t1,x1 ot X,z
62 2(\,2pr 2 62
at_z =y (V WX +1—2VWX)¥
1 x1,z1 X,z

Sumando las dos primeras ecuaciones y dividiendo por la tercera

62

tz
tLz1 !

62
ox?

2
W
72(sz + 2
C C

e oz o

7 VAW 2 +1-2vW, ) 1-vw, )?

tix1

y por tanto la onda transformada segun las coordenadas del sistema 1 también verifica
la ecuacién de ondas de esta forma

v
L i -l I SO A
x> I B TRV VYR BRVVY)
L,z L x a1 X X

— Kk

Wi =L

@,

El lector puede comprobar que el parametro W corresponde con la covelocidad
mencionada en el trabajo “Espacio,tiempo,materia y vacio”. Para el caso de una onda
electromagnética en el vacio ,los médulos W, W; son iguales a 1/c; la inversa de la
velocidad de la luz en el vacio. Considerando W,=Wcos(¢) y W,;=Wcos(¢,) es facil
derivar de las expresiones anteriores la féormula del fendbmeno conocido en astronomia
como aberracion relativista de un rayo de luz:

\'
cos(ep;) ——
cos(p) = c
1—Ecos(gol)
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En un caso unidimensional, para que las ecuaciones de onda coincidan debe ser
W=1/u, de modo que también se cumple la relacién

v vu
W-— 1-—

¢2__ ¢
1-vW u-v

También podemos deducir el efecto Doppler cladsico no relativista con las
aproximaciones adecuadas. Para una onda fisica que atraviese un medio material, la
longitud de onda A corresponde a una medida espacio-simultanea en relatividad?,
similar a la longitud de un segmento rigido, y para bajas velocidades (de la onda y el
observador) respecto a la luz puede considerarse igual para cualesquiera dos
observadores inerciales en movimiento relativo al ser la contraccion de Lorentz
despreciable : A, = A, ; donde tomaremos el subindice r indicando el sistema de
coordenadas en el que el medio de propagacion de la onda esta en reposo y el
subindice o indicando al observador en movimiento relativo. Para ondas moviéndose a
bajas velocidades respecto a la luz , con el comportamiento descrito de la longitud de
onda y sumando las ecuaciones de transformaciéon de la covelocidad, elevadas al
cuadrado, tenemos

Ky 2 2
r ) r 2 2
W zl—V\\ll—XWXrE%zl_a\:k; (kf)2+(kf)2:(/l_f) z[fj :(er)2+(kzr)2:k2:
o' k?

si en el sistema de coordenadas r el medio de propagacion de la onda esta en reposo,
entonces el cociente k/w corresponde a la inversa de la velocidad de propagaciéon de
la onda V, respecto a su propio medio, y v es la velocidad del observador en

movimiento relativo
v VeV,
w, =, 1——COS(H)J :a)(l— rJ
’ ( \ T V)

;
donde 6 es el angulo entre los vectores k (0 V,) y v.y este angulo puede ser menor o
mayor de 17/2 (coseno negativo) segun la direccion relativa de los vectores en la zona
de observacion. En la férmula anterior hay dos posibilidades respecto al foco que
produce las ondas:

Caso 1-El foco estd en reposo en relacion al medio de propagacion y emite a la
frecuencia w®,

w, corresponde a la frecuencia alterada percibida por el observador movil.

% ver el trabajo “Espacio, tiempo,materia y vacio”
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Caso 2-El foco esta en movimiento en relacion al medio de propagacién con una
velocidad v;. En este caso repetimos la transformacién de velocidades, pero ahora
entre el sistema de coordenadas r en reposo con el medio de propagacion y el sistema
de coordenadas inercial asociado al foco, donde la frecuencia sera °
correspondiente al foco en reposo

w', corresponde a la frecuencia alterada percibida en el sistema r por efecto del
movimiento de la fuente. Dado que la velocidad de propagacion de la onda se
mantiene constante en r en los casos 1y 2 tenemos V,= w", / k= w’ / k%. Por tanto,
visto desde el sistema de coordenadas en reposo con el medio, al ponerse en
movimiento la fuente no solo se modifica la frecuencia w sino también el vector de
onda k y por tanto la longitud de onda; aunque esta sigue siendo la misma para todos
los observadores a bajas velocidades respecto a la luz. Sobre el signo del coseno hay
que hacer la misma consideracion que en el caso 1: segun la fuente se acerque o aleje
de la onda; lo cual depende del punto de vista del observador: si la fuente se acerca o
se aleja del observador.

Si combinamos ambos casos : movimiento respecto al medio de propagacion de la
onda de ambos : observador(v) y fuente(v;), debemos hacer el cambio de w’ en la
ecuacion del caso 1 por w', de la ecuacion del caso 2:

si se verifica ademas v << V, tenemos una segunda aproximacion

Vv eV,
a)oza)f(l— DAt r)

(VI’ )2

qgue corresponde al fenobmeno del efecto Doppler clasico; y vemos que puede
deducirse completamente del principio de relatividad. Una segunda aproximacion
relativista incluiria los resultados del experimento de Fizeau que podemos aproximar
de este modo para v<<c

PV
oot e 1 iﬁwi(lw{l_] O

CUloww W Wy Y w2 ) w, fwref
W, c?

X

para el caso de la luz propagandose en un medio material como el agua el indice de
refraccion es n=cW y tomando V=1/W como la velocidad de la onda tenemos

V, 2V, —v(l—izj
n

donde vemos que la ley clasica de adicidn de velocidades resulta modificada.
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15-Apéndice Matematico

El muelle sin masa.

En los cursos elementales de fisica se ensefia que la energia elastica de un muelle es
de la forma 1/2k(x-xo)%. Imaginemos un muelle con dos masas en sus extremos. El
conjunto oscila en una linea recta que podemos tomar como eje x de nuestro sistema
de medidas. Una aplicacion evidente de la conservacidén de la energia nos convence
de que la energia del sistema debe ser (ver dibujo)

E :%mlvl2 +%m2v§ +%k(x2 —x, —1y)?

donde X3, X, es la posicion en el eje x de las masas, |y es la longitud del muelle cuando
no esta sometido a tension y v.,v, son las velocidades de las masas. Pero esta
expresion de la energia, intuitivamente evidente, presupone que estamos
despreciando la masa del muelle. La suma de fuerzas que las masas de los extremos
ejercen sobre el muelle deben equivaler al producto de la masa del muelle por la
aceleracion del centro de masas del muelle. Si anulamos la masa del muelle tenemos
que las fuerzas en los extremos del muelle suman cero y deben ser iguales y de signo
opuesto. Por accién-reaccion lo mismo ocurre con las fuerzas que el muelle hace
sobre las masas : F;=-F,. En este contexto de masa del muelle nula, la energia
cinética del sistema sera

J'Flodxl+J‘F2 e dx, :jmlalodxl+jm2a2 e dx, :%mlvl2 +%m2v22 +C

donde aj,a, son las aceleraciones correspondientes y C es una constante de
integracion. Segun las conclusiones previas podemos calcular la integral anterior
aplicando la ley dinamica de fuerzas del muelle ideal sin masa, o ley diamica de
Hooke, como

—[Foed +[Fyedx, = [Fyed (X, —x) == [ k(X =% —lp) ed (X, = %) =

1 .
=[0G =X =l) #d 06 =% ~lo) = =2 k(x %, ~1)* +C

donde |, es una constante, por lo que podemos incluirla dentro del diferencial; C’ es
otra constante de integracion. Igualando las dos férmulas anteriores llegamos al
principio de conservacién de la energia enunciado al principio y que se ha acept6
intuitivamente sin el analisis necesario.

O ~@

X2

X1

A4

A4
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Ecuaciones diferenciales lineales

Empecemos por la ecuacion mas sencilla

dy _
m a(t)y=f(t)

Si multiplicamos la ecuacién por e?®, siendo a(t) la integral de a(t), podemos
desarrollar de esta forma

, da —am dy da -a(t) d (-a@ -a(t)
a'(t) = — = a(t): e 2 _Ze =e f(t)=> —le =e fit)=
® it a(t) i y ® dt( Y) ®)

2y _g-20)y(0) = J';e‘a(x) f(x)dx=

y =202 y(0) 4 j;e*{a“)*a“)} fodx;  a(t)=[a(t)dt

de esta forma tenemos la solucion de la ecuacion diferencial en funcion del valor inicial
y(0). Podemos distinguir dos partes aditivas de la solucion: la solucion particular (yp)
dependiente de f(x) y la soluciébn homogénea (y,) que no depende de f(x) y de hecho
es solucion de la ecuacion diferencial con f(x)=0. Ademas las condiciones iniciales solo
afectan a la soluciobn homogénea y no a la particular. Podemos dar un paso mas y
ampliar la solucién encontrada para ecuaciones diferenciales factorizables de esta

forma
d
[E —a(t)j(——ﬂ(t)j =f()

el desarrollo de la factorizacion corresponde a esta ecuacion
2
[——a( )j(——ﬁ( )] S CORY 00 [a(t)ﬂ(t) d/”“’} — ()

podemos iterar el método anterior para obtener la soluciéon general de esta ecuacion
de esta forma

(d . (d _ _ a(t)-a t_—{a(x)-a(t)} . _
Y_[a—ﬁ(t))y, (a—a(t)jY— FO =Y =Y (e 20+ [ *®@=0lt x)dx;  a(t) = [a@dt
( d ﬂ(t)jy _y (0)e?®-a0) J.te—{a(x)—a(t)}f(x)dx -
dt 0

Y0 = YOO 1 [1e7o0 S0y (0200 1 [1elo-20 ¢ ) o

solucion de la ecuacion homogénea y;, particular y, (y'=dy/df):
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Y(0) = y'(0) - 5(0)y(0); a(t) = Ia(t) dt; b(t) = fﬂ(t) dt
v, = y(0)e?®2© 1y (0) rdxe—{b(x)—b(t)—a(x)+a(0)}
0
y, = I‘dx g—b()-b(®)} deu efaw-a0l £ )
0 0

Si ahora particularizamos el caso de una ecuacion con coeficientes constantes a,8
tenemos

d d _d?y dy _
[a—aj(a— ﬂ)y=d?—(a+ﬂ)a+(aﬂ)Y— f)

lo cual indica que a,B son las soluciones de la ecuacién algebraica de segundo grado
asociada a la ecuacion diferencial

2
a:—A+\/A 4B (pip—-h

2
x> +AX+B=0= 2 =Jaf =B = (:j—2y+A%+By:f(t)
~A-\AZ-4B t
p=——g— la-p=n’-s8

donde a,8 incluyen también valores complejos dependiendo del signo del
discriminante. En este caso de coeficientes constantes, los valores iniciales y
parametros verifican

Y(0) =y'(0)-A(0); a(t) =at; b(t) = A

la solucion de la ecuacion homogénea es

Vi = Y(0)e Y (0)[[dxe (I = y(0)et 1y (0)e” [ dxe N =

C e YO (- (par _
O—y(O)e +a_ﬁe (e 1):>

y©@)e + O ere-(r-an
a-p

Y. = { y'(©) —ﬂy(o)}em _[ y'(0) —ay(O)}m
a-p a-pf

La solucién particular, dependiente de la funcién f(x) es
_ ~BO-) [ gy e
yp_jodx {e jo due f(u)

Si las condiciones iniciales para la solucién completa y(t) del problema concreto no se
dan en t=0, tendremos que utilizar la funcion solucién genérica

_C.e o -pOt) [* gy o=@
y=Cie” +C,e” + _[O dx {e IO due f (u)}
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y determinar los valores de las constantes C;,C, con las condiciones iniciales
conocidas sobre la solucion completa y=y,+y,, y'=(yn+Yyp)’ Note el lector que la solucion
particular no depende de las condiciones iniciales en t=0 y que la solucién particular
también puede caracterizarse como la solucion de la ecuacion diferencial para
condiciones iniciales nulas : y(0)=y’(0)=0. La solucién particular también puede
generarse a partir de la funcibn de Green asociada al operador diferencial
correspondiente. En nuestro caso

G(t,s) funcion de Green asociado aloperador diferencial
——alt) ——ﬂ(t) G(t,s)=5(t-s); :
o(t—s) delta deDirac

a partir de esto podemos desarrollar asi

(—— ()j[——ﬂ(t)j =1 = [f(E)5t-s)ds= j f(s)[——a(t)][——ﬂ(t)je(t s)ds =

—00

[%—a(t)]{—— ﬁ(t)j jw G(t,s)f(s)ds = f (1)

El operador diferencial sale de la integral debido a su linealidad. Por tanto tenemos
una solucién particular de la ecuacion caracterizada como

Yp = ofG(t,s)f(s)ds

Mas adelante en este apéndice se calculan las funciones de Green correspondientes a
las ecuaciones diferenciales presentadas aqui. Otra forma de encontrar la solucién
particular en sistemas de parametros a,83... constantes es el de las funciones de
transferencia basadas en la transformacién de Lapalce.

Los operadores asociados a ecuaciones diferenciales lineales admiten mas formas,
por ejemplo el operador

[p(t)%—a(t))(qa)%—ﬁ(t)jh p(t)%(q(t)%}—(a(t)q(tn POA®) L +@®FO - PO )Y

donde p(t),q(t) son funciones conocidas a priori. Si en este caso tomamos a(t)q(t)+
B(t)p(t)=0 obtenemos el operador

dy ), [£°®
p(){ (CI() j[ a0 ﬂ()}

Este operador lineal puede generalizarse facilmente por el operador de Sturm-
Liouville.

d dy
p(t)a(Q(t)Ej— r(t)y
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formalmente r(t) y B(t) estan relacionadas por

0]

=r(t
) B ®=r

gque es una ecuacién diferencial del tipo de la ecuacion de Ricatti, cuya solucion formal
es posible si se conoce alguna solucién particular de la ecuacién. Con esta solucion se
puede hacer un cambio de variable para transformarla en una ecuacion de Bernouilli,
de solucién conocida. La ecuacion de los polinomios de Legendre (mas adelante en
este apéndice), la ecuacion de Bessel y ecuaciones homogéneas del tipo
A(t)d?%y/dt?>+B(t)dy/dt+C(t)y=0 (mediante factor integrante) se pueden expresar sin
mucha dificultad segun el operador de Sturm-Liouville.

Una solucién formal general de las ecuaciones lineales se obtiene mediante la técnica
del vector de estado. Para una ecuacién de segundo grado el vector de estado se
define asi

d2y dy dy d(y) ( O 1 y 0
d2+A(t) +B)y=f(t); y(t)—Olt E(y']_(—B(t) —A(t)J(y'}(f(t)j

formalmente la ecuacién diferencial resultante es de primer grado y puede resolverse
formalmente mediante técnicas matriciales de sistemas lineales de forma similar al
caso de la primera ecuacion diferencial presentada. Recordando la serie de Taylor de
la funcién e" respecto de u=0 podemos definir inmediatamente la exponencial de una
matriz cuadrada (u con dos barras encima) como

] =N

2 n — J—

e =l Ut gy et O oy + 2 v, Lu0
2 n! 2 n!

donde | es la matriz cuadrada identidad correspondiente y las potencias indican los
productos matriciales correspondientes. Si la matriz derivada du/dt es una matriz
cuyas componentes son constantes y la matriz u es u= (du/dt)t, entonces se verifican
las propiedades de conmutacion de matrices suficientes como para poner

=2
du(t) :ﬁd:?) . dzit) 02 du(t)

)

=Ccte=>

—u(t)=2u (t)

% = (por induccion)

Con esta definicién se puede operar formalmente como al principio de esta seccion y
obtener una solucién general de la ecuacioén diferencial de coeficientes constantes de

esta forma
@ =cte () faat =t 4 | et 50 X0 o febeoiof B
y y'(0)) » f(x)
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Oscilaciones Acopladas y Sistemas Lineales
Analicemos un sistema mas complejo formado por cuatro muelles que conectan tres
masas segun el dibujo; masas que

L

> »| consideramos aproximadamente puntuales
P X

T X2 0 de dimensiones mucho menores que las

ml m2 m3 medidas x. Los muelles, representados por

lineas rectas entre las masas, tienen la
misma longitud de reposo |, y la longitud total del recinto es L. Segun el sistema de
coordenadas elegido, la formula para la fuerza del muelle (ley de Hooke) llevara un
signo negativo para el extremo derecho de cada muelle y un signo positivo para el
extremo izquierdo. Aplicando la 22 ley de Newton a cada masa tenemos

ma; = —kl(xl - |o)+ kz({xz - Xl}— |0) m152X1 + (kl +k, )Xl —kyx, = (kl - kz)lo =0
mya, = _kz({xz _Xl}_ |0)+ k3({X3 - Xz}_lo) = m25zxz +(k2 + k3)X2 —kgXg —kpX, = (kz _ks)lo =C,

Myay = —ka (1 =X, f=lo )+ K ({L =%}~ 1o) MyS?Xg + (kg + Ky ) —kaX, = (kg =k, o)+ kyL = ¢4

donde el simbolo & corresponde ahora al operador de derivacion en el tiempo d/dt y &
es la derivada segunda d¥dt>. Los valores ¢, son constantes definidas por
conveniencia. La resolucién del sistema anterior depende de operaciones lineales
como multiplicaciéon de una ecuacién por una constante y suma de una ecuaciéon con
otra. Pongamos el resultado anterior en forma de producto de matrices”

m,62 + (k, +ky) —k, 0 X c,
—k, m,&7% +(k, +ks) —ksq X, | =] ¢,
—k, my82 + (ks +k, ) | X Cs

Calculemos la solucion para x; mediante una version de la regla de Rouché para
sistemas de ecuaciones lineales de esta forma

m,62 + (k, +ky) —k, 0 ¢ —k, 0
—k, m,62 + (K, +ks) —kg % =lc, mys?+(k, +ky) —kg
0 — kg my52 + (ks +K, Cs —k, M2 + (ks + K,

donde a la izquierda tenemos el determinante de la matriz que actlla como operador
sobre x; y a la derecha tenemos el determinante de la matriz que sustituye la columna
correspondiente, la primera en este caso, por la columna de constantes c,,c,,c;. Para
calcular los productos asociados a estos determinantes hay que tener en cuenta que al
multiplicar una constante por el operador §, la constante pasa a la izquierda del
operador, salvo que esta constante incluya un valor c¢;,c,,C3 ; en cuyo caso 6 actla
sobre este valor ¢; constante y por tanto el producto correspondiente vale cero. Con
estas condiciones resulta para x; esta ecuacion diferencial

{52 + (kg + ko )[ms6? + (ke + kg )[mes? + (kg + Ko )| k252 + (ky + k)|~ k2 [y + (ks + kg I, =
(k, + ka)(ks +Ky )y +KokaCy + kzcz(ks +ky)—kic,

4 ., . . . . . 7
También puede incluirse fuerzas de rozamiento proporcionales a la velocidad que seran de la forma
—uidXi , i=1,2,3
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gque es una ecuacion diferencial de 6° orden y que requiere para su solucion de 6
condiciones iniciales, correspondientes a las posiciones y velocidades iniciales de
cada una de las masas.

Este método se puede aplicar también para manejar las ecuaciones diferenciales de
circuitos eléctricos RLC lineales; siempre con el cuidado debido a la hora de calcular
los determinantes. En este caso los valores c; pueden incluir funciones del tiempo
correspondientes a las fuentes de tension del circuito y la accion del operador & sera
producir la derivada correspondiente.

En el resultado anterior hacemos el cambio x;=x’+a;, donde a; es una constante
elegida convenientemente para cancelar el segundo miembro y que representa la
posicion de m; cuando el sistema esta en equilibrio estatico. De este modo tenemos

{52 + (kKo )[mys? + (k, + kg [mas? + (ks + kg )] K2 M2 + (k, +k, )| k2 [mes? + (kg +k, ), =0 (eqM1)

esta ecuacion es compleja, pero acepta soluciones del tipo x=A.exp{iwt} que conducen
a un conjunto discreto de valores w; correspondientes a oscilaciones puras a
frecuencias determinadas que pueden darse en el sistema. Que todo el sistema oscile
a una frecuencia determinada esta de acuerdo con lo dicho en el apartado La
constancia de la frecuencia de la seccién 13. Estas frecuencias se denominan modos
normales de oscilacion del sistema y es facil ver que la solucién propuesta genera una
ecuacion cubica en w?, de modo gue el nimero de modos normales de oscilacién de
nuestro sistema es 3 como maximo. Esto sigue siendo cierto aun con fuerzas de
rozamiento, ya que estas fuerzas, a parte de amortiguar el movimiento, solo introducen
una moadificacion en las frecuencias de los modos normales del caso sin rozamiento.
En el sistema de coordenadas referido a los puntos de equilibrio de las masas, la
ecuacion matricial correspondiente es (X'—X)

m5% +(k, +k,) —k, 0 %) (0
—k, m,&2 +(k, +k;) —ksg X, |=|0|=

0 —k, my82 +(ks +k )\ x5 ) 10

m 0 0Y)d* (k;+k,)  —k, 0 X,

0 m, 0 |6&%|=- -k, (k+ks) —ks [x

0 0 my) d°x 0 Ky (kg + k)N X

El andlisis de esta ultima ecuacion diferencial matricial mediante las técnicas de los
Sistemas Dinamicos permite el célculo de los modos normales de oscilacién del
sistema. La forma matematica anterior indica que podemos utilizar operaciones
algebraicas similares al caso del espacio vectorial euclideo, aunque los valores X;,X2,X3
son ahora medidas tomadas en la misma dimensién y para particulas diferentes.
Podemos calcula la energia E del sistema haciendo el producto escalar de la ecuacién
matricial anterior por el vector dr=( dxy,dx,,dx3) e integrando
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. m 0 0)dx ; (k, +ky)  —k, 0 %
[ldx, dx, dx)e| 0 m, 0 |87, [=—[(d dx, dxg)e| —k, (k+k)) —k; | %
vo 0 0 m)\é%x| ° 0 Ky (kg k) %

donde los vectores r y v se definen como r=(Xy, Xz, X3),v=(0X;, OXz, 0X3). Las matrices
de la expresién anterior son simétricas (iguales a su traspuesta) y por tanto las
operaciones asociadas son conmutativas respecto de los vectores correspondientes,
lo cual nos lleva a la siguiente propiedad para la diferencial (d)

M=MT =aeMb=beMa
d(aoMgl):(da)oME_l+aoM<da)= 2(d5).M5

con lo que la energia del sistema vale (se sobrentiende el punto del producto escalar)

. m 0 0Y & . (k; +k,)  —k, 0 X,
E= E(éxl K, &) 0 m, 0 [, |+ E(Xl X, X —k,  (ky+ks) kg | X%
0 0 my)\x 0 ks (kg k) N\ x

La simetria de la matriz de constantes k permite una diagonalizacion, es decir, existe
una base vectorial de coordenadas cartesianas ortogonales ¢; girada respecto de la
base vectorial de coordenadas cartesianas ortogonales x; y compartiendo origen
comun; y en esta nueva base las componentes de la matriz de constantes k son nulas
salvo en la diagonal. Si este giro se describe con la matriz G, cuya inversa es su
traspuesta G', tenemos

0 Xy Xy 0, 1 00
4, |=G| %, |[=| X%, [=G"| g, | GG"=G'G=|0 1 0
0; X3 X3 0; 0 0 1
1 m 0 O & 1 (k1+kz) -k, 0 O
EZE(&M &, 5%)(3 0 m O G' &, +E(q1 d, %)G -k, (k2+k3) —k; G' g,
0 0 m oo 0 —kg (ks +ky) 03
m 0 O &y k! 0 0)q
E—l 0 0 |GT 1 0 kI 0
—2(5(11 A, 5(13)6 m, A, +2(Q1 4, 0 2 g,
0 0 m, & 0 0 kifd,

La matriz de masa no es necesariamente diagonal en la nueva base y denominamos a
sus componentes m%. La Lagrangiana® L del sistema es la diferencia entre energia
cinética y potencial y las ecuaciones de Euler, validas en cualquier sistema de
coordenadas, para cada una de las coordenadas independientes q, (I=1,2,3) producen

1 1 oL dfoL) 1
ng%mﬁ(&li )(5(11)—5(@%2 +kglaj +k§q§) aq,:dt(a&,]jz%mﬂ(éij)@' +mﬁ(52qi)5u =k'q,

donde &; es la delta de Kronecker, igual a 1 si i=j y O en caso contrario. La cosa se
simplifica mucho si las masas son iguales m=m;=m,=mjz , ya que la matriz de masas

® Ver “Introduccion a la Mecanica Analitica” y “Cinematica y Dinamica del Sdlido Rigido” para el trabajo
con matrices.
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es proporcional a la matriz identidad y por tanto en la nueva base la matriz continuara
siendo la misma, con lo que el resultado anterior pasa a ser

kq
mé&2q,= kg, = of = FI 1=123

que son tres ecuaciones similares al caso de tres muelles independientes con
constantes elasticas k% y tres frecuencias de oscilacién w; correspondientes a los tres
modos normales de oscilacién, frecuencias en las que el sistema, como un todo,
puede oscilar; sin considerar influencias externas. Este caso de masas iguales
conectadas por muelles es util en modelos atdmicos de moléculas y redes cristalinas.

Modelo de analisis para las ondas en gases.

El modelo de analisis de ondas para el caso de la banda elastica se puede ampliar
facilmente al caso de ondas en gases : se divide el gas en elementos de masa
conectados por pistones sin masa que contienen elementos dV con gas en
condiciones de presion y temperatura determinados. El movimiento del elemento dm
dependerad de una diferencia de presiones entre secciones contiguas del gas. El
comportamiento estatico del gas esta descrito en general por la ecuacion de estado
del gas y en concreto por el tipo de proceso que experimente el gas. La imagen
representa el caso mas sencillo con dos émbolos elementales con paredes fijas en los
0.V p+dp,dV’ extremos derecho e izquierdo, de modo que las
oscilaciones (ondas) posibles serdn estacionarias
_I:l—O_D en un caso ideal. Si el sistema es perturbado,
dm entonces habra una discrepancia en general en la

presién de cada émbolo, y también un cambio de volumen gque se puede estimar por

dV = dSdx
dV'=dV —dSdé = d?V =—dSd2&

donde la variable x (dx) hace referencia a la distribucion de gas con los émbolos en
reposo, dS es la superficie de cada émbolo, d¢ es la modificacion de longitud de cada
émbolo, dV es el volumen inicial de los émbolos y d®V el cambio en volumen en un
instante dado en situacion dinamica entre dos émbolos elementales contiguos. Por
otro lado, la presiéon p no balanceada genera una fuerza sobre el elemento de masa
dm de valor (22 ley de Newton)

0°F = dsdp = dm & FEBD _ pav 20D ik Selel)

Podemos hacer los calculos para un proceso Isotermo y uno adiabatico derivando sus
funciones de estado para pequefias variaciones respecto del estado de equilibrio
(p,dV), de modo que dx >> d¢:
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1—Isotermo :pdV =cte — dpdV + pd?/ =0 — dSdpdV + pdSd?* =0 —

O2&(x,t O2&(x,t
02T 2

2 — Adiabatico : p(dV)” =cte — dp(dV)” + »p(dV )**d?V — dSdpdV + ypdSd* =0 —

2 2
ot P OX Y2,

donde y es el coeficiente adiabatico y p,o son los valores de presion y densidad del
gas no perturbado en el punto de equilibrio termodinamico en el que se ha hecho el
analisis. El contraste experimental a través de la medida de la velocidad de sonido
indica que la velocidad esta mas proxima a c, y por tanto es un fenémeno de tipo
adiabatico. Note el lector que la velocidad de las ondas mecanicas se calcula a partir
de valores propios del equilibrio del sistema. En este caso los parametros son la
presion, la densidad de un gas en equilibrio; y el cociente entre calores especificos a
volumen y a presion constante, parametros propios del equilibrio termodinamico. Esto
nos dice que las ondas mecénicas estan asociadas a modificaciones relativamente
pequefias respecto a las condiciones de equilibrio de un sistema estable; es decir, un
sistema que tiende a recuperar su estado inicial de equilibrio en respuesta a
perturbaciones.

El modelo propuesto maneja la masa mecéanica de un sistema complejo como el gas
como una propiedad en parte desligable por medio de un punto de masa dm en dicho
sistema dentro de la aproximacién cuasiestatica asociada a sistemas elementales;
algo relacionado con los teoremas mecanicos del Centro de Masas. Pero finalmente el
lector debe notar el significado del concepto de modelo fisico. La realidad a nivel
atomico del fendbmeno ondulatorio en una gas es muy diferente de unos pistones
conectados por masas. Pero el modelo fisico es capaz de recoger aspectos relevantes
del proceso fisico; en nuestro modelo las variaciones de presion asociadas a la onda.
El modelo permite también combinar los aspectos relevantes con leyes fisicas
conocidas y formular ecuaciones diferenciales con soluciones contrastables con el
comportamiento de los gases reales.

Separacion de variables de la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas y
simetria axial.

Imaginemos una carga puntual localizada en z, en nuestro

sistema de coordenadas. Tomemos la funcion /J\/f*ZO\

Evidentemente es una solucion de la ecuacion de Laplace y se
puede apreciar en el dibujo que dicha funciébn es simétrica
) 5 respecto de angulo ¢, es decir, supuesto z, fijo, es una funcion
s v f(r,6). Podemos ver la dependencia funcional explicita de la
' funcion asi
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-1/2
f(r,a):,l, = ! — =(r2+z0 2z rcos(ts’))ll2 :[1+(Zr°j -2—= cos(e)J

‘I’—ZO‘ V(r—zo) e (r-zo)

esta funcidén debe cumplir la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas que, como
vimos en el trabajo sobre mecénica de fluidos, es

1(6r{rzgfrD+r s;(e)(ae{ " )D

donde la simetria que manejamos nos permite eliminar el término correspondiente a la
variable ¢. Recordando la importancia de las series infinitas en la solucion de este tipo
de ecuaciones diferenciales, podemos expresar la funcién f(r,6) de esta forma bajo
ciertas condiciones. Si r es suficientemente mayor que z, de modo que se cumpla

2
0< (ZOJ — 2% cos(0) <1
r r

Entonces f(r,0) se puede expresar exactamente como una serie infinita de Taylor de la

2
forma f(r,0)== (1+x)1’2 1(1—)( S S J x=| 2| —2%2cos(9)
r 2 8 16 r r

debido al caracter polinébmico, es evidente que podemos expresar la serie infinita
anterior de esta forma

ZP,(@)[ j SY RO 7y <<
1=0

T

donde P, se define como el factor asociado a la potencia | de zy/r y es un polinomio en
cos(6). Este grupo P, se conoce en mateméticas como polinomios de Legendre. Note
el lector que hemos puesto f(r,6) como una suma de funciones separadas en sus
variables. Si aplicamos el operador de Laplace la serie infinita anterior tenemos para la
parte radial

0 o (141) 2 _ | _(1+2) _E - _ | ) (< | ~(1+1)
po {r r[Zz RO H ar{r [lz(; (1+1z,PO)r H_&’K; (1+Dz,P(O)r H_[IZ;I(Hl)zOF"(H)r J

y para la parte angular

1 o (1+1) ~ 1 oR (9) 0+
s.n(e){ae{ n(6) (ZZP(W m g‘{snw)(ae{ () m

y sumando ambas partes

(14 O lair PO )] -tsy _n_ 1 (o aR(9) (14
Z|(|+1)ZOP(6)I‘ +|Z;‘ Lm( 0)(69 {sm( 9)760 D}r _O—IZL;Z{I(IH)P,(&HSin( 9)[60 [sm(e) % D}r

dado que esta expresion debe anularse para cualesquiera valores de z, y r, dentro del
dominio de valores antes sefialados, es evidente que debe cumplirse, para cualquier
valor del indice |
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1 dP(H)
O TR

La ecuacion diferencial anterior debe verificarse para los polinomios de Legendre y
esta ecuacion diferencial resulta ser formalmente igual a la parte angular de la
correspondiente separacion de variables en coordenadas esféricas

I1+DR (6)+—

g(r,0) =R(r)®(0)

{5l oalslo]

donde la constante corresponde al valor I(I+1), de modo que la parte radial debe

cumplir
df ,dRT)

guiados por la forma de la serie infinita de Taylor que tomamos inicialmente f(r,6)
buscamos soluciones de la ecuacién anterior en forma de polinomios en r. Dada la
linealidad de la ecuacién podemos ver que las soluciones polinébmicas son

R =Ar +Br

de modo que la separacién de variables unida a la linealidad del operador de Laplace
permite expresar una solucion al problema en forma de serie infinita

SRIRO) =3 (Ar' +Br )R (6)

en el que vemos una soluciéon compatible con la funcién f(r,6) para el caso A=0

Férmula recursiva para los polinomios de Legendre

Segun la seccidn anterior tenemos para los polinomios de Legendre

(r2 +R? —2Rrx)ﬁl/2 = %i R (x)[?) ;. x=cos(d)
1=0

derivando respecto de la variable R tenemos

_2R 22”‘( +R2-2Rx) "7 = ,i P()[ jl (rx—R)(rz+R2—2Rrx)l/2:(r2+R2—2Rrx)ii;P,(x)(ljjl

1=0

(@ —R)Y 'R (0R' = (r + R2 — 2R3 Ir 'R (x)R"
1=0 1=0

debemos ahora igualar los términos correspondientes a la misma potencia de R, lo
gue nos dara la férmula recursiva para los polinomios de Legendre
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xr MR OR = r'R(X)R"=1Ir 2R ()R + Ir 'R (x)R" = 2xIr 'R ()R
potencia R I+1—1 y potencia R 1-1—>1 =
xr " TROR = r R OR = (1 +)rm R ()R + (1 =) "R, (X)R' — 2xIr R ()R

(1 +1)P; (%) = (21 +1)xR, (x) ~ IRy (x) ; Py (X) =1, B,(X) = X

Generalizacion de la formula para la difraccion de Fraunhoffer.

Se ha desarrollado la difraccién en el caso de que el foco y el observador estan en el
plano perpendicular a la rendija de difraccion y muy alejados de ella. En un caso mas
general el foco y el observador no estan en este plano y esto supone que, en la
imagen que hemos utilizado, la puerta asociada a las ondas planas incidente y
refractada esta “desquiciada”. Podemos considerar que ahora se trata de un plano que
puede girar arbitrariamente no respecto de un eje como antes, sino solo respecto de
un punto fijo. Este punto fijjo podemos tomarlo como origen del sistema de
coordenadas de la placa (x,y,z), con z perpendicular a la placa. Los valores Ry,d, se
refieren ahora al origen de coordenadas y para calcular los términos de desfase
debemos utilizar algo de algebra béasica. Si, en el sistema de coordenadas de la placa,
I, representa un punto en el plano de onda y r = (x,y,0) es la proyeccion de r, en el
plano de la placa segun la direccion del vector director unitario del plano u, entonces
se verifica para la distancia & correspondiente

5=(F—Fo)oto = ot
ya que en el sistema de coordenadas de la placa la ecuacién del plano verifica
roelo=0
para el desfase completo tenemos en nuestro caso
0 =04+ =F-(Gd —GR)

donde el vector uyq apunta hacia la placa y el vector ug apunta hacia el observador.
Podemos generalizar la expresion dada para la difraccion de esta forma

o oik(Ro+o) _ A _
¢C(r)=—IKET[COS(9(,)+COS(9R)] Jp(x, y)exp(—lx-r)dxdy, k(Ud —UR)Z—K
0

0 placa

donde p(x,y) es la funcién rendija que vale 1 para los puntos de la rendija y 0 para el
resto. Para un foco muy alejado seré uq constante y ug varia segun la posicion angular
del observador. Vemos claramente que la integral sobre la placa esta directamente
relacionada con la transformada de Fourier, en dos dimensiones, de la funcién rendija

P(X,Y).
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Difraccion de Fresnel

El dibujo muestra un foco de luz

\ (ondas) muy alejado cuyas ondas
r inciden en una placa de difraccién
....................... f tras la que hay una pantalla plana
de observacion paralela respecto
z a la placa y a una distancia z’. El
dibujo representa en trazo

punteado un rayo que atraviesa la

f placa difraccion rendija y llega a la pantalla de
pantalla observacio observacion en el punto . En un

entorno relativamente cercano a f’
apareceran las bandas de interferencia asociadas a la difraccion. El punto r'(x’,y’z)
corresponde a un punto arbitrario en la pantalla de observacién; mientras que r(x,y,0)
corresponde a un punto arbitrario en la rendija de la placa y R es el vector diferencia
entre ry r’. En estas condiciones la integral de difraccién se puede aproximar por

|kd0

go(r') = —lk—

[cos(@d)+<cos(9 )) jexp(,kr.ad)expgkR)dsl

donde la onda procedente de f llega aproximadamente como una onda plana a la
rendija, por lo que los términos asociados se pueden aproximar de la misma forma que
en el caso anterior de Fraunhoffer. La diferencia es que ahora suponemos que la
pantalla de observacion no esta en el infinito. Esto hace que el &ngulo 6k varie algo en
cada punto de la rendija, por lo que introducimos el valor medio <cos(6g)>. También
podemos aproximar el valor R, segun el teorema de Pitagoras, como

o =0x=x) +(y-yy

en tanto que esta aproximacion sea aplicable ( I<<|z]) , obtenemos para la integral de
difraccién correspondiente a la aproximacion de Fresnel

_ Ik(do+‘ ‘)
§,(7) =ik &

" T[cos(ed)+<cos(9 )>] J' p(x,y)exp(ikF-L_Jd)exp(ikl—dexdy
7T Up placa

2lz]

donde p(x,y) es la funcién rendija que vale 1 para los puntos de la rendija y O para el
resto; con el mismo margen de aproximacion el valor medio <R> se puede sustituir por
|Z].

En este punto, debemos observar la simetria que presentan los parametros d y R.
Hemos desarrollado la teoria para d—« y R cercano a la placa, pero de la simetria de
la integral de difraccién podemos ver que un andlisis para R— y d cercano a la placa
proporciona un resultado similar
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A eik(R0+\z,\)

$.(r') = 'k4,, @R, [<cos(0d)>+cos(€R)]pl.gcap(x,y)exp( ikr uR)exp(lk 2Zf]dxdy

12 :(x—xf)2+(y—yf)Z

donde el subindice f hace referencia al foco. Para el caso de incidencia normal sobre
la placa la linea punteada del dibujo coincide con el eje z y las integrales sobre la
placa son similares en los dos casos (z'=z,)

J' p(X, y)exp[ik Iﬁ dedy ; j p(X, y)exp{ik I'% ]dxdy
g 2| g 2|

Zonas de Fresnel y Telecomunicaciones.

Anteriormente hemos tratado las aproximaciones a la difraccién de Fresnel en que el
foco o el receptor se sitdan en el infinito. Queda por ver el caso en que ni el foco ni el
receptor estan a distancia infinita. Podemos ver facilmente que en este caso la integral
de placa es de la forma

122
, ik| —2 " ||dxd
p|'£cap(x y)exp | lzzp +22f:l X y

Imaginemos dos antenas de
telecomunicaciones, una emisora y
otra receptora como se muestra en
el dibujo. Las lineas segmentadas

verticales representan posiciones
de posibles placas de difraccion. Dada la geometria utilizada, tenemos I,=l=r.
Tomando z=|z,| y D la distancia entre antenas la integral de placa queda

2

. r‘D
) K ——— |dxd
pl‘gcap(x y)exp[l ZZ(D_Z)j it

el calculo de esta integral se hace normalmente utilizando métodos numéricos
basados en las zonas de Fresnel. Las zonas de Fresnel son anillos circulares sobre la
superficie de integracion de la rendija (z constante) definidos segun la expresion

r’D

(n—l)irS km

<nz; n=123..

la propiedad principal de las zonas de Fresnel es que entre dos zonas contiguas las
fases promedio de la onda son opuestas y por tanto provocan una interferencia con
componente destructiva en el resultado final. Resulta que la mayor contribucion a la
intensidad de la onda percibida desde el receptor procede de la primera zona de
Fresnel (n=1) y por tanto es importante que en los sistemas de telecomunicaciones no
aparezcan obstaculos (edificios, arboles, montafias...) que invadan la primera zona de
Fresnel. En largas distancias es necesario incluso considerar la curvatura de la tierra.
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El tamafio de esta zona se mide con el parametro r=r; y vemos que varia con la
posicién (z) de la placa de difraccidn segun la relacién (A longitud de onda)

r’D=2z(D-2z)4

con el cambio z=z;+D/2 tenemos

2
r’D+ zfﬂ:D—ﬂ
4

que es la ecuacion, en sus coordenadas candnicas, de un elipsoide de revolucion
representado en linea punteada en el dibujo anterior. Para ponderar la importancia de
las zonas de Fresnel en las telecomunicaciones recordemos que el rango de
longitudes de onda para las ondas de radio va de décimas de milimetro hasta cerca de
100 kilémetros.

Recordando la integral de placa al principio de esta seccién podemos desarrollar I2p de

esta forma

o _(=xP+(y=yf _X+y*  x%+y® iy’

Z‘ZP‘_ Z‘Zp‘ ) Z‘Zp‘ Z‘Zp‘ ) ‘Zp‘

Si ahora hacemos tender z2 —«, pero de modo que las proporciones xX'/zZ’ , y'/Z’ (es
decir los angulos de observacion) permanezcan constantes. El primer sumando del
resultado se va haciendo tan pequefio como gqueramos, ya que el numerador depende
de las dimensiones de la rendija. La integral de placa varia en las coordenadas no
primadas (X,y) y por tanto el segundo sumando es una constante en la integral de
placa; con lo que se puede sacar de la integral. Solo queda el ultimo sumando, que
corresponde al término de fase de la difraccion de Fraunhoffer

XX'+yy'

‘Z N

ol T )o(X,y)=Urer
p p

.

de esta forma la difraccion de Fresnel se convierte en la de Fraunhoffer para foco y
observador a larga distancia.

La serie de Fourier

La serie de Fourier aproxima una funcién é(x) en un intervalo de [0<x<P] utilizando
funciones seno/coseno con periodo P/n, n=1,2,3,4... segun la definicién

£(x) =2+ 3 [a, sin(k,x) + b, cos(k,x)] ; k, :2”T’f
n=1

Veremos que el término a, y los factores a, , b, estan totalmente determinados
partiendo de la definiciébn anterior. Multiplicando la definicién por sin(knX) y cos(kmx) e
integrando en el intervalo [0,P] tenemos



Enrique Cantera del Rio Sobre la ecuacion de ondas 63

0

Té(x)sin(kmx)dx =a0Tsin(kmx)dx+ {anfsin(knx)sin(kmx)dx+bnfcos(knx)sin(kmx)dx}
0 0 0 0

n=1

.[f(x)cos(kmx)dx = aojcos(kmx)dx +i{anjsin(knx)cos(kmx)dx+bnjcos(knx)cos(kmx)dx}
0 0 n=1 0 0

Recordando las propiedades de la exponencial compleja obtenemos las siguientes
relaciones trigonométricas

08Ky, X) +isin(Kyy, 0 X) = exp(iK,,, 0 X) = €xp(ik,, X )exp(ik,, ) =

sin(k,,,X) = cos(k,,x)sin(k,x) + cos(k,x) sin(k, x)
c0s(Kp,nX) = cos(k,,x) cos(k,x) —sin(k,x)sin(k,x)

La integral de las igualdades anteriores en el intervalo [0,P] es también nula, debido a
la “simetria diferida” de las funciones seno y coseno respecto del eje de abscisas (y=0)

P P P
0= [sin(Ky,,X)dx = [ cos(k,,x)sin(k,x)dx + [ cos(k,X)sin(k, x)dx
0 0 0

P p P
0= J'cos(kmmx)dx = Jcos(kmx)cos(knx)dx —jsin( Kk, x)sin(k,x)dx
0 0 0

Si hacemos las siguientes integrales por partes

P

P P
jcos(kmx)sin(knx)dx = —kicos(km x)cos(k,Xx)| — Ili—m_[sin(kmx)cos(knx)dx
0 n no

0
P K p
+ k—mj5|n(kmx)sm(knx)dx

P
jcos(kmx)cos(knx)dx = kicos(kmx)sin(knx)
0 n 0 no

vemos que los primeros términos del segundo miembro se anulan y sustituyendo el
resultado en las férmulas previas

P P
0= (1—|;—m].[cos(knx)sin(kmx)dx = jcos(knx)sin(kmx)dx =0 vm,n
n /o 0

P P
0= (t—’“—l} sin( k,x)sin(k,x)dx = jsin( k,x)sin(k,x)dx=0 Vm #n
0 0

n

en rigor la primera formula es para m#n, pero el lector puede verificar facilmente que
también es valida para m=n. Con estos resultados retomamos las primeras integrales
que planteamos para determinar los factores de la serien de Fourier de modo que
tenemos

Tf(x)sin(kmx)dx = aofsin(kmx)dx + am.?sin(kmx)sin(kmx)dx

P P P
J'cf(x)cos(kmx)dx :aojcos(kmx)dx +bm_|'cos(kmx)cos(kmx)dx
0 0 0

un célculo directo de las integrales produce
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p 2mzx
_[sin(kmx)sin(kmx)dx s KpX=U :i _[sinz(u)du = 2mz :E ;Vm=0
0 Kn o 2k 2

m

P
m=0:>a0jdx=aOP
0

el caso de producto de cosenos resulta en el mismo valor de la integral, de modo que
las constantes de la serie de Fourier quedan determinadas por las formulas

L cooi - a < 2100 b 2] 2w
8 =5 { E(x)dx ; a, —El.f(x)sm(knx)dx . b, = P_([f(x)cos(knx)dx k=

También se pueden calcular estas constantes utilizando la exponencial compleja, lo
gue puede simplificar el célculo de las integrales.

b, —ia, = %Tﬁ(x)(cos(knx)—isin(knx))dx = %Tg(x) exp(—ik,x)dx (coeficientes)
0 0

de modo que haciendo una sola integral se pueden calcular los dos coeficientes. Pero
la introduccién de la exponencial compleja tiene un calado mas profundo que podemos
mostrar en este desarrollo

(b, —ia, Jexp(ik,x) = b, cos(k,x) +a, sin(k,x) +i(b, sin(k,x) —a, cos(k,x))

Si hacemos un sumatorio para n en [-«,+=] y teniendo en cuenta que a,=-a, y b.,= b,

0 0

> (b, —ia, Jexp ik, x) =Y (b, cos(k,x) + a, sin(k,x)) + ii(bn sin(k,x) — &, cos(k,x))

=by+2)" (b, cos(k,X) + &, sin(k,x)) =
1

©

i@em(iknxk%‘)Jr > (b, cos(k,X) + a, sin(k,x)) = £(x)

-0 n=1

donde by/2 es el valor medio de &(x) en el periodo P ; segun la férmula de los
coeficientes. Si en los resultados hacemos el cambio x—x-P/2, podemaos resumir el

resultado con estas expresiones
P/2

1 .
. e == [E0)em(=ikx)dx
E(x) =Y. c exp(ikyx) ; P12
T 2n b. —ia
kn _ Pﬂ' , Cn _ n 2 n

El teorema de Parseval

El teorema de Parseval es un resultado sobre la potencia media de una sefial temporal
periodica {(t) de periodo P. La potencia instantanea de una sefial corresponde a su
valor al cuadrado. Podemos utilizar los resultados anteriores sobre las series de
Fourier espaciales haciendo el cambio x—ct y tomando el periodo temporal T tal que
P=cT; donde c es la velocidad de propagacion de la onda. Si el medio de propagacion
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es lineal esta velocidad ¢ es constante e independiente de la longitud de onda (k,); con
estas consideraciones tenemos

P/2 P/2 P/I2 ( » © P/2
[e20adx= [e00e*ydx= | {chem(iknx)HZc;em(—ikmx)}dx: [ 2" cacm o9 (iky_p X)X
—-P/2 —-P/2 -p/2 - —© —p/2n,m
introduciendo la integral dentro del sumatorio tenemos
P/2 P/2
D Culm Jem(ikn_mx)dx; jem(ikn_mx)dx:PérT =
n,m -P/2 -P/2
17 = = (b, —ia, \ by +ia, ) 1
E_J/fz(x)dx:%:cncmérﬂ“ =§Cn0n =ZOC:( n > ”j{ n > ”j=Z§a§+bn2

P/2 2 ©
a, =—a
n>0- " ‘"}:»i jgz(x)dx:(b—o) +23 a2 112
b, =b_, p 1 2) 24

donde o™, es la delta de Kronecker: igual a 1 si m=n y 0 en caso contrario. En
resumen tenemos que la potencia de la sefial promediada en un periodo P es igual a
un término constante asociado al valor medio de la sefial mas la suma de las
potencias medias de las ondas componentes de la serie de Fourier de la sefal {(x).
Vemos que en un sistema lineal, energéticamente, las componentes de la serie de
Fourier se comportan de forma independiente y no hay transferencia de energia ni una
energia potencial entre ellas, como se menciona en el texto; esto es lo que significa la
integral

P/2

[exp (iky_nx)dx= P57

-P/2

En sistemas no lineales puede existir esta transferencia de energia o energia potencial
entre componentes de Fourier. Este resultado tiene su importancia en el equilibrio
termodinamico entre radiacion y materia del cuerpo negro; punto de inicio de la fisica
cuantica. Si no es posible el intercambio de energia entre componentes del campo
electromagnético (componentes de Fourier), entonces el Gnico mecanismo posible es
la interaccién directa entre radiacion y materia. Planck propuso la cuantizacién de esta
interaccion y Einstein fue el primero en proponer que en esta interaccion materia-
radiacién se realiza con intercambio de fotones y de dos formas: mediante procesos
aleatorios y mediante procesos estimulados por la propia radiacién en la que la fase y
la frecuencia de la onda juegan un papel importante en el intercambio de fotones.

La transformada de Fourier

El resultado anterior permite una extension para el caso de una funcién arbitraria &(x)
gue no sea periédica pero con propiedades adecuadas en cuanto a sus integrales.
Para esta extension basta considerar que el periodo P tiende a infinito. En estas
condiciones tenemos para la segunda formula del resultado anterior (definicion de c,)
sobre la serie de Fourier, introduciendo un factor 1/v21r por conveniencia
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b, —ia,

\/_ \/_ jf(x)exp —ik,x)dx

LimP—)oo

la existencia de este limite supone que la integral de la parte derecha esti bien
definida y no toma valores infinitos; lo cual acota el conjunto de funciones {(x)
compatibles con la transformada de Fourier. La primera formula del resultado de la
seccion de la serie de Fourier se puede presentar de esta forma

Ak, =2—”An An=1=—" Aky =1l=
P 27 P

> b, —ia, . Ak, —ia, .
f(x)—gTem(lan%zmp} \/—; Pexp(lknx)Ak

El dltimo sumatorio corresponde a una suma de Riemman de la integral
correspondiente, que en el limite P—« produce

: ) b, —ia, . AC(k,) -
k)=Limp_,, —~——"P = Lim nz; k,) =
é:( ) P— 2‘/5 Akn—0 Akn ( n) 2‘/5

é(k)=% [ 20000 (- ikaox ; 5(x):% [0 e (ikx)ak

gue son las relaciones correspondientes a la transformada de Fourier. Para que exista
la transformada de Fourier de una funcion ¢(x) esta debe decrecer hacia cero con
suficiente rapidez cuando x se mueve hacia x; por ejemplo no existe la transformada
de Fourier de funciones polinémicas.

Podemos ampliar la transformada de Fourier a funciones f(x,y) de dos variables
independientes facilmente

[jf(x y)exp (—ik x)dx}exp( ik y)dy:>

—0

f‘(kx,y)=%jf(x,y)em(—ikxx)dx:»f(kx,ky) 7| jf(kx,wem( ikyyRy == |

—00

—00 —00

F(k, K )_ij jf(x y)exp (- ik o kxdy: {': (()'jy';)

La serie de Fourier, la transformada de Fourier vy la delta de Dirac.

La delta de Dirac para una variable real® x se define como una funcién generalizada
con las siguientes propiedades

o(xX)=0 ;x=0

_T&(x)dx =1

® para varias variables independientes se define 5(x,y,z,...)= 6(x) &(y) 5(2)....
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Podemos imaginar una funcién periédica que sea repeticién de la delta de Dirac en un
intervalo [-P/2,P/2]. La funcién generalizada correspondiente es

5p(x) =0 ;x#nP ,n=0,£1,+213......

(n+2)P/2 =5 = S(x=nP
jap(x)dx:l P Zn: ( )

nP/2

La serie de Fourier correspondiente a la funcion periodica &, sera

a ,i PJ/'Z 5 (x)dxfi- a fz PJ/.25 (x)sin(k,x)dx=0; b 73}’5 (x)cos(k X)dX*E' K 2”_71'
’ P o' PO P " Py P " PP P

Sp(x)= %(%+ icos(knx)J
1

si expresamos la serie de Fourier de una funcién & de periodo P arbitraria sustituyendo
el valor de los coeficientes por su definicion tenemos

1 P/2 © | 92 P/2 . ) 2 P/2
g(x):g .[(:(u)du +nz_‘1|:P .[g(u)sm(knu)sm(knx)du +E '[é(u)cos(knu)cos(knx)du }

—P/2 —P/2 -P/2
P/2 w
£0=2 ] dug(u)[l+Zsin(knu)sin(knx)+cos(knu)cos(knx)]:
P—P/Z 2 1

P/2 PI2
2

5 j dué(u)(;+icos(kn(u—x))j = j du&(u)s, (u—x)=¢(x)
1

-P/2 -P/2

de esta forma, si la serie de Fourier definida para 6, es valida, entonces se demuestra
que la serie de Fourier de cualquier funcién € converge al valor esperado en cada
punto é(x). Sin embargo existen mas teoremas de convergencia de la serie de Fourier
gue resultaran interesantes para el lector.

En el limite en que el periodo tiende a infinito tenemos la transformada de Fourier de la
funcién generalizada delta de Dirac. La transformada inversa de Fourier proporciona
una expresion alternativa de la delta de Dirac.

S(k) = % ja(x) exp (— ikx)dx =% C 5(X) = i j exp (ikx)dk

Se pueden demostrar facilmente las siguientes relaciones derivadas de la anterior

T f(X)s(x—u)dx= f(u)= f(x)d(x—u)=Tf(u)s(x)

—0

J(ax) :ﬁ&(x)
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de forma tal vez inesperada, podemos calcular también la transformada de Fourier del
tren de pulsos 6, , que es una funcidn periddica

5y(k)=——

J'exp IkX)dX+z jcos(knx)exp( ikx)dx ] (:OS(knx):e><p(ian)+2e>§0(—iknx):>

\/_ ( =1 "o

gp(k)z\/_P[Iexp |kxdx+z J.e)go ik —k,) x)dx+fe>go i(k +k,) ] i\/;_ﬁ.[cexp i(k =k, )x)dx =

n=l _o —o0

ép(k)_‘/_ié(k k) k, = P”

) A partir de la delta de Dirac se pueden definir el escalon de Heaviside
6(x), una funcién generalizada que tiene la ventaja de la visualizacion
en un diagrama cartesiano; lo que permite introducir nuevos

planteamientos.

0 ;x<0 _ do(x)

=5(x
1;x>O:> dx 9

0(x) = Jx'é(u)du ={

Podemos visualizar faciimente la funcién generalizada 6(x*-a® en la
0 imagen adjunta; de la representacion gréafica podemos ver la identidad

B(x*-a%)=1- 6(x+a)+ 6(x-a) (a>0) , y derivandola tenemos

i9(x2 —a%)=2x8(x* —a?)=-5(x+a)+S(x—a)= S(x* -a?) =—i5(x+a)+i5(x—a)
dx 2% 2X

5(x% -a?) =%(§(x+a)+6(x—a)); a>0

Podemos generalizar facilmente el resultado anterior para una funcién

------- / f(x) arbitraria que sea argumento del escalon de Heaviside. La funcién
“ f(x) se representa con puntos en el dibujo adjunto y sus ceros son X ;

— ~  de modo que tenemos  O(f(x))=6(x-x"o)- O(X-X°g)+.. .-...

d dof N _
SO 00) =251 00) =50 1§) = 5x=38) +...= 51 (0) = = (5= x) =S (x—x2) +...)=>

o(x xo)

(1 00)= Z\df/dxi

el modulo de la derivada aparece debido al caracter creciente (derivada positiva) o
decreciente(derivada negativa) de la funcién en los sucesivos ceros de la funcion.

Si f(x) es una funcion derivable podemos plantear la siguiente integral de 6(xX)f(x) y
resolverla por partes



Enrique Cantera del Rio Sobre la ecuacion de ondas 69

. a>0; f(a)—f(O):f(a)—if(x)&(x)dx
j H(X)—dx o) f () - j f (X)S(X)dx = . -
- a<0;0=0- [ f(x)5(x)dx

y por tanto obtenemos de nuevo

f(0) = T f ()X = f(X)S(X) = f(0)5(x)

—0

Andlogamente al caso anterior Si f(X) es una funcién derivable podemos plantear la
siguiente integral de 6(x)f(x) y resolverla por partes, lo que nos lleva a la funcién
generalizada correspondiente a la derivada de la delta de Dirac dé/dx

9509 £ (x)=0: x<0

df (u) dé(X)

f)=-'(0)

do(u)
j 5(u) j f (u)du = &(u) f (u)[*

o, du I 90ts) o -
® (x)=-=1'(0); x>0 o

do df
—f(X)=——0(x
dx (x) ” ()

Un desplazamiento a la derecha de valor nP en la coordenada x de una funcién
cualquiera f(x) en el plano Cartesiano se puede expresar asi

]Z f(x=u)s(u—-nP)du= f(x—nP)

—00

Trasformada de Fourier de funciones periédicas

Si la funcion f(x) es periédica de modo que se repite la matriz f,(x) no nula en [-P/2,P/2]
y nula fuera de este entorno, entonces podemos representar f(x) asi

f(x)=> f,(x-nP) = Tfp(x—u){zfi(u—nP)}du: Tfp(x—u)(ip(u)du

Lo que nos permite calcular la transformada de Fourier de una funcién periédica

0 0

- 1 . < 1 % .

f(k)=— du |dx f (x—=u)S(u—nP)exp(—ikx) = dus(u—nP){— | dx f, (x—u)exp(—ikX

(k) JEZ[O jw o (x—U)8(u —nP) exp(-ikx) ij ( ){ﬂ[o o (x—u)exp( )}
el término entre llaves se puede resolver como

de fo(x—u)exp(—ikx) = exp(-iku) Td(x— u) f,(x—u)exp(—ik(x—u)) = \/Zexp(—iku) fp(k)

—00 —0
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sustituyendo en la transformada de Fourier de f(x) y recordando la transformada de
Fourier del tren de deltas 6, tenemos

f(k) = fp(k)T du> 5(u-nP)exp(-iku) = V2 f, (K)5, :2?” i fo(K)Sk—k,) 5 K, =2”?”

recordando los coeficientes de la serie de Fourier, llegamos a la siguiente relacion
entre los coeficientes de la serie de Fourier y la transformada de Fourier de una
funcion f(x) de periodo P

b,—ia, 1f _Yor ¢ _ b, —ia,
o J/I (x) exp (= ik, X )dx x="= ok, )= fo(k,) = 2\/5 P

Teorema de Parseval para transformadas de Fourier continuas.

Como en el caso de la serie de Fourier planteamos la integral del moédulo al cuadrado
de una sefal {(x). Esta integral se analiza en términos de la transformada de Fourier
de esta forma

00

Joeoof = Jexcos0 == | dX[ Tdké(k)g*wei“J -5 ] dX[T dké(k){ Tdk':%k')e-ik'*]ei”]

reagrupamos términos factorizando la integral en dx con los términos independientes
de x tenemos:

L Tyl
IdX|<§(x)| = j dk“ dk'E(k)E" (K )[ ”:[dee kk B

00

recordando la definicién integral de la delta de Dirac tenemos

Slk—k')=— jdxe ikt jdx|§(x)| - j dk(jdk ER)E K)ok — k') J Idkg(k)zf (k) = jdk|§(k)|

y por tanto la integral del médulo al cuadrado de la sefal es igual a la integral del
modulo al cuadrado de la transformada de Fourier de la sefial. Podemos recuperar
este resultado partiendo de otro deducido anteriormente en el caso del Teorema de
Parseval para series de Fourier

P b, —ia, b, +ia, ) 2 (b, —ia, ) b, +ia, )27
Y e o Y | (o (o

-P/2 -P/2 n=—0

tomando el limite cuando P—« y haciendo dk=2m/P

by +ia, )27 Tz
Ilfl (x)dx = Limp_, Z( o 2n P]( o T2n PJF:E("M (k)dk
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Funciones de Green para ecuaciones diferenciales lineales. Transformada de Laplace
y Convolucion.

En la seccion anterior de este apéndice sobre ecuaciones diferenciales lineales
obtuvimos las soluciones de ecuaciones factorizables linealmente en términos del
operador diferencial. La funcion de Green G(t,s) corresponde a la solucion particular
de estas ecuaciones para f(t)=4(t-s). Segun los resultados obtenidos tenemos

1-Ecuaciones de primer orden

t<s—>0

dy _ _ [ta-tato-a®) _
2 _a(t)y=5(t-s) = G(ts) = joe S(x—s)dx= oy ol [ =

dt
G(t.s) = 6(t - S)e{a(t)—a(s)} :§50

recordemos que, dado que la funcion de Green es una solucion particular, debe
verificar que el valor de la funcion en t=0 es G(0,s)=0 y por tanto el dominio de la
variable s no incluye el cero y es s>0.

2-Ecuaciones de segundo orden. Aqui podemos utilizar el resultado anterior

t<s—>0

t>s- deg(x _5)ebO-b(0lglat-ae)]

d_ d_ st [y @BO-D00} g0y _ eyalat-a®)} _
(dt a(t)Idt ﬂ’(t)}y(t) S(t—-s)=G(t,s) jodxe d(x—s)e {

El calculo de la integral es complejo en general, asi que simplificamos al caso en que
la ecuacion diferencial es de coeficientes constantes. Sacando fuera de la integral los
factores que no dependen de x e integrando por partes tenemos

t t
J.(:dxe(x —s)el® A — g(x - s)j dx el@A) i —!dx[d(x - s)j dx e(“‘/’)x} =

! e(afﬂ)x !

a-p 0

e(afﬂ)x e(afﬁ)x

o {5( ) } o(x-5) e
—10x X—S =0(X—5S -
o0t

)s t
O(x —s) 5 ! dxS(x —s)

0

y afladiendo los factores restantes

- alt=s) _ aA(t-s)

Note el lector que para el caso de ecuaciones con coeficientes constantes resulta ser
G(t,s) = G(t-s) y que la solucion particular de la ecuacion diferencial corresponde a una
integral de convolucion

Yo = jG(t-s)f(s)ds:[G*f](t)

Convolucién
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La integral de convolucion de dos funciones f(x),g(x) se define como

[f*gJ0 = [ f(x-u)g(u)du

haciendo el cambio x-u=u’ se invierte el orden de integracién y tenemos

—00 o0

[ )0 = [ F)gl-u)(-du)= [ f@)g(x-u)du=[g*f}x)

de modo que la operacion de convolucion es conmutativa. Se demuestra también que
la transformada de Fourier de la funcion convolucién equivale al producto de las
transformadas de Fourier de f(x) y g(x). Sin embargo esto también es cierto con la
transformada de Laplace, que es una generalizacion de la transformada de Fourier.
Obtenemos la transformada de Laplace haciendo el cambio ik—z en la transformada
de Fourier, de modo que z =(a+ib) es un numero complejo con parte real e imaginaria.
También se abstrae el factor 1/N2r de la transformada de Fourier

dee’zx[f *glx) = T dedue’Z(X’”)f(x—u)e*Z“g(u) = T duﬁ?dxeZ(X“)f(x—u)}e“‘g(u)

donde, dado que x,u varian de modo independiente, hemos agrupado los términos
dependientes de la variable x en la integral del corchete. Podemos ver que el valor de
esta integral es independiente del valor de u y que coincide con la transformada de
Laplace de f(x), ya que dentro de esta integral d(x)=d(x-u) al ser u constante y los
limites de integracién [-~,=] eliminan la referencia a la variable u. Por tanto podemos
factorizar de esta forma

dee’zx[f *glx) = Td(x—u)e’z(x’“)f (x— u)}[ 0Jgdu e“‘g(u)} =

—0

jdxe’“[f *glx) = f(2)6(2)

donde f(z) y g(z) son ahora las transformadas de Laplace de las funciones f(x),g(x).
Enlazando este resultado con el anterior, tenemos que la transformada de Laplace de
Yp sera

Y,(2) =G(z)F(2)

Podemos ver en F(z) una representacion de la sefial de entrada a un sistema y en
Yp(z) una representacion de la sefial de salida; G(z) corresponde a la funcion de
transferencia que transforma la entrada en la salida y describe al sistema como una
caja negra, sin entrar en detalles fisicos. Para esta interpretacion debemos estar en
condiciones de forzar la sefal de entrada o consigna segun una determinada funcion,
gue puede ser un cambio de potencial eléctrico. Si la sefial de salida también puede
ser mantenida de esta forma, puede convertirse en entrada para otro sistema; incluso
para el propio sistema productor. La teoria clasica del control automatico desarrolla
modelos matematicos de sistemas conectables asi. El descubrimiento del transistor
supuso un paso adelante permitiendo el disefio sencillo de sub-sistemas eléctricos
conectables de modo que la salida de uno sea la entrada de otro. La inversa de la

transformada de Laplace seria algo del tipo jf(z)ezxdz cuyos limites de integracion

habria que dilucidar en el contexto matemético del andlisis de variable compleja.
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Transformada de Fourier de campos vectoriales : componentes longitudinal y
transversal.

La transformada de Fourier es una operacibn compuesta de multiplicacion por un
escalar y suma (integral). Por tanto la transformada de Fourier es una operacion
esencialmente lineal y que tiene sentido, si la integral es convergente, sobre cualquier
objeto con Aalgebra lineal : vectores, matrices, tensores e incluso operadores
matematicos diferenciales. En el caso de un campo vectorial {(x,y,z,t) la transformada
de Fourier serd, abstrayendo factores constantes

r=(xY,2)
k = (ky Ky k,)

R3

£kt = [[] exdydzz (r, e {

£ =[] dk,dk, dk, zE(k, e |
K3

donde la integral se extiende a todo el espacio ondulatorio (K3) con vector de onda k o
geomeétrico (R3) con vector de posicion r. Por tanto la transformada de Fourier de un
campo vectorial es otro vector con la misma algebra lineal euclidea. De este modo
podemos plantear una descomposicion del campo vectorial de la transformada de
Fourier {(kyky,k;,t) en las componentes paralela(k=) y perpendicular(kL) al vector k.
Esto se consigue mediante la férmula del doble producto vectorial de esta forma

n _._A —k= A —
— (= = = /= AN\- - A — = = = §¢:kk2§;§ :(§¢k
kx(gﬁxkj:kzg—[kogjk:g(k,t)=§¢(k,t)k+kx§A(k,t); i

re (:AXE oL - =

Sa= 2 & =kxéa

de este modo la transformada de Fourier inversa se formula en dos componentes. La
componente correspondiente a {» se puede re-escribir utilizando el operador gradiente
de esta forma

[I] ki, dk, &, k, ket =i [[[ di,dk, di, €, (k, V™™™ ==V ; g =i[[[ dk,ak, dk, &, (k, e ™"
K3 K3 3

La componente correspondiente a {x se puede re-escribir utilizando el algebra del
operador rotacional, desarrollado en el trabajo sobre mecanica de fluidos, de esta
forma

v X(gem.;j _ (Vem.; )Xg i TR E,

([ ki, i ox €7 = i dkxdkydkzw(ge‘“j VA ; A=-i[] dk,dk,dk, £,e ™0
K3 K3 W3

en suma tenemos que un campo vectorial {(x,y,z,t) se puede representar de esta
forma
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$= igé[dkxdkydkz %e‘k"

E(r.1) = [[] dk,dk, dk, (kD™ = Vg +VxA <
K3 Z\:—igé" dk,dk, dk, %Zkeiﬁ

El resultado encontrado es el mismo que la conocida descomposicion de Helmholtz de
un campo vectorial, que se presenta en el trabajo sobre mecéanica de fluidos. Si es el
caso de una campo vectorial cuyo espectro solo incluye un vector de onda k,, como
puede ser el caso en una guia de ondas; entonces el resultado anterior indica la
existencia de dos componentes del campo vectorial, una paralela a k, correspondiente
a una onda longitudinal y otra perpendicular a ko u onda transversal.

Los potenciales retardados de una carga puntual

Supongamos que tenemos una carga puntual Q en reposo en nuestro origen de
coordenadas y a una distancia D del origen un observador mantiene una carga menor
g en reposo aplicandole la fuerza correspondiente para equilibrar la interaccién
coulombiana. El sistema se mantiene sin cambios, pero en el instante t=t- se mueve
bruscamente la carga Q. ¢ Qué efectos tiene esta accidon segun el observador? Segun
el electromagnetismo la accion supone una modificacién del campo de la carga Q y
esta modificacion del campo sigue la ecuacion de ondas para una onda que se
propaga, en el vacio, a la velocidad de la luz c ; asi para los campos eléctrico y
magnético en el exterior de la carga Q se verifica la ecuacion de ondas

1B

2

10°E
c? ot?

- V2B=
c? ot?

V2E=

Siguiendo el principio de Huygens, el observador percibira las consecuencias de la
modificacion del campo solo cuando la primera onda esférica, partiendo del origen de
coordenadas en t=t- cubra la distancia D al observador; es decir, el observador
percibira cambios en un tiempo posterior t,= t +D/c.

La técnica de los potenciales retardados permite calcular los potenciales eléctrico (V) y
magnético (A) modificados por efecto de la propagacién ondulatoria del campo
electromagnético. Para el caso del potencial eléctrico V, en un caso estatico y en un
espacio vacio, libre de condiciones de contorno tenemos

dv'

p(r)
For

V(ro) =k|

donde r, indica el punto de observaciéon y r’ numera los elementos de carga p(r)dv’
distribuidos en volumen que crean el campo. El potencial retardado parte de la
expresion anterior, pero ahora la densidad de carga en un punto r’ varia con el tiempo
y hay que considerar el elemento de carga en r’ en un instante anterior t- respecto al
tiempo de observacion t, ; estando estos tiempos relacionados por la propagacion de
una onda esférica a la velocidad ¢
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V(Fo,to)zijdv' Dt.=t —lFo—r'\
C

=, r
ro—r‘

(o]

Dadas unas coordenadas de observacion t,,r,, para cada posible punto-fuente r’ existe
un tiempo de retardo t.(t,,r,,/) determinado, donde puede ser incluso p(r, t)=0 y no
contribuir al potencial retardado. Utilizando la delta de Dirac podemos representar el
desplazamiento temporal y factorizar funcionalmente p(r’, t.) de esta forma

p(F.1) = [ DS -t )t

de modo que en la parte derecha de la ecuacién tenemos ahora una auténtica funcién
densidad p(r’, t) de variables independientes r’y t. En el caso en que el campo lo crea
una carga puntual, nuestra distribuciobn de carga puede representarse también
mediante la delta de Dirac introduciendo rq(t), que representa los puntos de la
trayectoria de la carga puntual Q :

p(r', 1) =Qs(r'-ro(1)) =

P 1) = [ p(F.0D8E-t )t = [QAT=To)S(-t,)ot

—0

Introduciendo este resultado en el potencial eléctrico retardado y cambiando el orden
de integracion tenemos

Jov | ot QS(r-ro®)st-t,) _, [ at v QI(r=ro®ot=t-) o7 44 9t

‘Fo - F" ‘Fo - F" —0 Fo - FQ (t)‘

Dado que resulta una integral extendida en la variable tiempo, debemos considerar el
argumento de la delta de Dirac como una funcién f(t) de la variable tiempo, de modo
gue podemos aplicar el resultado calculado en la seccién anterior sobre la delta de
Dirac

St—t) . i _,

fo=rolt) jof /at], 0

F(t)=t—t, + =
C

()=

donde i numera los instantes de tiempo en que t-t. se anula, es decir, los tiempos
retardados; con la salvedad de que, fijados el tiempo y posicion del observador t,, ro y
la posicion de la fuente r’ el tiempo correspondiente de retardo t- , como puede
demostrarse, es Unico. Por tanto el sumatorio anterior se reduce a un solo término

df|
dt

f=0

tho-te) are| |l (o-ro), e

=l-—V— = =
c ‘ro—rQ‘ ot ‘ ro—rQ(tr-) C ‘

° t—t0+1Fo—FQ\
ot c -1,

Dado que, segun la relatividad, debe ser siempre vo < ¢ podemos prescindir del
maédulo ya que el argumento serd siempre positivo; y sustituido en la expresion del
potencial retardado produce

-t, t=t,.
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_ot-t) —kQTdt M) vany) - <
vo(tr)

orel] R To(0]- oot o) ~(ro-rat)s 0

Retomando el caso con que iniciamos esta seccién, vemos que la primera
modificacion del potencial respecto al caso estatico que percibe el observador es
debida a la velocidad vo que adquiere la carga que crea el campo. Ademas si la
velocidad es mucho menor que ¢ la modificacion puede despreciarse, aunque el
potencial V debe seguirse evaluando en el tiempo retardado t.. Podemos percibir el
retardo temporal imaginando que el sistema evoluciona hacia atras en el tiempo
partiendo del instante t,. En este caso imaginamos que en t, se emite una onda
esférica a velocidad ¢ desde el observador (rp) que progresa en el espacio a medida
que el tiempo decrece, y la particula Q se mueve recuperando posiciones anteriores
de su trayectoria. Ya que en el vacio nada se puede mover por encima de la velocidad
de la luz’ (c), vemos intuitivamente que existirda un momento determinado en que la
onda esférica alcance a Q; ese momento es el tiempo retardado. Los potenciales
retardados corresponden en electromagnetismo al gauge de Lorenz.

kQT dt

Vo (t,)

FO _FQ (tr')

" En el efecto Cerenkov aparecen particulas subatémicas cargadas moviéndose en un dieléctrico (cristal,
agua...) por encima de la velocidad de la luz. El medio no es el vacio y la velocidad de la luz (o velocidad
de propagacion de los cambios en campos electromagnéticos) corresponde al indice de refraccion en
dicho medio; donde estas particulas se mueven mas rapido que su propio campo eléctrico.



