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Las palabras lugar y espacio no significan nada que difiera verdaderamente del
cuerpo del que decimos que esta en algun lugar, y, nos indican solamente su

magnitud, su figura y cdmo estd situado entre los otros cuerpos. Pues es

necesario para determinar esta situacion dar constancia de algunos otros que

consideramos como inméviles; pero segun cuales sean los que asi

consideremos, podemos decir que una misma cosa cambia de lugar o que no

cambia.
René Descartes - Principios de filosofia

El entendimiento no puede intuir nada y los sentidos no pueden pensar nada.

Solo de su unién puede originarse conocimiento.
Emmanuel Kant.

La Geometria es el arte de pensar bien, y dibujar mal.
Andénimo.
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| - SISTEMAS DE COORDENADAS EN LA FISICA CLASICA.
1-Introduccién

Nuestra sensacion de movimiento depende del funcionamiento de nuestra
vision. Esta evolucioné durante millones de afios para enfocar un objetivo y
seguir su movimiento; una facultad basica para la caza. Nuestra idea de
movimiento procede basicamente de la accion muscular asociada al giro de
nuestros ojos al permanecer enfocados hacia un objeto que se esta moviendo.
En una experiencia comdn como es un viaje en tren o en automavil percibimos
a través de las ventanas que los objetos exteriores cercanos se mueven mas
rapidamente que los mas alejados. Esta sensacion se debe a que los ojos
deben girar mas rapido para enfocar los objetos cercanos que los lejanos. Lo
mismo es aplicable a otras situaciones. Vamos andando y miramos unas nubes
en el cielo. Si las nubes estdn muy altas y enfocamos un punto de la nube, a
medida que andamos nuestros 0jos no variardn apreciablemente su angulo
para permanecer enfocados en dicho punto. En este caso tenemos la
sensacion de que las nubes “nos acompafian” a medida que andamos. Si las
nubes son bajas es posible que los ojos si tengan que girar para permanecer
enfocados en un punto de la nube, y la sensacidén anterior no aparece. Para
trazar surcos lo mas rectos posibles, un agricultor conduce su arado teniendo
como referencia un punto muy alejado, de modo que durante el proceso
mantiene sus 0jos enfocados y no aprecie movimiento en ellos.

Sin embargo la Fisica, basada en la medida, utiliza el concepto de sistema de
coordenadas para referir la posicion de un objeto. De este modo, y
contrariamente a nuestra sensacion mirando por la ventana del tren, la
velocidad de todos los objetos externos al tren y fijos al suelo es la misma. La
mecanica clasica requiere una descripcién precisa del movimiento. En concreto
y dada la importancia central de los sistemas de coordenadas inerciales, es
preciso saber reconocer Yy distinguir las aceleraciones asociadas a
observadores que utilizan sistemas de coordenadas no inerciales.

Un sistema de coordenadas se puede ver como un conjunto de puntos que
llamaremos puntos propios. La forma que utilizaremos para numerar estos
puntos propios sera el sistema de coordenadas Cartesiano tri-rectangulo, de
forma que todo punto propio queda distinguido por un conjunto de tres
coordenadas reales (x,y,z). Siempre debe existir un punto propio origen con
coordenadas (0,0,0) y debe poder considerarse también como un punto fisico.
La relacion entre los sistemas de coordenadas y el solido rigido es intrinseca,
ya que comparten su propiedad fundamental: los puntos propios de un sistema
de coordenadas y los puntos materiales de un soélido rigido mantienen sus
distancias relativas constantes independientemente del estado de movimiento.
Los sistemas de coordenadas tienen una caracteristica adicional definitoria : los
puntos propios de un sistema de coordenadas estan en reposo relativo unos
respecto a otros.

Un principio basico que se utilizara es que para cualquier sdlido rigido animado
por un movimiento arbitrario, siempre es posible encontrar un sistema de
coordenadas en el cual los puntos del sélido rigido no se mueven relativamente
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entre si; es decir, en dicho sistema las coordenadas de los puntos del sdélido no
cambian con el tiempo. En este caso el sélido rigido es una materializacion
fisica del sistema de coordenadas cartesiano. Llamaremos a este tipo de
sistemas de coordenadas intrinsecos.

Sin  embargo, inicialmente estamos interesados en la descripcion del
movimiento de particulas independientes puntuales, no de sélidos extensos. El
movimiento de una particula independiente en un sistema de coordenadas se
describe mediante la asociacion entre el tiempo y un punto propio del sistema :
(x(t),y(1),z(t)). En el mismo instante t, en otro sistema de coordenadas distinto,
la asociacion sefialada tendra un valor diferente (x’(t),y’(t),z'(t)). Este hecho
establece una asociacién entre los puntos propios de dos sistemas de
coordenadas de forma que debe existir alguna funcion matematica de la forma
f(x,y,z,;t) = (x’,y’,z’,t). Note el lector que mediante la variable tiempo podemos
relacionar fisicamente los puntos propios de dos sistemas, ya que una particula
independiente, en un instante determinado, solo puede estar en un punto
propio en cada uno de los dos sistemas de coordenadas. Los dos puntos
propios relacionados representan en realidad un unico punto fisico. Si los dos
sistemas de coordenadas estan en reposo relativo, entonces la funcién f() no
dependera del tiempo, pero si los sistemas se mueven relativamente en
general habrd que incluir el tiempo en la funcién que relaciona los puntos
propios de dos sistemas.

2-Velocidad instantanea y regla de adicion de velocidades.

La velocidad instantanea de la particula independiente se define mediante un
paso al limite local en el punto propio que dicha particula ocupa en el sistema
de coordenadas correspondiente e instante determinado. En el dibujo vemos la
situacién un instante antes de que el punto propio de cada sistema (Plp ,Pzp)y
la particula independiente (P,) coincidan

Instante t-A¢ Instante t
P?, —
A AO~L2 by | Lim P2, P!
21 | At--0 p p
oi/'e — ©
P’ Ar, P,

Podemos representar la relacion vectorial en el limite asi.

. Ara . Ar? . Ari
Limg_o —— +Lim,_, At = Lim, At
\E + \_/2 = \_/1

dado que en el limite coinciden los puntos propios y la particula independiente,
los valores Ar son tan pequefios como queramos; lo cual es una condicion
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necesaria para la existencia de los limites sefialados. Note el lector que los
vectores utilizados deben estar en un mismo sistema de coordenadas; pero en
la interpretacion fisica clasica las velocidades con indice 1y 2 coinciden con las
velocidades de la particula independiente medidas en dos sistemas de
coordenadas diferentes 1 y 2. La causa de la velocidad con indice 21 es el
movimiento relativo entre los sistemas de coordenadas. Esta velocidad
dependera en general del tiempo y el punto propio considerado.

Inicialmente consideramos las relaciones cinematicas entre un sistema de
coordenadas inercial (I) y otro no inercial (A) en movimiento arbitrario.
Podemos descomponer el problema introduciendo un sistema de coordenadas
intermedio (D) que tenga el mismo origen de coordenadas que el sistema (A) y
gue mantenga sus ejes coordenados cartesianos siempre paralelos a los de (1).

Los puntos propios del sistema de coordenadas D se desplazan todos con la
misma velocidad y aceleracion en cada
D instante respecto a los puntos propios del
sistema de coordenadas | y la aplicacion
de la regla de adicion de velocidades da el
| siguiente resultado

A \_/IZ\_/D+\_/DI —> 5.|=5.0+ng|

donde vp, es la velocidad relativa entre dos puntos propios correspondientes en
los sistemas de coordenadas y las otras velocidades son las correspondientes
al movimiento de una particula material independiente observadas desde los
dos sistemas de coordenadas |,D. Note el lector que vp, no tiene por que ser
constante en el tiempo y puede cambiar en médulo y direccién, pero la
orientacion de los ejes coordenados del sistema D se mantienen siempre
paralelos a los de [; de lo contrario el desplazamiento relativo de los puntos de
D no seria el mismo vector para todos ellos en un instante determinado. Por
tanto en el caso de desplazamiento entre estos sistemas coordenados tenemos
vpi(t), pero en el caso general con desplazamiento y giro relativo seré
voi(X,Y,Z,t).

En el dibujo vemos al sistema de coordenadas cartesianas A en una posicion
arbitraria, pero compartiendo un origen comun con D. Hemos reducido el
problema general de encontrar las relaciones cinematicas al caso de sistemas
gue comparten un origen coman.

3-Teorema de Euler y eje instantaneo de rotacion.

Considere el lector una esfera rigida que puede moverse con la Unica ligadura
de mantener su centro fijo respecto al observador. Euler planteé y demostro el
siguiente teorema (ver Apéndice Matemético)

Rotando una esfera de forma arbitraria alrededor de su centro inmévil, siempre
es posible encontrar un diametro E cuya posicion tras la rotacion es igual que la
gue tenia antes de la rotacion.
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En base a esto, considere ahora el lector que el origen del sistema de
coordenadas A es el centro de la esfera y los ejes coordenados de A estan
rigidamente unidos al material de la esfera: A es un sistema intrinseco de la
esfera. El movimiento arbitrario aludido pasa a ser un movimiento relativo entre
el sistema de coordenadas A y el D. Si consideramos un cambio de posicion
instantaneo, tan pequefio como se quiera, tenemos que existe en el sistema de
coordenadas A un conjunto de puntos incluidos en una recta (E) que pasa por
su origen que no han experimentado ningun cambio de posicion juzgado por un
observador en D. Los puntos de la esfera, que son los puntos propios del
sistema de coordenadas A, tienen la propiedad de mantener su distancia
relativa durante el movimiento. Por tanto, en el instante dt correspondiente el
anico movimiento posible de la esfera ha sido un giro respecto de un eje de
rotacion fijo definido por la recta (E). Este es el eje instantdneo de rotacion y
dada la arbitrariedad del movimiento, este eje puede variar de un instante a
otro.

El teorema de Euler encamina el problema de
encontrar las relaciones cinematicas entre los
sistemas de coordenadas D y A al estudio del
giro de un sistema de coordenadas respecto de
un eje instantaneo fijo. Sin pérdida de
generalidad podemos imaginar los sistemas de
coordenadas D(x,y,z) y A(X,y,Z) con la
configuracion del dibujo; de modo que
comparten un eje z-z’ comun que coincide con
el eje instantaneo de rotacidén en un instante dt.
En este contexto el movimiento del sistema de
coordenadas A corresponde a un giro caracterizado por la modificacion del
angulo 8. El problema de encontrar los puntos propios correspondientes entre
estos dos sistemas de coordenadas se puede plantear utilizando el método de

matrices
X} X' _ cos(d) —sen(0) 0
y|=M@)|y'|, M(0)=|sen(d) cos(@) 0

z z' 0 0 1

Derivando respecto del tiempo, y teniendo en cuenta el algebra del producto
matricial podemos ver que

X
— d d = =
Vo=—|yl=| =M@ |y |+M@) —|y |
b dt: (dt ()]y' @) yl

— d? d2 = d= \d o9’
ag=-—— |y =M@ |y [+2 =M (@) || y' [+ M (@)= | y' |
o a? [dtz ()Jzyl+(dt aF | MO G|

Las derivadas de la matriz son
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—sen(d) —cos(d) 0

d= d =
o (9)_E cos(d) —sen(d) O :am 9)
0 0 0
, , [—sen(d) —cos(@) O ,(—cos(8) sen(@) 0O B 2
d—zﬁ(a):d—f cos(d) —sen(d) O {j —sen(d) —cos(d) 0 _d—‘gm(e) (d—@) m' ()
dt dt dt dt? dt
0 0 0 0 0 0

Sin pérdida de generalidad® podemos analizar los términos matriciales en el
instante en que 6 = 0 y los dos sistemas de coordenadas coinciden, obteniendo

B 100) 0-10) -100
M@ =[010f m(@=1 0 0] m(@©)=|0-10
001 000 0 00

m"(0) = m'(0)m’ (0)

La ultima expresion indica que la matriz m”(0) es igual al producto matricial de
m’(0) por si misma. Para el instante referido M(0) es la matriz identidad y por
tanto los ejes coordenados coinciden : x=x’y=y’z=z’; de modo que las
relaciones cinematicas se pueden expresar por

\7D = (ccl;tgm'(O)jl’ +\7A

d?o=

= do de
ap = el m'(0)r +( dtj m(O)m(O)r+2(dm(O)ij+aA

donde r es el vector (x,y,z) igual al (x,y’,z’) en el instante considerado. Si
introducimos el producto vectorial de los vectores velocidad y aceleracion
angular de modo que verifiquen

do =

—m'(0

[&m0)-

d?0=
(dtz m(O)J

encontramos las expresiones habituales en la bibliografia deducidas mediante
el algebra vectorial, como puede verse en el apéndice

\_/D =V_V><F+\_/A
ao =5><F+v_v><(v_v><F)+2v_v><\_/A tan

De las expresiones anteriores podemos eliminar va en la aceleracién y obtener

! En el apéndice matematico se da un planteamiento matemético mas riguroso.
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\_/A=(—\7V)><F+\_/D

an = () xr + (—W) x ((—W) X F)+ 2(-W) x Vp + ap

que formalmente es la misma ley para la velocidad y aceleracion sustituyendo
los subindices a por p , w por —w y a por - a. Esto quiere decir que, para un
observador en el sistema de coordenadas A, el sistema de coordenadas D esta
girando relativamente con una velocidad angular —w y aceleracion angular —a.
El ejemplo inmediato de esto es la propia tierra. Debido al giro diurno de la
tierra vemos al sol y a todo el firmamento girar en direccion este-oeste (-w)
alrededor de un eje norte-sur, cuando desde el sol (sistema inercial) el giro de
la tierra respecto de su propio eje es de oeste a este (w).

El andlisis hecho supone implicitamente que el eje instantaneo de rotacion es
fijo, no cambia de orientacion. Evidentemente esto no es el caso mas general,
pero aun podemos mantener este analisis si suponemos que el sistema de
coordenadas D y el A mantienen un eje Z comun en la direccion del eje
instantaneo de rotacion aunque este cambie. Esto supone que el sistema Dy el
| ya no mantienen paralelos sus ejes de coordenadas y las relaciones
cinematicas introducidas al principio ya no serian aplicables. Para eludir esto,
podemos mantener D e | paralelos e introducimos un nuevo sistema de
coordenadas intermedio, G, que comparte origen de coordenadas con Dy A,y
cuyo eje Z coincide siempre con el eje Z de A y con el eje instantdneo de
rotacion . Para los sistemas G y A serian aplicable el andlisis de aceleraciones
y velocidades hecho aqui y faltaria un analisis adicional entre los sistemas G y
D. Solo mencionaré que el movimiento relativo entre G y D se denomina
precesion y veremos mas adelante ejemplos donde se da este movimiento.

4-Linealidad de la velocidad angular.

Tomemos la esfera del teorema de Euler en reposo. Podemos aplicar sobre el
polo norte de la esfera una accion que haga girar la esfera sobre el eje norte-
- ' misma esfora on reposo también

poso también

podemos aplicar otra accién en un
punto ecuatorial que la haga girar
con velocidad angular w2. Si
aplicamos simultdneamente estas
acciones a la esfera en reposo
obtendremos una velocidad angular
gue sera la suma vectorial de las

w2 m
AA \\-/ velocidades angulares

independientes. Ademas, en nuestro
caso el centro de la esfera se
mantiene en reposo, por lo que el eje instantaneo de rotacién debe pasar por
dicho centro. Esto determina totalmente el eje de rotacion asociado a la
composicién de velocidades angulares.

Esta ley de composicibn permite también la existencia de sistemas de
coordenadas (observadores) en los que todas o alguna componente del giro
gueden anuladas. Imagine el lector dos “observadores satélites” asociados a la
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esfera en reposo: uno justo sobre el polo norte y otro justo sobre el ecuador.
Seran estos observadores los que apliquen a la esfera las acciones wl y w2,
pero diferimos la aplicacion de las acciones anteriores empezando por la
accion wl. Ademas el observador en el ecuador consigue por algun medio
seguir el movimiento de giro de la esfera sobre el ecuador, como si fuese un
satélite. En este caso, para el observador polar la esfera estaria en giro, pero
para el ecuatorial la esfera no estaria girando; estaria en reposo.
Posteriormente el observador ecuatorial aplica la accion w2 sobre la esfera,
que él percibe en reposo, y automaticamente el observador polar realiza el
movimiento correspondiente a w2. Para un observador exterior el movimiento
completo seré la composicion lineal de wl y w2, pero para los observadores
descritos el eje de giro de la esfera se mantiene siempre en el punto mas
cercano a la esfera en que aplicaron las acciones. El observador ecuatorial no
percibe el giro asociado a wl y el polar no ve el giro asociado a w2.

En el ejemplo se ha presentado una composicién de giros con ejes de rotacion
que comparten un punto comun correspondiente al centro de la esfera, pero la
regla de linealidad es general para giros con ejes de rotacién que no se crucen,
incluso paralelos.

Vemos de esta forma que el eje instantdneo de rotacion es relativo al
observador y los movimientos circulares pueden compensarse eligiendo
adecuadamente el sistema de coordenadas.

5-Transformaciones cinematicas generales y forma general de la 22 Ley
de Newton.

Incluyendo la velocidad y aceleracion de desplazamiento respecto del sistema
de coordenadas inercia | tenemos

Vi =V (t)+V_V><F+\_/A
5. :aDl(t)‘i‘aXF-{'V_VX(\TVXF)'FZV_VX\_/A+5A
Note el lector que las magnitudes con subindice DI solo dependen del tiempo.

Si asignamos a la particula a la que se refiere la aceleracion de la 22 expresién
una masa m, multiplicando por la masa tenemos

ma, =mapi (t) + Mo x r + mwx (Wx r)+ 2MWxVa + Maa

la 22 Ley de Newton nos dice que el término a la izquierda de la igualdad
anterior ,correspondiente a un sistema de coordenadas inercial, equivale a la
resultante de todas las fuerzas aplicadas a la particula (2F;). Por tanto

maa :[ZEJ—me_lm(t)—m&x?—mv_v><(v_v><F)—2mv_v><\_/A

Esta es la 22 Ley de Newton para un observador en un sistema de referencia
arbitrario A. Esta ley no es totalmente general ya que no considera particulas
de masa variable (ver el trabajo sobre gravedad de Newton).
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6-Visualizacion y ejemplos.
1-Desplazamiento entre sistemas de coordenadas.

El bloque de la figura esta colgado del techo por dos cuerdas de igual longitud
de modo que la superficie inferior del bloque
(marcada con una linea mas gruesa) se mantiene

[~ paralela a si misma en cualquier instante del
movimiento. Lo mismo ocurre para las superficies
laterales, frontal y posterior. Las lineas
coordenadas de un sistema de coordenadas
cartesiano (D) arraigado en el bloque (sistema de
coordenadas intrinseco del solido rigido) seran
vistas desplazandose sin cambiar de direccion en
todo el movimiento respecto a un sistema de
coordenadas inercial (I) asociado al techo, por
ejemplo. Imaginemos varias particulas materiales
independientes referidos con el superindice i .Estas particulas ocuparan en un
instante t distintos puntos en el sistema de coordenadas D. El efecto del
desplazamiento entre sistemas supone que la transformacion de velocidades
entre dichos sistemas es esta

V, (1, 1) =V, () + Vo (7. )

es decir, que la velocidad vp no depende de los puntos propios ' , r'p concretos
en un instante t determinado y es la misma para todos ellos en dicho mismo
instante.

2-Aceleracion Centrifuga.

El dibujo muestra un péndulo que
reposa sobre un disco que esta
girando. La masa del extremo del
péndulo esta en reposo para un
N observador que gira con el disco.
En este caso podemos suponer que
nuestros sistemas de referencia LA y
D comparten el mismo origen de
coordenadas en el centro del disco.
Dado que el origen de coordenadas es
siempre el mismo para | y D, y sus ejes son paralelos, en realidad | y D
representan el mismo sistema de coordenadas en este caso, de modo que en
las expresiones correspondientes de velocidad y aceleracion podemos hacer
D=I. Los ejes X,Y del sistema de coordenadas A giran con el disco y el eje Z,
en la vertical, es comun a | y a A. En la imagen, los dos sistemas de
coordenadas coinciden instantdneamente.

A

La condicién de reposo de la masa del péndulo en el sistema de coordenadas
A supone que desde el sistema de coordenadas inercial I=D tenemos
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dp = WX(WX I")

que corresponde a una aceleracion dirigida hacia el centro del disco y que
justifica para el observador | el movimiento circular (centripeto) de dicha masa.
Para el observador inercial la 22 Ley de Newton sera

E| = mV_Vx(V_VxF): B—FF

es decir, la fuerza total debe ser proporcionada por el peso (P) y la tension de
la cuerda (T). Para el observador no inercial que utliza el sistema de
coordenadas A la masa del péndulo no se mueve y una aplicacion directa de la
22 Ley de Newton resultaria en una fuerza nula y por tanto P y T deben sumar
0. Dos consecuencias incompatibles del mismo fenbmeno no es lo que se
espera de una ley fisica. Evidentemente la ecuacion planteada desde el
sistema inercial es la correcta y se puede contrastar experimentalmente la
existencia de un angulo entre P y T. Este hecho puede ser interpretado por el
observador en A como una peculiaridad de su sistema de coordenadas. Todos
los objetos que el observador en el sistema de coordenadas A libera tienen
tendencia a alejarse del centro del disco (centrifuga) de modo que para
mantenerles en reposo se les debe aplicar una fuerza que compense su
tendencia centrifuga. Por tanto si la masa del péndulo esta en reposo es por
que la resultante de las fuerzas P y T compensa la tendencia centrifuga. Por
tanto mientras P y T compensen el efecto centrifugo no habra aceleracion para
el observador A

FA:maA :E+f—mv_v><(v_v><F)

para el caso en que no hay aceleracion la ecuacién anterior da el resultado
correcto. En caso de que A detecte aceleracion, si el péndulo empieza a oscilar
por ejemplo, la ecuacion sera correcta pero incompleta a falta del término de la
aceleracion de Coriolis:

Fa=maa=P+T - m\TVX(\TVXF)—zm\TVX\_/A
En un caso en que las fuerzas reales P y T sumen cero tenemos
5A +V_V>< (V_VXF)—F 2V_V><\_/A =0 =5.

es decir, la aceleracion de la masa respecto de un sistema inercial es 0, lo cual
se ajusta a la 22 Ley de Newton con resultante nula de las fuerzas aplicadas.
La ecuacion anterior es valida por ejemplo para una bolita que se mueva sin
rozamiento sobre la plataforma, donde T significa ahora la fuerza de contacto N
entre la plataforma y la bolita. La ecuacion diferencial correspondiente es, en
sistema de coordenadas A y resolviendo el triple producto vectorial

A r i 2wxv=0
dt
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la resolucion de esta ecuacién permite conocer la trayectoria y dinamica de la
bolita en el sistema de coordenadas de la plataforma. Multiplicando la ecuacién
anterior escalarmente por la velocidad (v) y vectorialmente por el radio (r) se
obtienen facilmente dos integrales parciales. A partir de aqui el lector puede
estudiar la condiciones en que la trayectoria de la bolita es acotada, es decir,
tiene un maximo para el cuadrado del radio. También se puede calcular la
trayectoria facilmente a partir de las integrales parciales utilizando coordenadas
polares, anadlogamente al caso de un campo gravitatorio.

3-Aceleracién de Coriolis.

A

RS

Un tirador sobre la periferia de un disco que gira dispara a un blanco en el eje
de giro, tal como muestra el dibujo. En este caso podemos suponer que
nuestros sistemas de referencia I,A y D comparten el mismo origen de
coordenadas en el centro del disco. Dado que el origen de coordenadas es
siempre el mismo para | y D, y sus ejes son paralelos, en realidad | y D
representan el mismo sistema de coordenadas en este caso, de modo que en
las expresiones correspondientes de velocidad y aceleracion podemos hacer
D=l. Los ejes x,y del sistema de coordenadas A giran con el disco y el eje Z, en
la vertical, es comun a |l y a A. En la imagen, los dos sistemas de coordenadas
coinciden instantdneamente. En el instante t=0 la bala sale disparada y el
observador inercial medira una velocidad

Vi =wx r(0)+Vva(0)

Si suponemos que la bala no esta afectada posteriormente por mas fuerzas,
entonces la velocidad de la bala debe mantenerse en el sistema de
coordenadas inercial I. Por tanto, para el siguiente instante de tiempo T,
correspondiente al periodo de giro, en que los sistemas de coordenadas |y A
vuelvan a coincidir instantaneamente tenemos

Wx r(0) +Va(0)=Wx r(T) +Va(T) = Va(T) =Va(0) + Wx (r(0) — r(T))

por tanto, juzgado por el observador en A (el tirador) aparece una desviacion
transversal en la velocidad inicial de la bala hacia el blanco. Este incremento de
velocidad esta provocado por la aceleracion de Coriolis

—2WxVa
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y provoca, juzgado por el observador A, una curvatura en la trayectoria de la
bala que la aleja del diametro correspondiente, tal como aparece en la imagen
del disco vista desde arriba. La imagen siguiente representa una disposicion
del similar al péndulo de Foucault. Tenemos una plataforma circular girando en
contra de las agujas del reloj y un soporte
rectangular apoyado en el suelo (sistema
), sin contacto con la plataforma circular.
En el punto indicado en el dibujo
correspondiente al cruce de la vertical por
el centro de la plataforma y el soporte
fijamos el extremo de un péndulo. El
observador inercial | en el suelo hace
oscilar el péndulo de modo que la
trayectoria esté en el plano definido por el
marco del soporte. Para el observador A en la plataforma este plano definido
por el soporte esta girando y la aceleracion de
Coriolis hace que el movimiento del péndulo no se
mantenga en un plano fijjo de modo que la
trayectoria del péndulo sobre la plataforma describe
una forma estrellada similar a la imagen adjunta;
supuesto que la frecuencia de giro de la plataforma
es apreciablemente menor que la frecuencia de
oscilacion del péndulo. Si el soporte esta apoyado
en la plataforma el movimiento del péndulo ser& el mismo siempre que el punto
de enganche del péndulo se disefie de tal forma que el giro de la plataforma no
provogue torsién o retorcimiento en la cuerda del péndulo. Este es el caso del
péndulo de Foucault, donde el giro corresponde a la rotacion propia de la tierra
sobre su eje propio Norte-Sur. La aceleracion de Coriolis también se manifiesta
para un observador terrestre en el péndulo de Foucault. En este caso la
plataforma giratoria corresponde al paralelo terrestre en que esté el
observador; pero en este caso la forma de la tierra hace que el observador y la
gravedad estén inclinado respecto a esta plataforma un angulo igual a la latitud.

4-Aceleracion de desplazamiento inercial (apy)

El aparato del dibujo es un plano inclinado
gue se mueve con una aceleracion
constante ap, hacia la derecha respecto
de nuestro sistema de coordenadas
inercial. Respecto a un observador
solidario al plano inclinado que utiliza el
sistema de coordenadas D, el bloque cae
en contacto con dicho plano y por tanto
siguiendo una linea recta. En este caso el
sistema de coordenadas A visto antes
coincide con el D. Segun la expresion
general de la 22 Ley de Newton, el observador D puede plantear la siguiente
ecuacion
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el lector puede ver la representacion de las fuerzas reales que actual sobre el
bloque: gravedad y fuerza de contacto normal al plano ; y de la componente
inercial asociada a la aceleracion del plano inclinado respecto de | cambiada de
signo. El observador D puede continuar el analisis geométrico con este sistema
de vectores basdndose en la trayectoria y las componentes intrinsecas de la
aceleracion ap que el punto centro de masas del blogue sigue en D; de modo
que ap estad en la direccién paralela a la pendiente del plano (aceleraciéon
tangencial) y en la direccion perpendicular (aceleracién normal) ap es nula y
por tanto la proyeccion resultante de la suma de fuerzas debe anularse en la
direccion normal.

7-Cinematica del solido rigido.

En lo anterior hemos relacionado el movimiento relativo de una particula
material en distintos sistemas de referencia. Vamos ahora a considerar un
conjunto de particulas materiales con la caracteristica de que para cualquier
par de particulas, la distancia relativa entre ellas no se modifica durante el
movimiento de dicho conjunto. En estas condiciones buscamos los campos de
velocidades y aceleraciones asociados al sélido rigido.

Recuperando los sistemas D y A, suponemos que A es un sistema de
coordenadas intrinseco de un solido rigido, es decir, los ejes coordenados de A
estdn unidos rigidamente a dicho soélido rigido. En esta situacion,
evidentemente la velocidad y aceleracion de los puntos de dicho sélido
respecto de A es nula ya que las coordenadas de un punto del sélido no varian
con el tiempo en el sistema de coordenadas intrinseco al sélido, y por tanto

\_/D =V_V><F
ab=axr+wx(wxr)

de modo que quedan eliminadas las referencias al sistema de coordenadas
intrinseco A y tenemos una relacion directa entre los puntos del solido rigido y
el sistema de coordenadas D. Este sistema D, tal como fue introducido, se
caracteriza por ser paralelo al sistema de coordenadas | y por que su eje Z
coincide con el eje de rotacion instantaneo del sélido rigido. Seguimos sin
considerar el movimiento de precesion y por tanto el eje instantaneo de
rotacion es una recta que no cambia de direccion con el tiempo.

Primer invariante cinematico del sélido rigido

Si tomamos la expresion de la velocidad para dos puntos distintos (1,2) del
sélido rigido y restamos, dada la linealidad del producto vectorial tenemos

\_/(Fl’t) _\_/(F 2,'[) :\TVX (Fl_Fz)

Esta expresion es valida para cualquier solido rigido y en cualquier sistema de
coordenadas. Para ver el caracter invariante basta sustituir la expresion de la
transformacion de velocidades entre sistemas de coordenadas de la seccion 3:
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\_/I(Fllit) _\_/l(FIZ 1) + Wo (Fll_FI 2):\7\/>< (Fl_FZ)

y dado que la diferencia de vectores de posicion (r) corresponde a un mismo
vector con origen la particula 2 y punta en la particula 1 tenemos

\_/'(F i) _\_/'(F|2 1) = V_V'X(F 1_Fl 2)

W'=—-Wp +W

que con la composicion de velocidades angulares correspondiente, es la misma
ley. Si nuestro sistema de coordenadas | es inercial y transformamos el
invariante a otro sistema inercial /I, dado que los sistemas inerciales no giran
entre si serd wy =0 y por tanto w = w’. En otras palabras, la velocidad angular
del sdlido es invariante entre sistemas de coordenadas inerciales, y en general,
entre sistemas de coordenadas que no giren entre si.

Segundo invariante cinemético del solido rigido

Multiplicando escalarmente por la velocidad angular el primer invariante
cinematico tenemos, utilizando las propiedades del producto mixto

We (\_/(Fl,t) —\_/(Fz,t))=V_VO (V_VX (Fl —Fz))= 0

Wev(rs,t) =wev(rs,t) = cte(t)

es decir, el producto escalar de la velocidad angular por la velocidad de una
particula del sélido rigido es, en un instante determinado, igual para todas las
particulas del solido. Evidentemente este resultado también es aplicable en
cualquier sistema de coordenadas.

Eje instantdneo de rotacion

El segundo invariante cinematico es un producto escalar que se puede
expresar como el producto de los modulos de la velocidad angular y la
velocidad lineal por el coseno del angulo que forman estos vectores. Por tanto
podemos ver que los puntos del sélido de menor velocidad deben tener una
velocidad en la misma direccion que la velocidad angular, esto es, en la misma
direccién gue el eje instantaneo de rotacion. Si r, Y Vo a representan la posicion
y velocidad de un punto determinado del sé6lido en un instante t tenemos

0=wWxV(r,t) = WxV(F ,t) + Wx (Wx (r—r ) -
W V(T o, )+ W(we (r—r ) —w?(r—r ) =0-
P R W v P Ul i)

W w

(o]

obtenemos la ecuacién de una recta que representa el eje instantaneo de
rotacion. Dependiendo del sistema de coordenadas y del movimiento del sélido,
es posible que la recta del eje de rotacién no pase por ningan punto del sélido;
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en todo caso podemos imaginar una extension del objeto fisico rigido y su
campo de velocidades a todo el espacio afladiendo puntos ideales de masa
nula rigidamente unidos al sélido. La ecuacion del eje de rotacion es valida en
cualquier sistema de coordenadas. En particular, si en un sistema de
coordenadas la velocidad del punto de referencia r, es v, = 0, entonces dicho
punto cumple la ecuacion del eje instantaneo de rotacidon; esta en el eje
instantaneo de rotacion. De esta forma vemos que la localizacion y direccion
del eje instantaneo de rotacion solo pueden precisarse en el contexto del
sistema de coordenadas que utilicemos.

Descomposicidon canonica del movimiento del sélido rigido

Tenemos un soélido rigido moviéndose en el contexto de un sistema de
coordenadas inercial 11. El resultado anterior determina mateméaticamente el
eje instantaneo de rotacién. La velocidad instantdnea de los puntos del eje
instantaneo de rotacion es la misma para todos ellos en modulo y direccion.
Por tanto podemos asociar a este eje instantaneo de rotacién un sistema de
coordenadas inercial 12 de modo que en 12 los puntos del dicho eje estén,
instantaneamente, en reposo. Si buscamos la velocidad de un punto
determinado del solido, aplicando la ley de composicion de velocidades
tenemos

Vit =Viiz +Viz =Vi2(t) + o xr

donde la velocidad v);., corresponde al desplazamiento entre sistemas de
coordenadas inerciales y vi; es la velocidad de una particula que gira
instantaneamente respecto a un eje en reposo. Por tanto el movimiento general
de un sdélido rigido resulta equivalente a una rotacién pura alrededor del eje
instantdneo de rotacion mas una traslacion.

8-Visualizacion y ejemplos.
Eje instantaneo de rotacion.

Un coche se desplaza a velocidad constante sobre el arcén. Percibido por un
observador en el arcén el punto de la rueda en contacto
instantaneo con el suelo est4, instantaneamente, en reposo. Por
tanto para dicho observador el eje instantaneo de rotacion pasa

O por el punto de contacto con el suelo y por tanto se desplaza a
medida que la rueda avanza. Los sucesivos ejes instantaneos de

rotacion son paralelos y en la direccion perpendicular al dibujo.
Algo parecido pasa cuando andamos: durante el tiempo que la planta del pié
esta en el suelo la velocidad del pié es nula respecto del suelo y giramos
respecto de este punto de apoyo. La articulacion del tobillo es la que soporta
este giro. Sin embargo para un observador dentro del coche, son los puntos del
eje de la rueda los que estdn en reposo y por tanto el eje instantdneo de
rotacion es el eje de la rueda. Con este ejemplo vemos que el eje instantaneo
de rotacibn no es un objeto invariante entre sistemas de coordenadas
inerciales, aunque la velocidad angular si lo sea.
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El dibujo adjunto muestra una barra rigida que cae en el plano del dibujo con
sus extremos correspondientes en contacto permanente con el suelo y la
pared. El lector puede demostrar que el eje instantaneo de .. . . Z
rotacion, en el sistema de coordenadas suelo-pared pasa por el
punto P(t), tal como se construye en el dibujo en cualquier
instante de tiempo. Si r es un vector con origen P(t) el campo
de velocidades de la barra es v=w(t)xr y el médulo de w(t) es
la derivada con el tiempo del angulo que forma la barra con el suelo.El vector w
es perpendicular al plano y hacia afuera. Si aplicamos el primer invariante
cinematico tomando como referencia el punto de contacto 1 tenemos

v(r,t) =v(r ,t) + wx (r,—r)

Si r se mueve sobre la linea 1 hacia P(t) vemos que la velocidad v(r,t)
disminuye hasta anularse en algun punto de dicha linea. Lo mismo sucede
aplicando el primer invariante en el punto de contacto 2 : a lo largo de la linea 2
hay un punto que anula su velocidad; y por tanto ese punto queda determinado
por la intersecciéon de las dos lineas 1 y 2. Dado que la velocidad de P(t) es
nula el eje instantaneo de rotacion pasa por este punto.

Una forma de visualizar el eje instantdneo de rotacion es mediante una rueda,
por ejemplo de una bicicleta, forrada en toda su superficie por papel de
periddico. Si giramos la rueda manteniendo fijo el eje de giro veremos que las
letras impresas del periddico se ven mas claras cerca del eje. Si afladimos
ahora un movimiento de precesion adicional a la rueda podemos ver que las
letras que se ven mas nitidas se alejan del eje de la rueda; pero se mantienen
cercanas al eje instantaneo de rotacién. Para la experiencia se puede
aprovechar el caso del movimiento de precesién de la rueda en la seccién 4 de
la parte II.

La cara visible y la cara oculta de la luna.

El dibujo adjunto representa

un modelo simple del
movimiento de la luna

Y  arededor de la tierra.
Utilizamos un sistema de
coordenadas plano XY
asociado al centro de la tierra

y que no participa de su giro
diurno intrinseco. En primera
' °L aproximacion podemos
suponer que la trayectoria de

X la luna vista desde la tierra

sigue las leyes de Kepler y
esta incluida permanentemente en este plano del sistema de coordenadas. La
recta que atraviesa diametralmente la luna esta rigidamente unida a ella y el
par de lineas que se cruzan en el origen de coordenadas determinan los
extremos visibles de la luna para el observador terrestre en el origen de
coordenadas. Para que este observador vea en todo momento la misma cara
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de la luna el sistema de lineas marcadas en trazo continuo debe moverse
rigidamente. Dado que la suma de angulos de un tridngulo es 180° y el angulo
entre las lineas continuas se mantiene constante; entonces las variaciones con
el tiempo de los angulos de estas lineas con el eje X deben compensarse: ' =
-0°. donde el subindice “L” hace referencia a la luna, el superindice ‘9” hace
referencia al giro intrinseco de la luna respecto de su eje propio norte-sur y el
superindice “0” hace referencia al desplazamiento orbital de la luna alrededor
de la tierra. El signo menos indica que los sentidos de giro intrinseco y orbital
son opuestos: si uno es en la direccion de las agujas del reloj el otro es en
direccion contraria. Respecto de esta aproximacion sencilla hay varias
correcciones que explican el fendmeno de la libracion lunar, es decir, que en
realidad se pueda ver para un observador en tierra algo mas que la misma
mitad de la superficie lunar:

1-La trayectoria de la luna respecto a la tierra no es exactamente circular sino
eliptica. La separacion variable entre la luna y la tierra se demuestra por la
existencia de distintos tipos de eclipses de sol : Los totales, en los que la luna
oculta todo el disco solar (menor separacion luna-tierra); y los anulares, en los
que la luna no oculta todo el disco solar, dejando visible un anillo concéntrico
(mayor separacion luna-tierra). Por tanto debemos considerar la velocidad
angular correspondiente variable : »° (t) ; mientras que o', es esencialmente
constante por estar asociada al momento angular intrinseco de la luna.
Concluimos de esto que es posible ver en la luna zonas en la direccion este-
oeste mas alla de los limites del modelo sencillo.

2-Un observador real en tierra se mueve con el giro intrinseco de la tierra o't 'y
esto hace que pueda percibir, segun la hora, algo mas en uno de los extremos
visibles este-oeste segun el modelo sencillo. El caso es como si las lineas
correspondientes del dibujo no se cruzan en el centro de la tierra, sino en la
posicion del observador en tierra (circulo punteado). El giro diario de la tierra
sobre si misma es 28 veces mas rapido que el giro de desplazamiento orbital
de la luna. Ademas el radio de la tierra es unas 50 veces menor que la
distancia tierra-luna. Estas condiciones hacen que el efecto del giro de la tierra
sea equivalente a una pérdida de rigidez de las lineas continuas del modelo, de
modo que hay una pequefia variacion del angulo entre ellas: v° +w'.  0; pero
esta pequefia variacién se anula en el promedio de un dia terrestre.

3-El eje de rotacion intrinseco de la luna esta inclinado respecto al plano de su
Orbita alrededor de la tierra. Esto hace que un observador en tierra pueda
percibir partes adicionales mas alla de los polos norte y sur de la luna a lo largo
del mes lunar; que es el periodo de tiempo de 28 dias en que la luna da una
vuelta completa a la tierra. En el caso de la pareja sol-tierra la inclinacion del
eje norte-sur de la tierra respecto del plano de su orbita alrededor del sol
provoca el fendbmeno correspondiente del sol de media noche alternativo en los
polos norte y sur de la tierra[3’]; lo que supone que un observador en el sol
pueda ver partes mas alla de los polos norte y sur de la tierra.

El efecto de la libracién lunar supone que es visible el 59% de la superficie
lunar para un observador en tierra. Por otro lado el plano de la orbita de la luna
respecto a la tierra forma un angulo de unos 5° respecto al plano de la ecliptica.
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Por tanto los eclipses de sol o de luna solo son posibles cuando la luna ocupa
el correspondiente punto de interseccion de los dos posibles entre su oérbita y
el plano de la ecliptica. Sin embargo la orbita de la luna es mas compleja que
una elipse debido a la influencia del sol.

Movimiento de una pelota en una plataforma que gira.

La ecuacion de Newton (por unidad de masa) y las integrales de energia y
momento angular para el caso de una pelota libre sin fuerzas de rozamiento
con la plataforma son:

_ Fx:%(rxv+wr2)=0:rxv+wr2=L

2 2
v-:g(vzfa)zrz):O:»vszzrz:2E: dar +r? d9 - ’r?
dt dt dt

N T 2oxu=0=
dt

a partir de estos resultados obtenemos la ecuacion diferencial de la trayectoria
en coordenadas (r,6)

Considerando el rozamiento, es interesante el caso en que la pelota pueda
estar en reposo respecto a la plataforma y en su periferia mientras esta gira.
Esto indica que el rozamiento estatico es capaz de compensar la fuerza
centrifuga de modo que la pelota quede en reposo respecto a la plataforma. Si
se aplica un impulso a la pelota (paralelo a la
gé plataforma y hacia su interior) es posible que también
el rozamiento dindmico de rodadura (que es menor
gue en reposo) sea capaz de compensar totalmente la
fuerza centrifuga mw?r y solo parcialmente la fuerza
de Coriolis. El observador del disco tiene asi una
oportunidad para observar, exclusivamente, los
efectos de la fuerza de Coriolis; que presentaran la
forma de una fuerza perpendicular a la velocidad, muy
similar al efecto de un campo magnético constante sobre una carga mévil. En
estas condiciones la pelota describira trayectorias circulares cerradas dentro de
la plataforma.

En el caso del péndulo de Foucault tenemos una particula sin rozamiento y
sometida a una fuerza de caracter oscilatorio que produce una aceleracién
inercial de valor -w?r; w?=g/l (g aceleracién de la gravedad, | longitud del
péndulo) En el caso en que la oscilacién del péndulo es mucho mas rapida que
el giro de la plataforma : wo >> w y podemos simplificar la ecuacion diferencial
asi

ﬂﬂoghzz)x\?:o
dt

gue corresponde a la 22 ley de Newton, lo cual nos lleva a
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rxv+ar? =L dr 2E—w§r2 4 2
=>—=t |2 r*r
vZ+wir?=2e| do (L—a)rz)2

Si el péndulo parte de la posicién inicial r=0 tenemos L=0 y por tanto

2.2 2.2 2
wr

dr _ +2E 1_( @ r]z

6 e

la integracién de este resultado es

+ 29— arcsin| <21 |+C - (r=0, 8=0 inicialmente) - r = + L Sen(&HJ
(2] V2E 0N 0]

que corresponde a la trayectoria del péndulo de Foucault, donde los radios
méaximos de la trayectoria corresponden a las direcciones 6, de modo que

‘9:_m =(2n +1)£2, n=0212...
2 Wy

lo que indica que el angulo entre dos “pétalos” consecutivos de la trayectoria es

A6’:7zﬂ
2

y los radios minimos (r=0)corresponden a las direcciones

0™ =z, n=012...

< @y
—— ro 0 . .
< Entre dos pasos por el origen consecutivos el tiempo sera
To/2, lo que permite calcular facilmente la velocidad angular

de giro del plano del péndulo. En la realidad el péndulo de
Foucault en la superficie de la tierra tiene la geometria indicada en el dibujo
donde la plataforma corresponde a la propia tierra girando respecto al eje
Norte-Sur y el péndulo oscila paralelamente a la superficie tangente a la tierra
en el punto considerado. El analisis de este caso se puede hacer facilmente
expresando la 22 ley de Newton, que debe incluir la fuerza centrifuga por el alto
valor de rp, en el sistema de coordenadas local formado por el plano tangente y
su vertical

%+wg(;_;o)_w2;o+zz,x;:o

donde aproximamos la aceleracién inercial por la de un oscilador arménico en
el plano tangente a la superficie de la tierra en el punto ro. Las posiciones y
velocidades de la particula estan aproximadamente en el plano local tangente a
la superficie en ro ,de modo que tenemos
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ddit'mgﬂ ~w’rycos(A)er +2wp xvi =0 ; @ =w1 +wp; @ =, = wSen(4); 1 = latitud

donde e, es un vector unitario constante sobre el plano, w, es la componente
de la velocidad angular perpendicular al plano local y los subindices | hacen
referencia a vectores sobre el plano local. El término centrifugo se puede incluir
en el término de oscilacién inercial definiendo un vector constante ry de esta
forma

_ o By i
W+wo(r|—r|j+2a)p xvi =0 ; @r =w’rycos(A)er

y finalmente, salvo un desplazamiento de valor ry la ecuacién diferencial es
equivalente a

%+a}é?| +2Z)p xVi =0

que es la misma ecuacién que ya hemos analizado en el caso sencillo, y por
tanto la trayectoria del péndulo sobre el plano local es la misma que ya hemos
encontrado. Esto nos lleva a un giro del plano del péndulo de velocidad angular

Q0
A6 a)Sen(ﬂ)

Ty

y por tanto la velocidad de giro del plano del péndulo esta relacionada
directamente con el movimiento de rotacién terrestre y con la latitud en que
oscila el péndulo. La direccion de giro se puede deducir de la relacion

= wSen(1)

- - = - = — de_ -
FxV+@pr? =0=rxv=—mpr :rzaep =—wSen(A)r’ep

donde e, es un vector unitario perpendicular al plano local y hacia arriba. De
modo que db/dt y A tienen signos distintos y por tanto el plano del péndulo gira
en sentido horario en el hemisferio norte y en sentido anti-horario en el
hemisferio sur. En el ecuador A=0y el péndulo de Foucault no gira su plano.

Los péndulos de Foucault suelen disponer de algun tipo de compensacion de
la amortiguacion del movimiento por rozamiento.

En caso de que el péndulo inicie su movimiento sin velocidad inicial desde una
distancia al centro de coordenadas R tenemos

1 5, 2
E:E‘UOR , L=R%a,

En este caso el péndulo no pasa por la posicion r=0 y existiran unos radios
minimo y maximo de la trayectoria que podemos calcular al anular la derivada
dr/dé

2,2 2 2 2 »
ﬂz 2E-apr rtr2 —4r [ 7; -1=0; =>r%= R =r~R——-
do (L wr)z R%—r @4 @y
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obtenemos un solo valor que debe corresponder al radio minimo. El radio
maximo es R, pero en la expresion anterior este valor produce un valor infinito
para dr/de Esto se debe a que en r=R se produce un cambio entre las ramas

: positiva y negativa de la derivada. El resultado nos
lleva a una trayectoria similar a la del dibujo. El
péndulo parte en reposo y a medida que gana
velocidad la fuerza de Coriolis le va desviando
progresivamente del centro hasta pasar por un radio
minimo y llegar a una nueva posicion r=R donde
recupera el reposo relativo a la plataforma. A partir
de aqui el proceso se repite generando la trayectoria
del dibujo.

El fendmeno del péndulo de Foucault significa que
cualquier sistema de coordenadas puede determinar, mediante medidas
internas al sistema, si es un sistema inercial o no lo es. La relatividad general
amplia este hecho y establece que todo sistema de coordenadas puede
determinar mediante medidas internas si la métrica global aplicable es la quasi-
euclidea de Minkowski o no lo es.
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Il = DINAMICA DEL SOLIDO RIGIDO.

1-Introduccioén.

Clasicamente sabemos que podemos dividir la materia rompiendo las fuerzas
internas que la mantienen unida, como el caso de un martillo que desmenuza
una piedra, un hacha que tala un arbol. Como el martillo que desmenuza la
piedra nos muestra, podemos llegar a descomponer la piedra hasta granos lo
suficientemente pequefios para llamarlos particulas. El lector no debe confundir
el concepto clasico de particula por el de atomo. Una particula clasica es un
objeto lo bastante pequefio como para que cumpla las leyes mecanicas mas
elementales: las tres leyes de Newton; pero no tan pequefio como para que se
ponga de manifiesto el comportamiento cuantico.

Por tanto, desde el punto de vista clasico sabemos que la materia se comporte
de particulas o fragmentos mas pequefios. En el caso del sélido rigido
debemos suponer también que estas particulas se mantienen unidas por medio
de fuerzas internas, de modo que se mantengan las distancias relativas entre
ellas independientemente del movimiento del sélido.

El centro de masas de un sistema de particulas es un concepto muy Uutil en el
estudio de la dinAmica de un sistema de particulas y en especial, como
veremos, para el caso del soélido rigido. El centro de masas de un sistema de
particulas se define por la expresion

> mr

loy = iM ;M:Zmi

donde el indice i numera cada particula del sistema, que tiene asociada una
masa Yy una posicion determinada. La masa M es la masa total del sistema.
Podemos suponer que las fuerzas que unen las distintas particulas son de
naturaleza quimica y por tanto resulta aplicable la ley de conservacion de la
masa de Lavoisier: “En una reaccion quimica ordinaria la masa permanece
constante, es decir, la masa consumida de los reactivos es igual a la masa
obtenida de los productos”. Por tanto clasicamente podemos considerar la
masa como una magnitud siempre conservada y por tanto la masa total de
sistema M es igual a la suma de las masas de todas las particulas.

En el desarrollo que viene a continuacion se utilizaran las propiedades del
producto mixto y el doble producto vectorial (ver apéndice) :

para cualesquiera vectores A, B,C

Ae(BxC)=(AxB)sC=(CxA)eB  producto mixto
B x

Kx( 6)= (AeC)B—(AeB)C doble producto vectorial
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2-Teoremas béasicos sobre el centro de masas.
Fuerzas sobre un sistema de particulas y centro de masas

Sobre una particula, numerada por i, se aplican las fuerzas externas al sistema
y las fuerzas internas causadas por otras particulas del sistema numeradas por
j. La suma de todas estas fuerzas debe cumplir la 22 Ley de Newton

—Total — Externa — Interna d ZF'
Fi =Fi +ZFij :mi—zl
J- dt
Sumando la expresion anterior en todo el indice i tenemos

2
ZE:’otal _ ZEiExterna + ZEinnterna _ % (Z mi F,)
i ij i

El indice combinado ij es el producto cartesiano del indice i por si mismo. Si
ordenamos el sumatorio en grupos {ij} de modo que cada grupo se compone de
los pares (i,j) vy (j,i) , consideramos aplicable la 32 Ley de Newton Fij = - Fji y
suponemos que la fuerza de una particula sobre si misma es cero : Fii =0;
entonces todos los grupos {ij} suman cero y por tanto el sumatorio
correspondiente se anula. Aplicando la definicion del centro de masas resulta

— EXterna 2_
SEC oM T g,
i dt

La resultante de las fuerzas externas equivale a la masa del sistema
multiplicada por la aceleracién del centro de masas.

Impulso mecanico de un sistema de particulas referido al centro de masas.
Sistema de coordenadas centro de masas.

Recuperando el desarrollo sobre la velocidad relativa, podemos asignar como
sistema A a un sistema de coordenadas cuyo origen sea el centro de masas.
Mantenemos el sistema | como inercial y el sistema D en desplazamiento
relativo a | y compartiendo origen de coordenadas con el centro de masas de
modo que tenemos

\_/| =\_/D| (t)+V_VXF+\_/CM

cambiando de notacion, utilizando los superindices para indicar el sistema de
coordenadas y los subindices para identificar una particula i podemos poner

=1 =1 — —DI —CM
Vi =Vem(t) +WXTIi +Vi

donde el primer término del segundo miembro corresponde a la velocidad del
punto centro de masas. Si multiplicamos la expresion anterior por la masa de la
particula i y dividimos por la masa total tenemos
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—I —Dl —CM
RN Zmi N _oxmn MV
=1 = ch(t)+WX ! —+ !
dt M M M M

dado que la masa total corresponde a la suma de masas de las particulas la
velocidad del centro de masas respecto al sistema | cancela a los dos lados de
la igualdad. Ademas el factor de la velocidad angular corresponde a la posicion
del centro de masas en un sistema de coordenadas DI con origen el centro de
masas, por lo que este valor tiene que ser (0,0,0) y el término correspondiente
se anula. Como conclusion tenemos

Zmi\_/iCM =Z_p::M =0

es decir, referido a un sistema de coordenadas cuyo origen es el centro de
masas el impulso mecanico neto de un conjunto de particulas es nulo en
cualquier instante de tiempo. Este resultado es general y no depende de si los
ejes del sistema de coordenadas asociado al punto CM giran o no respecto del
sistema de coordenadas inercial de referencia. Mas adelante utilizaremos por
conveniencia un sistema de coordenadas con origen en el centro de masas
Cuyos ejes no giran respecto del sistema de coordenadas inercial de referencia.

Energia mecanica de un sistema de particulas y centro de masas

El trabajo mecanico de un sistema es la transferencia de energia debida al
desplazamiento (dr) del punto material de aplicacién de las fuerzas (F) que
actlan sobre sus particulas. Matematicamente

B
Wl = [Fedi
i A

donde i numera cada particula del sistema y A,B representan estados inicial y
final del sistema. El célculo de esta magnitud en cualquier sistema mecéanico es
de importancia suma ya que esta directamente relacionada con el principio de
conservacion de la energia en un sistema aislado; que no interacciona con el
exterior. Dado que por la cinemética sabemos que el desplazamiento y la
trayectoria de un punto varia segun el sistema de coordenadas que utilicemos,
debemos precisar que nos referimos al desplazamiento respecto de un sistema
de coordenadas inercial. La energia intercambiada por la particula i-esima
corresponde al trabajo de la fuerza neta que actia sobre dicha particula, que a
su vez debe ser igual a la variacion de energia cinética de dicha particula
segun la 22 Ley de Newton

dWi _ EiTotaI . dFI _ [EiExterna N ZE:jntemaJ . dF, =m, % ° dF = d(% mi\_/izj
i

sumando todas las contribuciones
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dWTotaI — ZdWI _ ZEiEXtel’na o dFl + inljnterna o dFI _ d(z%ml\_/?j
i i ij i

Nos fijamos en el término del trabajo debido a fuerzas internas, sumando en
grupos {ij} y aplicando la 32 Ley de Newton

— Interna - — Interna - — Interna — — Interna - —
DY Fij edr=>Fij edr+Fj edrj=>Fj e(dr—dr)—
i Ty o

Para el caso del sélido rigido podemos aplicar el invariante cinemético vectorial
y continuar la expresiéon anterior de este modo

S F edt(v, —v,) =S Fi e dt(wx (1 — 1)) =wdt o (Z (- 1,)x Ei',-”‘e'”aJ
{ii} {iiy i

Si consideramos que la fuerza entre las particulas i,j es paralela a la linea recta
qgue las une, entonces la expresion anterior asociada al trabajo de las fuerzas
internas se anula completamente. Hay que decir que esta hipétesis sobre la
direccibn de las fuerzas internas no es aplicable en general en caso de
comportamiento elastico del sistema o si este presenta cierta viscosidad o
rozamiento interno. En concreto el concepto de esfuerzo o tension cortante, en
el contexto de la elasticidad, supone que la fuerza entre elementos de materia
no esta en la linea que les une. Cuando un solido elastico es sometido a
tensidon es posible que acumule cierta cantidad de energia interna por esta via
de modo que a mayor tensién las fueras de accidn-reaccidn internas se van
separando mas de las lineas que unen dos particulas. El caso del sélido rigido
supone este efecto nulo o despreciable, por lo que no contaremos con él. El
trabajo sobre el sistema queda asi:

qw ol ZZEFXterna.dﬁzd[Z%mi\_/?J — AW T =ZjEiEXtemaodFi =A(Z%mi\_/i2J
i i i i

donde la segunda expresion es la forma integral de la primera. El término de
trabajo asociado a las fuerzas externas incluye, por supuesto, fuerzas
conservativas y no conservativas.

Nos fijaremos ahora en el término asociado a la energia cinética en la
expresion anterior. Suponemos que nuestro sistema de coordenadas, que
llamaremos sistema de coordenadas Laboratorio, es inercial. Podemos
imaginar otro sistema de coordenadas con origen en el punto centro de masas
de modo que este punto esté siempre en reposo relativo: lo llamaremos
sistema de coordenadas del centro de masas. Segun el efecto de las fuerzas
externas al sistema, el centro de masas se movera de forma acelerada o sin
aceleracion, con lo cual el sistema de coordenadas del centro de masas puede
ser o no ser inercial. Ademas exigimos que los ejes del sistema de
coordenadas del centro de masas se mantienen siempre paralelos a los de
nuestro sistema de coordenadas , 0 mas generalmente no giran relativamente.
En estas circunstancias la velocidad de cualquier particula cumple
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—LAB —CM
Vi _vcm (t) + Vi

donde el superindice LAB indica nuestro sistema de coordenadas, el
superindice CM indica el sistema de coordenadas del centro de masas y los
subindices i y cm indican la particula, numerada por i, y el punto del centro de
masas respectivamente. La energia cinética E..; para la particula i es

CM

ELB(t) = m (Vem +Vi )2
Desarrollando el cuadrado y sumando en el indice i

D ES M= Zm(tn’?8> + Zm(v. )+Zm<vcm8- ")

La condicion de ejes paralelos entre el sistema LAB y el sistema CM hace que

V-8, solo dependa del tiempo y no de la coordenada de la particula, es decir,
es V"B, es igual para todas las particulas i en un instante t determinado; lo

cual permite hacerlo factor comun

VECRE DY PR AT R il

1 —LAB 1 —cM
B =5 M Ven )P 2 Y m (v )°

vemos que el término asociado al impulso mecéanico de las particulas respecto
del centro de masas es nulo, ya que se puede reducir a la velocidad del punto
centro de masas respecto del sistema de coordenadas centro de masas. En
resumen, la energia cinética total del sistema de particulas en un instante t es
la suma de la energia cinética del centro de masas y de la energia cinética del
sistema de particulas respecto al sistema de coordenadas del centro de masas.

Por tanto la ecuacion completa correspondiente a la conservacion de la energia
en un solido rigido es, en términos integrales:

SR sa = AL

es decir, el trabajo de las fuerzas externas medido desde el sistema de
coordenadas del laboratorio es igual a la variacion de la energia cinética total
del sistema.

Momento angular de un sistema de particulas y centro de masas

El momento angular de una particula del sistema numerada por i puede
escribirse, utilizando el sistema de coordenadas centro de masa como
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—LAB —LAB —LAB —LAB —CM —LAB —CM
Lo =ri xmvi =m(rem +ri )x(MVem +mMVi )

Extendiendo el producto, sumando y factorizando convenientemente, como en
el caso de la energia, para todas las particulas tenemos

—LAB —LAB —LAB —LAB —CM —CM —LAB —CM —CM
DL =0, m)ran xVon +rem xQO mvi )+ QM ) xVen + D r xmyvi
i i i i i

vemos que los dos sumatorios centrales a la derecha de la igualdad pueden
reconducirse a la posicion y velocidad del centro de masas referidos al propio
sistema de coordenadas centro de masa, lo cual anula dichos términos
resultando

—LAB —LAB —LAB —CM —CM
Loai(t) =Fem xMVen + D 1" xmy;
i

es decir : el momento angular total del sistema calculado respecto de un punto
fijo del laboratorio, se puede descomponer en la suma del momento angular del
centro de masas respecto de dicho punto fijo en el laboratorio y el momento
angular del sistema de particulas respecto al centro de masas.

Momento de fuerzas en un sistema de particulas y centro de masas

El momento de la fuerza aplicada a una particula i del sistema es

Mi @) =r xFi =(Ten +1i )x(Filea+ 3 Fii )
i

Se ha introducido la posicion del centro de masas y la distincion entre fuerzas
externas e internas aplicadas a la particula i. Note el lector que r; se refiere al
punto de aplicacion de una fuerza, que para el caso de una particula
corresponde con la posicién de dicha particula. Note también que en este caso
en realidad solo se utiliza la definiciéon del punto centro de masas, no se utiliza
el movimiento relativo entre el sistema de coordenadas centro de masa y el
sistema laboratorio; por tanto la notacién utilizada r°"; puede inducir a
confusién en este caso ya que antes la hemos utilizado para medidas respecto
del sistema centro de masas. Sin embargo la notacion quedara justificada
posteriormente. Extendiendo el producto y sumando para todas las particulas
tenemos

M W) =ten x (X )+t (X F5 )+ xFre)+(r xFif )
i i ij i ij

El segundo sumatorio a la derecha de la igualdad es nulo segun la 32 ley de
Newton, ya que los sumandos cancelan simétricamente, por ejemplo Fi,=-F»; ;
por tanto el término correspondiente se anula. El dltimo sumatorio a la derecha
del signo es una suma sobre el indice compuesto ij sobre todos los pares
ordenados (i,j). Podemos igualmente hacer la suma sobre grupos de numeros;
asi el grupo {1,2} corresponde a los pares (1,2) y (2,1).
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—CM  —LAB —CM —LAB -CM  —CM . —LAB
Zl’i xFij +rj xFij =Z(I’i —rj )xFj
{ij} {ii}

donde hemos aplicado la 32 Ley de Newton como se ha presentado antes.
Evidentemente el grupo {1,2} es igual que el grupo {2,1} y no debemos sumar
dos veces lo mismo.

Si consideramos que la fuerza entre las particulas i,j es paralela a la linea recta
que las une, entonces la expresion anterior se anula completamente resultando

—LAB —LAB —LAB —CM —LAB
M total(t) =rem XFext + z i xFiex
i

De forma similar al caso de la energia, esta hipétesis sobre la direccion de las
fuerzas internas no es aplicable en general, solo para el caso de sélido rigido
que no es capaz de acumular energia elastica o de disipar energia por
rozamiento interno. Sin embargo note el lector que ahora se trata de momentos
de fuerza internos, no de energia. El concepto correspondiente en elasticidad
es el de momento flector.

El lector puede comprobar rdpidamente que, para nuestro caso de sélido rigido,
el momento total de fuerzas corresponde a la derivada del momento angular
total del sistema y se verifica

Miaa(0) = - Lo = Fon’ xMac +0 Y 1 xmf”
i

y comparando con la expresion anterior tenemos

d —

J— d — —
M (e:x'\tllerno(t) = a ZI: riCM X I'T]iViCNI = a Lt(z)’\t/z:ll(t)

En un sodlido rigido, la resultante del momento de las fuerzas externas,
calculado respecto al punto centro de masa (en el sistema de coordenadas
centro de masa), es igual a la derivada en el tiempo del momento angular total
del sistema calculado también respecto al centro de masa (en el sistema de
coordenadas centro de masa). Note el lector que la coherencia exige evaluar
momentos angulares y de fuerza siempre respecto de un mismo punto de
referencia en el mismo sistema de coordenadas. En el caso de la ultima
expresion el punto de referencia es el centro de masas.

3-Momento angular de un soélido rigido respecto a su centro de masas.

El centro de masas de un solido rigido puede considerarse como un punto del
solido rigido.

La propiedad definitoria del sistema de particulas que forman un sdélido rigido
es que mantienen constates sus distancias relativas independientemente del
estado de movimiento del sistema. Podemos ver que el centro de masas de un
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sélido rigido cumple esta condicion; si numeramos con k una particula arbitraria
del solido rigido tenemos

Zmiﬁ Zmi@—ﬁ) 2
rem _Ez—im- =t M - M?(rewm —E)2=[ZmiG—E)J

la tltima expresidn corresponde a la distancia al cuadrado entre una particula k
arbitraria del sélido rigido y su centro de masas multiplicado por el cuadrado de
la masa del solido, que es constante. Si derivamos respecto al tiempo esta
expresion

8 Gon -0 = S0 | =4 ZnG - o S -
aplicando el invariante cinematico vectorial podemos continuar la expresion asi
M Z%GCM —r)’ = 2(Zmiﬁ_ﬂ)j.(zmi5xG—E)J = z;mimﬁ_ﬁ).(z)xﬁ_ﬁ))
Sumando en grupos {ij}

> mim; (5 =) e (@x (1 = 1)) = > mm; (5 = 1,)  (@x (r; =)+ mm, (1 — 1) « (@x (5, ~1,))
i iy

aplicando las propiedades del producto mixto de vectores tenemos

S mm, (5 - 1) e lox (1, — 1)+ (1, — 1) x @] =0
{ij}

expresion que se anula debido a las propiedades del producto vectorial.

En conclusién la distancia entre el centro de masa de un sélido rigido y
cualguiera de las particulas de dicho soélido se mantiene constante.
Dependiendo de la distribucion de materia en el solido rigido el centro de
masas puede coincidir con una particula del sdélido o puede que no, sin
embargo el centro de masas siempre estara localizado, respecto de un sistema
de coordenadas intrinseco del sélido, en las mismas coordenadas. Por tanto el
punto centro de masas de un solido rigido puede considerarse
cinematicamente como un punto mas del sélido rigido y evidentemente es un
punto fijo, con velocidad nula, en el sistema de coordenadas del centro de
masas. Por tanto respecto del sistema de coordenadas centro de masas el
movimiento de un solido rigido equivale a un giro respecto de un eje
instantaneo de rotacion que pasa siempre por el punto centro de masas. El
movimiento total del sélido se puede describir como la composicion de un
desplazamiento del sistema de coordenadas centro de masas y un giro
respecto del sistema de coordenadas centro de masas.
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Dado que el centro de masa se puede considerar siempre un punto del sélido
rigido, su trayectoria en general sera una linea suave de modo que podemos
integrar la 22 Ley de Newton de esta forma

Si entre las fuerzas externas figura la gravedad al nivel de la superficie terrestre
(Mg) tenemos

8 — Externa - 8 d ZF = 1 -2
I ZF| .drcm:MI Zcm.drcm Z—Mch
AN A dt 2

B

1 -2
= A{E M ch

A

B

B —Externa - 8 _ ? dZF - 1 -2
'[ ZF| .drcm:—J-Mg.drcm-FMJ‘ Zcm.drcm :Mghcm+—Mch
A\ izgravedad A A\ dt 2

- A(Mghcm im Qimj
. 2

Note el lector que una interpretacion directa en términos de trabajo fisico del
resultado anterior no es posible ya que el desplazamiento de las fuerzas
externas no tiene por que coincidir con el desplazamiento dr¢, del centro de
masas; aunque si es posible una interpretacion energética. Una aplicacion de
este resultado se vera en el analisis del movimiento de la peonza.

El tensor de inercia.

Dado que el centro de masas se puede considerar como un punto del sélido
rigido se le puede aplicar la cinematica correspondiente. En particular, dado
gue el centro de masas esta en reposo para un observador desde el sistema de
coordenadas centro de masas, entonces para dicho observador el eje
instantaneo de rotacién del solido siempre pasa por el punto centro de masas.
Por tanto podemos expresar el momento angular respecto del sistema centro
de masas asi

Lo =Y Lo =S sem (wxri )= mw(ri )2 —ri (weri))

dado que la velocidad de cada particula es un giro puro respecto al eje de
rotacidon instantaneo en reposo. Se han aplicado también las propiedades del
doble producto vectorial.

En este punto estamos en la misma situaciébn en que, histéricamente, se
empez6 a concebir el concepto mateméatico de tensor. Tomando un sumando
del sumatorio anterior, y expresando los vectores por sus componentes
cartesianas tenemos

L =m, [Wariz - Xiazwﬁxiﬂ} =m, {Z(@ﬁriz - Xiaxiﬂ)wﬁ
B B

donde los super-indices a,B8 hacen referencias a las componentes cartesianas
de la posicion de la particula numerada con “” (con el significado
x=xi,yi=x%,zi=x’) en el sistema CM y la expresion 8,5 0 delta de Kronecker

tiene el valor 1 si a=By 0 si a#B. ¢Qué hay de nuevo en esto? La novedad es
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que el valor de las componentes L® se ha expresado en la misma forma
matematica en que una matriz actia sobre un vector, tal como vimos en la
parte cinematica. Si denominamos | a esta “matriz” 3x3 tenemos

Li=lw;I” = mi(5aﬂri2 —xi“xiﬂ)

Sin embargo | tiene un significado fisico muy distinto al de las matrices que se
han venido utilizando ya que no representa una transformacion entre dos
sistemas de coordenadas. Los vectores relacionados por I: L y w, son
fisicamente diferentes, se miden con distintas unidades, y los dos estan
definidos en el mismo sistema de coordenadas. Histéricamente se denomino a
este tipo de magnitudes tensores por que esta estructura matematica también
aparece en el andlisis de tensiones internas en sélidos elasticos. La teoria
matematica actual concibe las matrices, vectores y escalares como tipos
especiales de tensores.

Dado que se pueden aplicar las propiedades lineales de las matrices, aplicando
la propiedad distributiva y en notacion vectorial

—cM =CM _ =CM \_ =CM _
Ltotalzzli W= le WIItotaIW
i i

| = Z m; (%ﬁz - Xiaxiﬁ)

total

Vemos claramente que los componentes del tensor de inercia | dependen
exclusivamente de la distribucion geométrica de la masa tal como se percibe
desde el sistema de coordenadas centro de masa. Dado que el sélido rigido
gira respecto del centro de masas, esta distribucién en general varia con el
tiempo, con lo que debemos considerar que el tensor de inercia varia con el
tiempo

=CM

Et%ﬁl (t) = lota (t) V_V(t)

El tensor de inercia también aparece en la energia cinética del solido rigido
respecto de su centro de masas. Para la i-ésima particula la energia respecto
del centro de masas sera, utilizando las propiedades del producto mixto:

cM —l Vi 2:1 (Wxri)e(WxT; :l We|ri x (Wxri
E _2mi(v. ) 2m,(w ri)e(wxri) 2m,w [r. (w r.)]—>

oM 1_ =CM _
E, :EWO i w

y aplicando las propiedades asociativas del producto escalar y de las matrices

Ect - X E™ =Z%VV.[T?M v‘v) %w{zT?M V‘VJ%V‘V.[@T?M M R

total

_ =CM — _ _
EM = %w- [ | ma.w} = EM (1) = %W(t) o Lioti(t)
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La relacidn tensorial entre L y w supone que las direcciones de estos vectores
no seran en general paralelas. De la definicion del tensor de inercia vemos que
es simétrico respecto de los indices a,8: 1°°=I"" en cualquier sistema de
coordenadas, y en particular, en cualquier sistema de coordenadas con origen
en el centro de masas. Esta simetria asegura la posibilidad de diagonalizacion
del tensor de inercia (ver apéndice matematico: diagonalizacion y formas
cuadraticas). Esto significa que se puede encontrar un sistema de coordenadas
cartesiano principal con origen en el centro de masas en el que las
componentes 1% con a#B son nulas, de forma que en dicho sistema la relacion
tensorial es

L, 10 0 |(w, [ “w,
L, |=|0 ¥ 0 w, |= IWWy
L, 0 0 17 W, |ZZWZ

En general los ejes de este sistema de coordenadas principal son solidarios al
sélido rigido, es decir, se trata de un sistema de coordenadas intrinseco del
sOlido. Evidentemente en un sistema de coordenadas intrinseco el solido no
gira, pero note el lector que las componentes del tensor de inercia son
completamente independientes del giro del sélido rigido y solo dependen de la
distribucion espacial de materia en el sistema de coordenadas considerado.
Aunque dependiendo de la simetria del so6lido puede haber degeneracién en
los ejes. Hay casos en que podemos elegir dos ejes que no giren con el solido
y que unido al eje que si lo hace formen un sistema de coordenadas en el que |
se mantenga en forma diagonal. El caso mas extremo de degeneracion es una
esfera homogénea, en la que cualquier sistema de tres ejes perpendiculares
entre si con origen en el centro de la esfera es un sistema de coordenadas
principal.

Ecuaciones de Euler del sélido rigido

Combinando resultados anteriores tenemos

— d — d =CM —
M E?x'\t/tlsrno(t) = a Ltcol\t/lal(t) = a | total(t) W(t)

Veremos que la dependencia con el tiempo de esta ecuacién puede
simplificarse. La ecuaciéon anterior es valida respecto del sistema de
coordenadas centro de masa, sistema que por definicion no gira respecto del
sistema de coordenadas inercial de referencia. Sin embargo, podemos referir la
ecuacion anterior a un sistema de coordenadas intrinseco del sdlido con origen
en el centro de masa considerando el valor del vector L en este sistema
intrinseco. Siempre podemos imaginar un instante t, en que los ejes del
sistema intrinseco coinciden hasta la identidad con los ejes de nuestro sistema
centro de masas. En este instante t, vamos a obtener que el valor del vector L
en el sistema de coordenadas del centro de masas corresponde a la expresion

=Intrins —cMm

—C
Lto'rlal(to)= ltotar W (to)



Enrique Cantera del Rio Cinematica y Dinamica del Solido Rigido 35

Donde hemos subrayado la velocidad angular como vector medido respecto al
centro de masas. Esto es cierto no solo para una coincidencia respecto al
sistema centro de masas, sino para coincidencias respecto al grupo formado
por todos los sistemas de coordenadas con origen el centro de masas,
orientados arbitrariamente y en reposo relativo permanente respecto al centro
de masas. El vector velocidad angular w va a ser el mismo en todos los
sistemas de coordenadas incluidos en este grupo, ya que se trata de sistemas
gue no giran relativamente entre si. Por tanto, para este grupo de sistemas de
coordenadas se verifica la siguiente ecuacion en cualquier instante

=Intrins —G

[S)tal(t) = ltotat W (t)

donde el indice G hace referencia al sistema de coordenadas del grupo que, en
el instante arbitrario t coincide con el sistema intrinseco. Esto significa que las
componentes de L y w en la expresion anterior son las proyecciones vistas
desde G de dichos vectores sobre los ejes del sistema intrinseco. El lector no
debe confundir estas proyecciones con el valor de L y w respecto del sistema
de coordenadas intrinseco, ya que estos valores serian nulos pues en dicho
sistema el sélido permanece en reposo permanentemente.

Podemos expresar este resultado respecto al sistema de coordenadas centro
de masa aplicando la matriz de transformacion T correspondiente

Lom(®) =T Low() =T (t)[Tt'Eff. W (t)}

con lo que podemos derivar respecto del tiempo y obtener, aplicando
resultados del apéndice matematico(tensor velocidad angular) y resultados
anteriores

M omrno(t) = %Eﬁ,ﬂ.(t) _ %{T (t)[Tfo:. W (t)ﬂ _ H%T (t)}T 1 (t)}T (t)[Tfo:. W (t)} T (t)[Tfof. %V_VG (t)} -

M () = T (0] Tt |+ 70 T S0

Si aplicamos a la expresién anterior la transformacion inversa T™(t) y utilizando
las propiedades del producto vectorial tenemos

T M otemo(t) = T 'l(t){\TvCM M) xT (t)F:Z:: w (t)ﬂ STT (t)[TfZIQi %\TVG (t)} _
T w™ 0 xT 0T (t)[T!SEQi W (t)}LT‘l(t)T (t)[T!SEQi%v‘vG (t)}

resultando M oterno(t) = W' (£) F:Z:; W (t)} + F:Q:; %\TVG (t)}

donde las componentes de todos los vectores: Mexemo, W ; S€ evallan
proyectando estos vectores, que percibimos desde el sistema de coordenadas
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centro de masas, sobre el sistema intrinseco en cada instante de tiempo. Note
el lector que ahora el tensor de inercia | ya no depende del tiempo, sino que se
evalia una vez en el sistema intrinseco elegido. Evidentemente resulta
ventajoso utilizar como sistema intrinseco uno en que el tensor de inercia | sea
diagonal. En este las componentes forman el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales

M x(t) =W, (t)WZ (t)(lzz — Iyy)+ Ixx dWx (t)

Ixx 0 0 dt

=Intri s (t)

liotr=| O Iyy 0 My(t)=Wz(t)WX(t)(|xx—|Zz)+|yyd_yt
0 0 1

’ M z (t) = Wy (t)Wy (t)(l W Ixx)+ Izz dv:;zt(t)

En el caso de ser Mexerno =0 las ecuaciones representan el movimiento libre de
un sélido rigido. Aungque las componentes vectoriales de las ecuaciones de
Euler son, en rigor, proyecciones en el sistema intrinseco de medidas
vectoriales en el sistema centro de masa, el caso del movimiento rigido de la
tierra es un caso especial. Desde un sistema de coordenadas intrinseco ligado
a la tierra se puede medir indirectamente la velocidad angular de las
ecuaciones de Euler por medio del giro nocturno aparente del firmamento, es
decir, mediante medidas astrondémicas. Generalizando, la velocidad angular
desde el sistema intrinseco se puede medir indirectamente por el giro relativo
del sistema de coordenadas centro de masas y el momento de las fuerzas
externas referido al punto centro de masas puede ser medido directamente en
el sistema intrinseco.

4-Visualizacién y ejemplos.
Precesion libre del eje instantdneo de rotacion.

En el caso en que no existan fuerzas externas aplicadas al sélido rigido, se
sigue que el centro de masas se mueve a velocidad constante o esta en reposo
respecto de nuestro sistema de coordenadas inercial Laboratorio. Por
economizar en imaginacion elegimos este ultimo caso, de esta forma podemos
considerar que el sistema de coordenadas Laboratorio equivale al sistema de
coordenadas centro de masa.

Debido a la ausencia de momentos de fuerzas, el momento angular del sélido
debe permanecer constante, ya que se verifica

MtlﬁaBl t) = %[’:ﬁaBI tH=0=> [thﬁaBl =cte

Por otro lado no existe transferencia de energia con el exterior y por tanto la
energia cinética de rotacion debe ser constante

total —

l _ _
EXB = 5 w(t) e Liotl = Cte
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de esta expresion no deducimos que w sea constante, sino que dado que Ey L
son constantes, lo que se mantiene constante es la componente de la
velocidad angular proyectada sobre la direccién, constante, del momento
angular L. Ahora debemos hacer dos distinciones:

1-El s6lido gira respecto de uno de los ejes principales:

Si tomamos en las ecuaciones de Euler para un instante t con M(t)externo=0,
wy(1)=0, w,(t)=0 y wy(t) no nulo ; se predice que dw,/dt = dw,/dt = 0. Por tanto
wy Y w, seguiran siendo nulos en el instante t+dt y asi sucesivamente. Pero hay
que considerar que estos resultados de la ecuacion de Euler son componentes
proyectadas al sistema de coordenadas intrinseco del sélido centrado en el
centro de masas y orientado de modo que el tensor de inercia sea diagonal. En
este sistema de coordenadas los valores proyectados de L y w solamente
tienen componente <x>, en cualguier momento. Visto desde el sistema de
coordenadas centro de masas, L debe permanecer constante, lo que exige que
el eje <x> del sistema de coordenadas intrinseco no cambie de direccién para
un observador en el sistema de coordenadas centro de masas; y por tanto en
este caso no hay precesion del eje instantaneo de rotacion siendo w constante.

2-El solido gira respecto de un eje que no es principal:

En este caso podemos elegir el sistema de coordenadas centro de masa de
forma que coincida en un instante t arbitrario con el sistema de coordenadas
propio del sdlido rigido. En este instante t el tensor de inercia | se hace
diagonal. En caso de no haber fuerzas externas el vector L seréd constante y la
energia cinética de rotacion E también constante. Por tanto podemos escribir lo
siguiente para este instante

L2 :(I XXWX)2 +(I Wwy)2 +(I ZZWZ)Z . E :%(I W+ 1YWy + IZZWZZ)

estas relaciones no determinan univocamente las componentes de la velocidad
angular. Ademas, un instante después de t, el tensor de inercia tomara otra
forma no diagonal y para mantener constantes L y E en todos los casos
posibles debemos aceptar la posibilidad de que la velocidad angular w cambie
con el tiempo.

En resumen, tenemos que en ausencia de fuerzas externas un sélido que gira
respecto de de un eje no principal sufre una deriva o precesiéon en su velocidad
angular y eje instantaneo de rotacion de modo que se puedan mantener
constantes la energia y el momento angular. Este movimiento de precesion se
puede apreciar en el lanzamiento de balones en el rugby. Debido a su forma
alargada, giran en general respecto de algun eje que no es el de simetria, lo
que se percibe en el movimiento de la punta del balon. Durante el vuelo del
balén, el valor constante de la gravedad hace que el momento de fuerzas
respecto del centro de masas del balén sea nulo. Este movimiento de
precesion también se da en el caso del giro de la tierra [2], pero no se trata del
movimiento conocido como precesion de los equinoccios, cuyo origen esta
asociado a momentos de fuerza externos del sol y la luna. Si consideramos la
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tierra aproximadamente como un elipsoide de revolucién con achatamiento en
los polos[3’], entonces el sistema de coordenadas intrinseco formado por el
plano ecuatorial y el eje norte-sur forman un sistema de coordenadas que
diagonaliza el tensor de inercia. Si el eje norte-sur es el <z>, tenemos l=lyy.
De las ecuaciones de Euler tenemos que w, es constante y wy ,wy deben
satisfacer lo siguiente (i es la unidad compleja):

dw
OzwaE+d::x; 0=—WXQE+d—ty; w, =cte; dw
—>v_v:(wx,wy,wz); £_2=(0,0,QE):>—W:S_)XV_\/
I dt
QEz(l—ijwz =1y
XX

w, = Acos(Q¢t)

. dw . .
W=, +iwy =~ = iQew = w= Aexp (iQgt)= {Wy _ Asen(O,t)

que conducen a una frecuencia de oscilacion armoénica Qg para las
componentes wy ,wy de la velocidad angular proyectadas sobre el sistema de
coordenadas intrinseco; el valor A esta relacionado con la energia cinética de
rotacion E. La velocidad w, corresponde aproximadamente a la rotacion diurna
de 24 horas. Para obtener la ley correspondiente respecto al centro de masas
podemos aplicar el resultado de la seccion sobre el tensor velocidad angular
del apéndice matematico tomando como vector C la velocidad angular w de
modo que tenemos

W B
dt
CM

y por tanto respecto del CM obtenemos la misma ley para la velocidad angular.
El movimiento obtenido representa ahora una precesién? del vector velocidad
angular w (no de L) de frecuencia angular Qg. Este movimiento de la tierra se
denomina bamboleo de Chandler y queda reflejado en el firmamento por una
ligera variacion con el tiempo de las coordenadas a las que apunta un
telescopio terrestre para ver cualquier estrella, por ejemplo la polar que esta en
la direccidn del eje instantaneo de rotacion de la tierra. Estas modificaciones
son periodicas cada 433 dias aproximadamente. Note el lector que hemos
considerado una primera aproximacion en la que no existen momentos de
fuerza externos sobre la tierra. Aunque el movimiento de la tierra como un
sélido rigido parece ser la razon principal del bamboleo de Chadler, esto no
explica completamente los datos experimentales. Se investiga sobre posibles
modificaciones del tensor de inercia debido a las partes fluidas de la tierra :
aumento del nivel del mar y cambios locales de la presion del fondo marino,
corrientes ocedanicas y atmosféricas, terremotos y capas internas de la tierra.

2 ver el caso de la precesion de la peonza mas adelante.
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Oscilador mecanico

: La figura representa un semi-
cilindro que se balancea en
contacto con el suelo afectado
por la gravedad. Vemos
representados los sistemas de
coordenadas del laboratorio y del
centro de masa, siempre con ejes
A paralelos. Con flechas mas
gruesas se representan la fuerza
LAB de contacto con el suelo, con una

> componente de rozamiento y la

fuerza de gravedad actuando

sobre el centro de masas. Si

suponemos que no  hay
deslizamiento en el punto de contacto del so6lido con el suelo, entonces la
velocidad del punto correspondiente del sélido en contacto con tierra es cero.
Por tanto el eje instantdneo de rotacion, juzgado desde el sistema de
coordenadas del laboratorio pasa por dicho punto de contacto y por tanto el eje
instantaneo de rotacion se mueve con el tiempo para el observador laboratorio.
Desde el sistema de coordenadas centro de masa el eje instantdneo pasa por
el punto centro de masas y resulta evidente que la direccion del eje es en la
perpendicular al papel. Dado que no hay giro entre LAB y CM la direccion del
eje instantaneo de rotacion en LAB sera la misma: en la perpendicular al papel.
De la definicion de momento angular, el lector puede comprobar que el
momento angular medido respecto al origen de CM es un vector también
perpendicular al papel. Por tanto el sistema esta girando alrededor de un eje
principal en el sistema CM y por tanto se verifica la relacion escalar

Zz
L, =1%w,

donde el eje z es el perpendicular al papel asociado al sistema de coordenadas
CM. EI movimiento de oscilacion es tal que la inclinacién del sélido alcanzara
un maximo y después invierte su movimiento. Esto supone que la velocidad
angular cambia en signo y en valor absoluto y por tanto por continuidad existe
un instante en que la velocidad angular se anula; correspondiendo con la
méaxima inclinacion. Dado que la componente del momento de inercia se
mantiene constante al girar respecto de un eje principal, entonces el momento
angular debe modificarse. Esto supone que el sistema debe estar sometido a
un momento de fuerza neto no nulo y se verifica

—CM d —cm
M externo(t) = a Ltotal(t)

donde el momento externo hay que calcularlo respecto del centro de masas. El
lector puede partir de la definicibn de momento de fuerzas y concluir que, en
este caso y dado que la fuerza de gravedad es igual para todos los elementos
de masa, entonces el momento de fuerzas de la gravedad respecto al centro de
masa es nulo. Por tanto solamente queda el momento de fuerzas respecto del
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centro de masa que genera la fuerza de contacto con tierra. Es evidente que la
velocidad angular tendra un valor maximo en cada ciclo de oscilacion y en este
maximo sera

d
Mg('tvlerno(t) =1% aw(t) =0

lo que supone que, respecto al centro de masas el momento de fuerzas debe
anularse en el instante de maximo. Dado que la fuerza de contacto no se anula
en general, esto solo es posible si el radio vector desde el punto centro de
masas Yy la fuerza de contacto son paralelos en el instante de maximo.

La energia mecanica se conservara, ya que la gravedad es una fuerza
conservativa y la fuerza de contacto no consume energia mecanica, bien sea
por conversién a otras formas de energia potencial o disipacién en forma de
calor o modificacion de energia cinética del planeta tierra. Por tanto en nuestro
caso la cantidad (hcy, es la altura del centro de masas)

-2
E = Mghg, +%Mvcm +%|“w2

se conserva a lo largo del tiempo. Respecto del sistema LAB la velocidad del
centro de masas sera, en modulo

Vom () = WOR(®)

siendo R(t) la distancia del centro de masas al eje instantaneo de rotacion, es
decir, el punto de contacto con el suelo del semicilindro. Por tanto cuando la
velocidad angular se anule toda la energia sera potencial gravitatoria. Por otro
lado es evidente en la expresion de la energia que en el instante de minimo en
la altura del centro de masas (h.) se da un maximo en la velocidad angular y
por tanto la anulacion del momento de fuerzas respecto al centro de masas,
como se ha dicho antes.

IZZ

El calculo de 1? corresponde a la expresién (x'=x, x°=y, x°=z)

ltotal = Z m; (533ri2 - Xi3xi3) . Z m; (Xi2 + Yiz)
i i

0 en términos integrales
liotal = Idm(xz +y%)

que aplicado a un eje que pase por el centro de masas puede resultar en un
calculo pesado. Aplicando el teorema de Steiner, que el lector puede consultar
en el apéndice matematico, es posible reconducir el calculo a un caso mas
sencillo. Este teorema relaciona los momentos de inercia de un sélido respecto
de dos ejes paralelos, uno de ellos pasando por el centro de masas. En este
caso el célculo se simplifica para un eje de rotacién paralelo que pase por el
centro del tramo recto, segun el dibujo, del semicilindro. Para una referencia
sobre el célculo de momentos de inercia el lector puede consultar [2].
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Es evidente que la altura hy del punto C se mantiene
constante en cualquier instante y que el médulo de D también
se mantiene constante pues se corresponde con la distancia
entre dos puntos del sdlido rigido. Si tomamos esta altura
como origen podemos determinar la altura del centro de
masas en cualquier instante como h = -D*cos(6), donde 6 es
el angulo, entre D y hg , que ha girado el semicilindroy D es la
distancia entre los puntos C y CM. De este modo podemos
plantear la conservacion de la energia mecéanica asi

2
E = —Mg Dcos(d) +%MR2 w? +% I 2w? = Mg Dcos(6) +%(MR2 +1 ZZ)[%—?}

donde hemos utilizado también el resultado previo sobre la velocidad del centro
de masas y la definicion de velocidad angular.

El lector puede analizar el tridngulo vectorial R=hy+D. Elevando al cuadrado
tenemos R?=hy®> + D?-2 Dhgcos(6), sustituyendo este resultado y derivando en
el tiempo la ecuacién anterior obtenemos

do d2o
— =
dt dt?

deo do )’ . ) d20
—Ilg+hy| — | |MDsin(@)+(MR*+1%)—|=0
dtl[g o(dtjj ©+( )dtz}

3
0=MDg sin(H)(ij—f+ MDh, sin(H)(c;—fj +(MR2 +17)

en un caso analogo a la ecuacién de Binet [3] la factorizacién de la ecuacion
diferencial nos lleva a dos soluciones : d6/dt=0 que representa un estado en
reposo y

2
= MgD0+[M(hO—D)2+IZZ]Z—26:O
t

La ecuacion diferencial obtenida® para pequefias oscilaciones corresponde al
caso de un oscilador armoénico de frecuencia w

49 _ - |___MD
dt M(h,—Df +1%

con este resultado podemos comprobar las condiciones de la aproximacién
g>>ho(d6/dt)?, que resulta en un valor de ho suficientemente alto. Debido al
rozamiento de rodadura las oscilaciones irdn disminuyendo hasta que el
semicilindro acabe en reposo. Sin embargo los osciladores mecénicos de este
tipo (péndulos) tienen la propiedad del isocronismo, es decir, aunque la
amplitud de oscilacion disminuya por el rozamiento la frecuencia de oscilacion
se mantiene en el tiempo. Este descubrimiento se acredita a Galileo al observar
la oscilacién de un candelabro en una catedral midiendo el tiempo con el pulso

% Recordando la ecuacion Mm(t)=dL/dt podemos reconocer dL/dt=17d%0/dt*, de modo que sera
Mcn(t)=-MgD6-M(ho-D)? d%6/dt®
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de los latidos de su propio corazdn. Este hecho es la base del funcionamiento
de los relojes de péndulo. El rozamiento tiene un efecto acelerativo y por tanto
debe ser incluido como una fuerza adicional en la 22 ley de Newton. Modelando
el rozamiento de rodadura como un término adicional nd6/dt en la ecuacién
diferencial anterior, que corresponde con la 22 ley de Newton, la solucion que
se obtiene es una oscilacion amortiguada de amplitud decreciente, pero
manteniendo una frecuencia determinada®; lo que corresponde con la
caracteristica experimental del isocronismo®:

2
MgD9+n(:j—f+(M(ho—D)2+lzz)zT29:0
Se puede seguir el mismo método utilizado aqui para encontrar la ecuacion del
oscilador de un péndulo matematico, es decir, un punto de masa m que oscila
colgado de una cuerda sin masa: se parte de la ecuacion de conservacion de la
energia, se pone la altura y la velocidad en funcién del &ngulo, se deriva en el
tiempo y se restringe a pequefios angulos.

Precesion debida al momento de las fuerzas

El movimiento de una peonza se suele tomar como ejemplo de este tipo de
movimiento, debido sin duda a ser una

el experiencia accesible para la mayoria de las
personas. Una vez que hacemos girar la
peonza esta va pasando, de una posicion
inicialmente casi vertical a ir declinando
poco a poco hacia abajo manteniendo el
punto de contacto con el suelo. Esta
declinaciéon es gradual y va acompafada de
un giro del eje de la peonza alrededor una
linea vertical que pasa por el punto de
contacto fijo con el suelo, giro también
denominado precesion. También se puede
notar un ligero movimiento de oscilacion o
nutacion del eje indicado en el dibujo por las
dos flechas sobre el eje de la peonza. Dado
gue el punto de contacto con el suelo es fijo
las fuerzas de contacto no tienen asociado un desplazamiento y por tanto no
implican un intercambio de energia externo. Basta tomar momentos respecto al
punto fijjo para ver que estas fuerzas tampoco suponen un intercambio de
momento angular. Por tanto las fuerzas de contacto solamente pueden
intercambiar impulso mecanico con la peonza. La precesion hace que el centro
de masas siga una trayectoria aproximadamente circular como aparece en el
dibujo. Para que esto suceda, las fuerzas externas (peso y contacto con el
suelo) deben cancelar en la vertical y en la horizontal debe actuar una
componente asociada al rozamiento que justifique la aceleracion centripeta
necesaria. La peonza es un objeto simétrico de forma que podemos suponer
que el centro de masas se sitia en algun punto del eje de simetria de la

* Frecuencia que también depende del coeficiente de rozamiento n
® Note el lector la analogia de esta ecuacion y la de un circuito eléctrico RLC.



Enrique Cantera del Rio Cinematica y Dinamica del Solido Rigido 43

peonza, tal como aparece en el dibujo. Sin embargo el eje de simetria de la
peonza no es en este caso el eje instantaneo de rotacion. Sabemos que el eje
instantaneo de rotacion pasa por el punto de contacto con el suelo en el que la
punta de la peonza estd en reposo en el sistema de coordenadas del
laboratorio, pero no puede pasar por el centro de masas ya que el centro de
masas no esta en reposo como hemos dicho.

Sin embargo podemos considerar un sistema de coordenadas S (en rojo en el
dibujo)que se mueva de tal forma que la precesion quede
compensada (anulada). El eje Z de este sistema coincide con
el eje de simetria de la peonza y es solidario (arraigado) a ella.
Sin embargo los otros dos ejes no son igualmente solidarios

Q (arraigados) a la peonza; pero todos los ejes de S giran,

@ exclusivamente, segun la velocidad angular de precesion Q.
En este sistema de coordenadas estdn en reposo tanto el

punto de contacto con el suelo como el centro de masas y por tanto el eje
instantaneo de rotacién equivale en todo momento al eje Z. Para ver el
movimiento del eje instantdneo de rotacion respecto del observador del
laboratorio podemos combinar los dos movimientos: la rotacion observada
desde S y la precesion de S vista desde el laboratorio. De esta forma el
movimiento del eje instantdneo de rotacion aparece asociado a la rodadura
entre dos conos, como aparece en el dibujo adjunto (Diagrama de Poncelet). El
cono de la derecha esta asociado al movimiento de precesion del eje Zy el de
la izquierda la rotacion de la peonza respecto del sistema S. El vértice de los
conos es el punto de contacto de la peonza con el suelo, que en ambos
sistemas de coordenadas (S y LAB) es un punto de reposo de la peonza. El
cono de la izquierda rueda sin deslizar sobre el cono de la derecha, debido a
esto, los puntos correspondientes de la peonza (cono izquierdo) estan en
reposo instantaneo respecto del sistema LAB y por tanto estan en el eje
instantaneo de rotacion respecto de LAB. Por tanto en LAB el eje instantaneo
de rotacién no corresponde con el eje de la peonza. El cono izquierdo no
representa la peonza completa, sino que su angulo de abertura esta limitado en
la zona de rodadura por los puntos de la peonza en reposo relativo a LAB. De
la condicion de rodadura tenemos una medida de la anchura relativa de los
conos Qd ag=wds. de modo que si O<<w entonces ds<<d ag Yy la anchura del
cono giratorio asociado a la peonza es muy pequefia.

Q+ o

Podemos aplicar el resultado de que el momento de las fuerzas externas
respecto del centro de masas equivale a la velocidad de cambio de momento
angular respecto del centro de masas. El Sistema de coordenadas centro de
masas no es el sistema de coordenadas S anterior, pero dada la simetria de la
peonza el sistema S es un sistema de ejes propio que diagonaliza el tensor de
inercia. Podemos suponer un instante en que el sistema de coordenadas centro
de masas coincide con S. Si el giro de precesion es, en primera aproximacion,
mucho mas lento que el de giro de la peonza respecto de su eje de simetria,
podemos aplicar lo antes sefialado, en este instante, asi

—em — dL

P+N=0; ro xN=—"; L=1%w
dt
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La primera ecuacion es el balance de fuerzas verticales externas sobre el
centro de masas y se justifica si el centro de masas se mueve sobre un plano
horizontal. La segunda ecuacion es el momento de fuerzas respecto del
sistema centro de masas de acuerdo a la aproximacion anterior; en este punto
suponemos que el momento de las fuerzas R, R’ respecto del centro de masas
es despreciable. La tercera ecuacion indica que si despreciamos la precesion,
lo cual es coherente con tomar R=0 como veremos, el eje de rotacion
instantaneo de la peonza es su eje de simetria y por tanto se trata de un eje
propio en el que las direcciones de L y w son las mismas. En estas
condiciones los vectores L y re“™ son aproximadamente paralelos (o™ =AL, A
coeficiente de proporcionalidad lineal) y, multiplicando escalarmente por el
vector L la segunda ecuacién, obtenemos que el modulo de L es constante en
el tiempo. Por tanto la velocidad de cambio de L corresponde al giro de un
vector de modulo constante en el sistema de coordenadas centro de masas
respecto de un punto fijo, algo que se expresa por medio del producto vectorial
como vimos en la cinematica (ver apéndice matematico: tensor velocidad
angular):

rngmg:/lemg:—(fj—I{:—QxL :Q:lmg:irol_mg

donde Q es la velocidad angular asociada al movimiento de precesion, es decir,
la velocidad angular con que el eje instantaneo de rotacion se va desplazando,
de generatriz en generatriz, por el lateral del cono de la derecha en el diagrama
de Poncelet. Vemos claramente que el incremento instantineo dL es
perpendicular al propio vector L. EIl signo que precede a la Ultima expresion
depende de si el sentido de los vectores ™" y L es el mismo o es opuesto.
Note el lector que hemos partido de una situacion estatica despreciando la
precesion y el resultado obtenido es un valor para la precesion. Esta precesion
provoca la rodadura entre conos en el diagrama de Poncelet y por tanto la
precesion de la propia peonza. Este resultado es una primera aproximacién
cuasiestatica que puede realimentar un proceso para una segunda
aproximacion; ya que el valor Q da una medida para R = m Q% dem ; en una
aproximacion basada en la percepcion fisica del CM moviéndose
uniformemente en una trayectoria circular de radio dem : siendo dem = ro"Msen(e)
la distancia entre el CM y la recta vertical que pasa por el punto fijo en tierra de
la peonza. Con este nuevo componente, la ecuacion anterior de momentos de
fuerza respecto al centro de masas se plantea, en forma escalar, de esta forma

r=r™; N sen(e) + mr?Q? sen(p) cos(p) = QL sen(ep) = cos(p) = %
En segunda aproximacion tenemos que el eje de la peonza forma cierto angulo
¢ con la vertical y esto supone rN # LQ, pero la diferencia de valores rN - LQ
mantiene un valor aproximadamente constante de modo que el angulo de
inclinacién del eje de la peonza se mantiene también aproximadamente
constante. Sin embargo la experiencia fisica de la nutacion del eje de la peonza
nos informa de que el angulo @ oscila ligeramente. Podemos relacionar esto
con una pequefa oscilacién en la precesion AQ << Q. Si la precesion QQ cambia
con el tiempo debemos introducir también una componente de fuerza
tangencial R’ al movimiento del centro de masas, cuyo valor aproximado sera
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R’ = md.n dQ/dt. El lector puede comprobar que la direccion de la fuerza R’
generard un momento de fuerza respecto del centro de masas que supone un
incremento AL" del momento angular de la peonza que lo hace oscilar en la
direccion del cabeceo de nutaciéon. Este AL" es también aproximadamente
perpendicular a L; de modo que, para valores de L suficientemente elevados,
podemos seguir suponiendo que el modulo de L es aproximadamente
constante. La precesion oscilar4 entre dos valores extremos. Partiendo del
minimo de Q y considerando un alto valor de L, un pequefio aumento AQ
supone en segunda aproximacion un aumento de AN segun la relacion QL —
rN = constante. Si N va en aumento, podemos suponer que la dinamica esta en
un estado en que N<mg y que en centro de masas esta cayendo; pero a
medida que éste cae Q y N aumentan llegando a valores maximos. Es
previsible por tanto que N llegue a un valor que frene la caida del centro de
masas (N>mg) y éste acabe por elevarse. En el ascenso desde valores
maximos N y Q iran disminuyendo hasta el punto en que el centro de masas no
pueda seguir su ascenso en la nutacion y vuelva a repetir la fase oscilatoria de
descenso. De este modo el promedio temporal de la nutacion resulta en unos
valores promedio de N=mg, Q y ¢ constantes segun la segunda aproximacion
comentada antes.

En el contexto de la aproximacion que manejamos, podemos comprobar que la
variacion de energia potencial del centro de masas no puede ser absorbida
totalmente por una variacion de la energia cinética del mismo centro de masas,
y por tanto la energia cinética de rotacion debe verse afectada para cumplir con
la conservacion de la energia.

et ; 1
EM -E-E,, =E- (ECC,'T,”et'°a+ Ecpn?te”°'a')z E —[EerQ2 sen®(p) +ED. +mgr cos(<p)J;

rot =

2 2.3

2 cosip) ~ " L cos(p)
e o OO | o e
dEC[;r?tencial sen((p) erdQ MEM g dEC[:Ttl)tenciaI
L dp Ldp/dt
ﬁ:fmrzgzsen(ga)cos(go)f%
do de

E".m es la energia cinética del centro de masas en la direccion de nutacion. Por
otro lado la variaciébn de un vector L de médulo constante por la velocidad
angular de nutacién (de/dt) debe satisfacer M,“M=Ldg/dt ; donde M,"M es el
momento de la fuerza que provoca la nutacion respecto al centro de masas.
Para valores de L suficientemente grandes (L>>mrVgr) podemos aproximar el

resultado anterior por di(ECM + Egm)zo y la energia de nutacion del centro de
@

rot

masas se compensa aproximadamente con la energia de rotacion respecto al
centro de masas. Para valores de L no tan grandes la aproximacion no es
valida y tenemos un movimiento de nutacion distinto; y en general el
movimiento resultante depende de las condiciones iniciales de estos
movimientos de precesion y nutacion.
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Si partimos inicialmente de una caida del centro de masas tenemos dg>0 y
dE".n>0 y por tanto dE“M4<0; lo que supone una disminucién de la energia
cinética de rotacion. La interpretacion fisica de este resultado es que la peonza
transfiere energia de rotacion para evitar la caida del centro de masas: realiza
un “trabajo” sobre el centro de masas. Podemos ver esto haciendo la integral
de linea de la 22 Ley de Newton para el centro de masas segun el
desplazamiento de dicho centro de masas dr¢nm

ZEext = m§+N: macm :>N.chm :—mg.chm + ma.cm .chm p—

dWclﬁlq _ dEC;?r(]Jtenual + dEgrlr?etlca

Aqui N agrupa las componentes de la fuerza de contacto con la punta de la
peonza, y en rigor esta fuerza no supone ningun trabajo o transferencia de
energia a la peonza ya que actia sobre un punto fijo que no se desplaza. Sin
embargo en la integral anterior aparece un trabajo no nulo dW"., asociado al
desplazamiento del centro de masas. Si expresamos N = -mg+AN en el
resultado anterior el término de energia potencial desaparece. Tenemos que
concluir por tanto que este trabajo dW"., incluye transferencias de energia
internas a la peonza, en este caso entre la energia cinética de rotaciéon y la
energia cinética del centro de masas. De la misma forma podemos multiplicar
la 22 Ley vectorialmente por rcy, y obtenemos

Fan XM+ Fon x (-G + AN = Fon x Mt = 5= (Lo )= P AN = (L)

ya que sabemos que las fuerzas de contacto no suponen un intercambio de
momento angular en este caso, debemos concluir que estas fuerzas estan
asociadas a una transferencia interna entre el momento angular de rotacion y
momento angular del centro de masas.

El dibujo adjunto presenta un ejemplo similar de precesion: una rueda gira

soportada solo por una cuerda atada a un extremo de su eje de

T giro. EI momento de giro L hace que la rueda decline hacia el

suelo lentamente y haciendo un giro de precesion respecto al

eje definido por la cuerda a medida que actia el momento de

L fuerzas asociado al peso (P). Colocando un dinamémetro en la

cuerda podemos observar la evolucion de la tension T con el

tiempo. La presentacion hecha sobre el movimiento de la

peonza es una aproximacion ligada a nuestra percepcion fisica.

P Un tratamiento matematicamente mas riguroso se deriva de la

utilizacion de los angulos de Euler y las ecuaciones de Euler-

Lagrange. El uso de estas ecuaciones, basadas en el principio de D"Alembert,

es recomendable debido a la dificultad de evaluacién de las fuerzas de ligadura

en el contacto entre la peonza y el suelo. En el apéndice matematico se hace
un planteamiento del Lagrangiano de la peonza.
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El caso de la bailarina

Un ejemplo muy comun sobre conservacion del momento angular es el de una
bailarina que esta girando con sus brazos en cruz y posteriormente los acerca
a su cuerpo. Si suponemos que las fuerzas externas estan equilibradas y el
momento de dichas fuerzas respecto del centro de masa es nulo, entonces el
momento angular respecto del centro de masa debe conservarse. Dado que el
momento de inercia respecto del eje de giro (I**), que suponemos es un eje
principal, disminuye al acercarse la masa al eje de rotacion, entonces la
velocidad angular de la bailarina aumenta. Esto hace que la energia cinética de
rotacion aumente. El cambio en la distribucién de la masa supone en general
un cambio en la posicidn (altura) del centro de masa y por tanto un cambio en
la energia potencial. Si este cambio no compensa el aumento de energia
cinética, entonces, ya que no actian fuentes de energia externas, la energia no
compensada debe proceder de fuentes internas: del metabolismo fisioldgico y
la energia interna [7] de la bailarina a través de su esfuerzo por acercar los
brazos al tronco.

Equilibrio mecanico en un solido rigido y principio de los trabajos virtuales[5].

Segun el principio de los trabajos virtuales, un sistema mecéanico en equilibrio
se caracteriza por que cualquier modificaciéon virtual ér; de la posicién de sus
elementos compatible con las restricciones geométricas es tal que el trabajo
virtual neto de las fuerzas del sistema f; es nulo:

>, o7 -0

donde i numera cada una de las partes en que se puede dividir el sistema. En
el caso de un sdlido rigido, una modificacion de la posicion compatible con las
restricciones geométricas debe cumplir con el primer invariante cinematico, de
modo que

5Fi = (go +Wx (F. —Fo)}jt

donde vp y w son valores asociados a un movimiento virtual, y por tanto son
valores arbitrarios e independientes entre si. El vector ro es un punto de
referencia en el sélido rigido y el r; varia en todos los puntos de sélido rigido.
Sustituyendo esto en la ecuacion del trabajo virtual tenemos

ST ofio 4w _ro))dt{w.zfi WY (E —ro)xfi}dtzo

Dado que podemos tomar cualesquiera valores para vp Y w, concluimos que el
equilibrio mecanico supone equilibrio de fuerzas y de momentos

D=0 Y (ri—ro)xf,=0=>rixf =0

Las fuerzas que aparecen f; aqui incluyen fuerzas internas al sélido y fuerzas
externas. Dado que en un sélido rigido la suma de fuerzas internas se anula
por accion-reaccion y la suma de momentos de fuerza internos también se
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anula; entonces el resultado anterior equivale a equilibrio de fuerzas y
momentos de fuerzas externas.

Rozamiento de Rodadura.
iro Si damos un impulso inicial a una rueda y la dejamos

libre, al final acaba dejando de girar y en reposo.
?\ Visto desde el centro de masas de la rueda, esta

actuando un momento de fuerzas que frena el giro de
r R dicha rueda. Si despreciamos la influencia del aire, lo

> cual estd justificado a bajas velocidades, este
momento puede asociarse al rozamiento entre la
rueda y el suelo. El dibujo muestra la rueda y los ejes del sistema de
coordenadas centro de masa en linea de puntos. El momento de la fuerza de
rozamiento R es el producto vectorial r X R y tiene sentido opuesto al giro de la
rueda. Por tanto la rueda tiende a girar mas despacio. El sistema centro de
masas de la rueda es no inercial y disminuye su velocidad progresivamente.
Recordando el ejemplo 4 de la seccién 6 del trabajo sobre cinemética, tenemos
gue debe haber una fuerza extra F en direccidén contraria a R, de modo que el
balance de estas fuerzas sea una disminucién progresiva de la velocidad del
centro de masas de la rueda.

Tal como se ha hecho, la exposicidbn anterior se puede considerar una
reduccion al absurdo. Si no consideramos la existencia de aire, la Unica causa
posible para la fuerza F es el contacto entre la rueda y el suelo. Pero la fuerza
asociada a este contacto es precisamente R. En consecuencia la fuerza de
contacto entre la rueda y el suelo no puede ser, geométricamente, tal como se
ha dibujado la fuerza R; si queremos explicar que la rueda al final acabe
pardndose. Si la rueda girase uniformemente, entonces podria ser R=0 y se
mantendrian los principios de conservacion de la cantidad de movimiento, del
momento angular y de la energia para la rueda.

Considerar que R va en sentido contrario tampoco

iro facilita las cosas, al contrario, ya que predice un
aumento de la velocidad de giro de la rueda y un

\ freno del centro de masas y por tanto conduce a
4 deslizamiento entre la rueda y el suelo. El dibujo
adjunto muestra una configuracion geométrica
'l N adecuada para explicar el movimiento de la rueda en
este caso. Esta configuracion permite un freno del
centro de masas combinado con una reduccion del giro de la rueda. Sin
embargo el punto de aplicacién de la fuerza, descompuesta en el dibujo en sus
componentes geométricas Ro y N es poco intuitivo y debemos aclarar cual es el
origen fisico de esta fuerza. Tomemos como referencia una rueda de goma de
un automovil, debido a su elasticidad, hace contacto con la calzada no en un
punto sino en una superficie rectangular determinable. Los puntos del
neumatico estan afectados por las componentes de rozamiento R y normal N
asociadas al contacto con el suelo. La componente R depende de la situacion
dindmica especifica de la rueda. Sin embargo en los bordes de este rectangulo
hay que considerar fuerzas especificas del fenomeno fisico de la rodadura; de

R
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ahi la notacién R,. Para percibir mejor esto, imagine el lector que la superficie
de la rueda y la del suelo tuviese algo similar a las capas del velcro. La parte de
la rueda que sube desde el suelo sufrird una fuerza que tiende a frenar el
movimiento de la rueda. Esta fuerza es la representada en la imagen anterior;
aunque de forma exagerada, ya que esti asociada al extremo de la zona de
contacto entre la rueda real (no circular) y el suelo. Esta es una imagen del
origen del rozamiento por rodadura. También permite entender la medida del
coeficiente de rozamiento de rodadura. Si colocamos nuestra rueda en reposo
en un plano inclinable, existira un margen en que la inclinacion del plano no
provocara el giro de la rueda. El equilibrio mecanico exige equilibrio de
momentos y fuerzas. Si calculamos los momentos de fuerza para todas las
particulas de la rueda respecto del centro del rectangulo de contacto entre la
rueda y el plano inclinado tenemos:

ZFi Xmi§+ZFi X(Ni +§i)=0

donde el primer sumatorio es el momento de fuerzas asociado a la gravedad y
el segundo sumatorio es el momento de fuerzas asociado a las fuerzas de
contacto entre la rueda y el plano. Con las condiciones de simetria adecuadas,
es evidente que el momento asociado a la gravedad tiene una direccidén bien
determinada que tiende a girar la rueda sobre su perimetro circular haciéndola
caer por el plano. Los momentos asociados a las fuerzas R, paralelas al plano,
siempre son perpendiculares al momento neto asociado a la gravedad, y por
tanto los términos rixR; deben cancelar entre ellos en el segundo sumatorio. Los
momentos asociados a las fuerzas N, perpendiculares al plano, tienen
geométricamente posibilidad de compensar el momento asociado a la
gravedad. Con esto, expresando el momento angular asociado a la gravedad
en términos del centro de masa y aplicando el teorema del valor medio la
expresion anterior queda asi:

renMg sen(a) + 'Y N; = rMg sen(a) + #'N =0
i

donde p’ es el coeficiente de rozamiento de rodadura y depende del tipo de
materiales en contacto y del radio de la rueda. El equilibrio de fuerzas nos
proporciona dos nuevas relaciones

N +Mgcos(a) =0;N =) N;;R+Mgsen(a) =0;R=D"R,

El valor del coeficiente sera una funcion del angulo del plano inclinado u’(6)
mientras que la rueda se mantenga en reposo y en general ird en aumento a
medida que el &ngulo aumenta; mientras la rueda se mantenga en reposo. En
la seccidon anterior sobre el oscilador mecénico el lector pude ver el analisis de
un caso particular que incluye el rozamiento de rodadura en condiciones
dinamicas.

La medida del coeficiente de rodadura requiere que la rueda tenga un pequefio
margen de elasticidad. Para que una rueda real, afectada por rozamiento de
rodadura, se mueva a velocidad constante es necesario que este sometida a
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una fuerza exterior Fey que compense la rodadura (Rp); si consideramos
despreciable la resistencia del aire. Si suponemos la fuerza exterior aplicada en
el punto centro de masas de la rueda, entonces debemos aceptar la existencia
de un momento de fuerzas asociado al rozamiento (R), en el centro de la zona
de contacto entre la rueda y el suelo, que cancele con el momento de fuerzas
asociado al rozamiento de rodadura (Rp). El momento de fuerza de rodadura
tiende a disminuir el giro de la rueda y por tanto, para que el momento de
fuerzas de rozamiento cancele con el de rodadura la direccion de la fuerza R
sera opuesta a la que aparece en el primer dibujo de esta seccidén. De este
modo el momento angular de la rueda respecto del centro de masas, y por
tanto el giro de la rueda, se mantiene constante en el tiempo. En el caso de que
la rueda formase parte de una bicicleta, la Feyx sera transmitida por el cuadro
hasta el eje de dicha rueda. La accion del freno de la bicicleta sobre la rueda
supondra una disminucion de energia cinética de rotacion por frotamiento y
consecuentemente la aparicion de un momento de fuerzas de frenado respecto
del centro de masas de la rueda que tiende a disminuir la velocidad de giro de
la rueda. En este caso la fuerza R en el centro de contacto entre la rueda y el
suelo apuntara en direccion opuesta a la que aparece en el primer dibujo de
esta seccion para que el centro de masas de la bicicleta entera frene de forma
efectiva, superando el efecto de frenado del rozamiento por rodadura (Ro).

Cuando un automavil o camion circula por un terreno arenoso, tal vez subiendo
o bajando una cuesta, es posible que pierda agarre con el suelo (R) y las
ruedas empiecen a deslizar. Una forma de compensar en parte la pérdida de
agarre es desinflar un poco los neuméticos, de modo que el agarre se
distribuya en una superficie superior en el contacto del neumético con el suelo;
y sea menos intenso por unidad de superficie que el agarre que puede
proporcionar el terreno.

Cilindro lanzado rodando cuesta arriba por un plano inclinado
Nuestra intuicion del movimiento nos dice que el cilindro

tendera a girar (w) cada vez mas despacio a medida que
sube por el plano. El efecto del rozamiento de rodadura en

este caso seria similar al caso en que el cilindro rodase en
llano, lo cual es claramente insuficiente en este caso para
explicar la disminucién del giro. Debemos por tanto incluir

una fuerza de rozamiento R en el centro del area de
contacto del cilindro con el plano inclinado. La direccion de R es tal que el
momento rxR respecto del centro de masas del cilindro favorezca la
disminucién del momento angular de dicho cilindro respecto de su centro de
masas. En este caso R no supone necesariamente una aceleracion neta plano-
arriba del centro de masas ya que debe incluirse la componente del peso P
plano-abajo. De hecho el resultado neto de esta combinacién de fuerzas debe
ser opuesto a R de modo que tanto el giro como la velocidad del centro de
masas del cilindro disminuyen a medida que el cilindro asciende en el plano
inclinado. Podemos formalizar esta discusion con las siguientes férmulas

dw . dw ,\dw .
| —=-rR; R—mg sin(8) =mr— Il +mr°)—+mgr sin(8) =0
dt g sin(6) dt:>(+ )dt+g|()
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donde | es el correspondiente momento de inercia que es constante por ser el
caso de un eje principal. La solucion de la ecuacion anterior es linealmente
decreciente con el tiempo: w= wo-at; lo cual permite calcular el tiempo hasta
que el cilindro se para. Aunque hemos despreciado el efecto de la rodadura, si
el angulo del plano inclinado estd en el margen adecuado, el cilindro puede
incluso quedar en reposo permanentemente debido al rozamiento de rodadura.

Conservacion local del momento angular.

Si uno toma un bol lleno de agua con pequefios objetos flotando, como trozos
de papel, y gira como si fuese una peonza, observard que el agua también
empieza a girar respecto al centro del bol y en direccién contraria a la del
experimentador. Podemos ver una tendencia a la compensacion local de las
variaciones de momento angular; analogo a la accion-reaccion de la 32 Ley de
Newton. Analogamente, la tierra es un recipiente para la atmésfera y el océano;
de modo que cualquier variacion en la rotacion terrestre tendra su
correspondiente reaccion en el océano y en la atmosfera. El lector interesado
en reproducir la experiencia tenga cuidado de no marearse. El simple acto de
andar también proporciona un ejemplo de conservacion local del momento
angular. Cuando una pierna gira hacia adelante el brazo del mismo lado gira de
forma natural hacia atrds como compensacion.

El caso de la tierra y la luna. Principio de conservacion del momento angular.

La imagen representa, de forma muy
exagerada, el efecto de marea generado por la
O luna sobre el agua de los océanos de la tierra.
También se representa el eje de rotacion de la
tierra inclinado respecto de la ecliptica. El
movimiento relativo entre la tierra y la luna es
tal que el giro de la masa continental de la tierra (24 horas por ciclo) es muy
superior al de la luna en su orbita (28 dias por ciclo); juzgado por un
observador en el centro de masas del sistema. A medida que la tierra gira, el
pico de marea se mantiene alineado con la luna e, inevitablemente, alcanza las
costas continentales. En esta toma de contacto la masa de agua de marea
frena a la masa continental de modo que disminuye la velocidad de rotacion de
la tierra; disminuyen tanto el momento angular como la energia cinética de
rotacion de la tierra. Por otra parte, al desaparecer el pico de marea en la zona
continental, la accion gravitatoria de la tierra sobre la luna es menos intensa, lo
gue aumenta la energia potencial gravitatoria del sistema tierra-luna. Vemos en
este caso una transferencia entre energia potencial gravitatoria y energia de
rotacidbn, que recuerda algo el caso del movimiento de la peonza.
Consideremos al sistema tierra-luna como aislado y veamos el comportamiento
de las leyes de conservacion. Invocando el principio de conservacion del
momento angular en un sistema aislado, si disminuye el momento angular
intrinseco de rotacién diurna de la tierra (respecto de su propio centro de
masas), debe haber otro objeto en el sistema que aumente su momento
angular y compense el momento angular total. Para una orbita circular de la
luna respecto de la tierra tenemos [3]
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y vemos inmediatamente que un aumento del modulo del momento angular
orbital de la luna (L) supone también un aumento de la distancia tierra-luna (r) y
de la energia (E) mecéanica de la luna. Pero una justificacion completa debe
incluir el caracter vectorial del momento angular. Para que se den una
disminucién del médulo del momento angular diurno de la tierra y un aumento
equivalente del modulo del momento angular orbital de la luna los dos vectores
correspondientes deben ser paralelos y del mismo sentido, al menos
aproximadamente; y en efecto este es el caso ya que la rotacion diurna de la
tierra y la velocidad orbital de la luna son ambos hacia el este. Por tanto si la
tierra pierde momento angular intrinseco y energia mecanica de rotacion, es
posible que las mareas lunares (0 solares) provoquen una disminucion de la
velocidad angular de la tierra y un aumento de la distancia tierra-luna(o sol).
Otra forma de ver el fendmeno es que el aumento de energia potencial
gravitatoria del sistema implica que la Luna esta en una 6érbita con exceso de
energia cinética de su centro de masas; este exceso de energia cinética hace
que la Luna sufra una transferencia de orbita del tipo de Hohmann[3]. Aunque
se trata de un efecto relativamente pequefio es acumulativo, y a lo largo de
millones de afos ha tenido un efecto susceptible de ser medido. Se estima, en
base a registros fésiles y geoldgicos, que hace unos 3.800 millones de afios la
duracion del dia terrestre era entre 18 y 20 horas; frente a las 24 actuales.
Mediciones muy precisas, utilizando un rayo laser y espejos reflectores
colocados en la luna durante las misiones Apollo de la NASA, indican un
aumento de 38 milimetros/afio en la distancia tierra-luna.

Hemos despreciado la posible modificacién del momento angular intrinseco de
la luna, pero el hecho de que la luna presente la misma cara hacia la tierra
hace que en la luna no haya propagacién de ondas de marea debidas a la
gravedad de la tierra, y por tanto no hay frenado o aceleracion en el giro de la
luna por esta causa (tidal locking)[3].

Precesion y Nutacién en la rotacion de la tierra

El movimiento de giro diurno de 24 horas la tierra sigue las mismas leyes que la
peonza. Pero en este caso no existe un punto de apoyo fijo para la tierra y la
gravedad que actla es principalmente la del sol. Para la peonza vimos que el
momento de la fuerza de gravedad respecto del centro de masas se anula
debido a que la intensidad gravitatoria (g) es una constante. Sin embargo, a
escala de toda la tierra, la intensidad gravitatoria del sol es superior en las
partes de la tierra mas cercanas al sol que las mas alejadas. Esto hace que el
momento externo gravitatorio solar, medido respecto del centro de masas de la
tierra, no se anule. De la misma forma que en la peonza este momento externo
produce una precesion y nutacion en el momento angular de la tierra; medido
respecto del centro de masas de la tierra. EI movimiento de precesion se
detectd en la antigiedad tras siglos de observaciones astronomicas del
fendbmeno de los equinoccios. El equinoccio corresponde a la fecha que se
puede determinar de una forma precisa en la que la duracién del dia y de la
noche son iguales y corresponden a los cambios de estacién invierno-
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primavera y verano-otofio. En la antigiiedad se constatd que durante estas
fechas, el sol estaba en la constelacion de Aries en un caso y en la de Libra en
el otro. Esas serian las constelaciones zodiacales[3] de fondo que tendria el sol
visto desde la tierra. Pero con el paso de los siglos se evidencio que las
constelaciones de fondo del sol cambiaban durante los equinoccios y lo que
antiguamente era Aries ahora es Piscis y Libra es Virgo. Esta precesion del eje
de giro terrestre se realiza respecto al polo ecliptico, es decir, respecto a un eje
ideal perpendicular al plano de la oOrbita terrestre alrededor del sol y solidario al
centro de masas de la tierra. Actualmente se considera que el desplazamiento
angular correspondiente en el circulo de las constelaciones zodiacales es de
50,290966 segundos de arco por afio, lo que supone un giro de precesion
completo cada 25.776 afios. Debido a esto también el eje de la tierra cambia de
direccion y la estrella del Norte del firmamento nocturno ha ido cambiando de
“titular” con el paso del tiempo. La estrella que
ahora conocemos como Polar, que ahora indica
el norte en la constelacion de la Osa
Menor(hemisferio norte), hace 4.800 afios era
Thuban, en la constelacion del Dragén.

El movimiento de nutacion de la tierra tiene un
periodo mucho mas corto que el de precesion :
18.6 afios y se evidencia en la localizacion de
los paralelos terrestres correspondientes a los
tropicos y los circulos polares. Debido a la
nutacion la localizacion de estos paralelos varia periédicamente cada 18.6
afios. La imagen adjunta muestra la posicion del trépico de cancer en afios
sucesivos en una zona de México. Por supuesto este movimiento también
afecta a la direccion del eje de rotacion de la tierra, pero el efecto es
relativamente pequenio.

Conservaciéon del momento angular, sistema solar y el problema de Venus.

Consideremos el sistema Sol-Tierra, abstrayendo por el momento la Luna.
Como se explica en el apéndice (Energia mecéanica y Lagrangiana de una
peonza) y en secciones anteriores, existe un movimiento natural de nutacion de
la tierra. Si este movimiento es natural y no forzado externamente entonces,
siguiendo el dibujo adjunto, si el eje de rotacion se eleva por nutacién hacia la
vertical, entonces la fuerza del sol sobre el conjunto de la tierra aumenta. Pero
note el lector que si el proceso de nutacion no es forzado externamente,
entonces la energia y momento angular del sistema permanecen constantes
frente al aumento de la fuerza. Esto es analogo a lo que ocurre con la peonza,
donde las fuerzas de contacto con el suelo varian con el tiempo pero no
aportan ni energia ni momento angular al sistema. Esta analogia nos pone
sobre la pista de una transferencia de energia y momento angular entre el
centro de masas y la masa terrestre en rotacion. Si el centro de masas
mantiene su trayectoria orbital, esto implica que su

-AL energia  cinética  deberia  aumentar  en
A;T cm correspondencia al aumento de la gravedad. Esto

, © es posible si hay una transferencia entre energia
cinética de rotacidén y energia cinética del centro de
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masas; analogamente al caso de la peonza. En términos de momento angular
este proceso significa un aumento AL del momento angular orbital del centro de
masas (Lcm) Y por tanto una disminucion equivalente del momento angular de
rotacion para que el momento angular total se conserve; tal como se ve en el
dibujo. Por tanto frente a un ascenso del eje de la tierra debido a la nutacion el
sistema reacciona bajando el momento angular de rotacion, lo que implica una
tendencia al descenso del eje de rotacion de la tierra. Vemos por tanto la
posibilidad de un mecanismo de compensacion capaz de mantener una Orbita
estable para el centro de masas de la tierra. En este proceso suponemos que
la oscilacion de la tierra suponemos que la gravedad solar actda transfiriendo
impulso mecanico pero no energia. Esto no es un comportamiento extrafio y
también ocurre en el caso de orbitas circulares.

Dado que el desplazamiento de la luna en su oOrbita y la rotacién propia de la
tierra son en la misma direccion : de oeste a este visto desde el sistema centro
de masas del sistema (que es practicamente el de la tierra); este proceso de
compensacion también es posible en el sistema tierra-luna y contribuye a la
estabilidad del eje de rotacion terrestre. Todos los planetas se desplazan en el
mismo sentido en sus Orbitas (antihorario visto desde el polo norte solar) y el
angulo Ly-L¢n es menor de 90 grados; a excepcién de Venus donde L, apunta
en direccion contraria segun el dibujo, es decir, hacia el inferior del plano orbital
segun el dibujo (giro retrégrado). Esto hace que el mecanismo de conservacion
del momento angular descrito no sea aplicable para Venus. Sin embargo es el
caso que este planeta, de tamafio y masa similar a la tierra, tiene un valor de L,
relativamente muy pequefio, ya que un dia en Venus dura unos 243 dias
terrestres. Esto hace que la conservacion del momento angular asociada a la
nutacion de Venus pueda verificarse en base al movimiento de masas de aire
(viento) de su también densa atmosfera. A lo largo de los tiempos estos vientos
pudieron frenar la rotacion de Venus hasta el valor tan bajo que ahora
observamos. El caso de Urano es diferente ya que el &ngulo L,-L.m €s de unos
97 grados y L, esta practicamente en el plano de la érbita.

Sin embargo el hecho de que el achatamiento de Venus sea mucho menor que
el de la tierra[3] hace pensar que, desde sus origenes, la rotacién de Venus es
muy pequefia. Por otra parte Venus tienen un cuasi-satélite: el asteroide 2002-
VE68 que se mueve entre las orbitas de la tierra y mercurio; de unos 200
metros de diametro se presume de influencia muy pequefia en la dinamica de
Venus.

La precesion de Larmor
En electromagnetismo se puede demostrar que la acciébn de un campo

magnético B sobre una particula con momento magnético u tiene asociado un
momento de fuerzas M de valor

M = uxB

En el modelo de Borh del atomo de hidrégeno el electron
(de carga e) gira entorno al nucleo, de modo que podemos
interpretar esto como una corriente eléctrica de intensidad | moviéndose en un
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circuito cerrado que delimita un area. Esto es suficiente para asignar un
momento magnético al atomo de hidrogeno

2

u=1S=>pu=—vat==rv

& €
2ar 2
Segun este modelo podemos hacer la hip6tesis de suponer una relacién entre
el momento magnético del &tomo de hidrégeno y el momento angular mecanico

orbital L del electron dentro del a&tomo de hidrégeno, de modo que tenemos

2= Fxmu=>M=yLxB ; y=— , L=rxmv
2m 2m

donde y es una constante numérica que depende, en principio, de las
propiedades de la particula. Podemos poner la ecuacion anterior de forma
similar al caso de la peonza

— dL = = = - — —

M =E=Lx;/B =QxL=Q=-yB

lo cual describe una precesion del momento angular intrinseco de la particula
respecto de la direccion local del campo magnético, o precesion de Larmor. Si
tomamos una muestra de hidrogeno atdbmico afectada por un campo magnético
y le aplicamos radiacion electromagnética a la frecuencia de Larmor resulta que
se produce un llamativo fenbmeno de absorcion de radiacion conocido como
efecto Zeeman; algo que no ocurre para otras frecuencias en las mismas
condiciones y que es tipico del comportamiento resonante de sistemas como
los circuitos eléctricos de corriente alterna. Ademas esta frecuencia de méaxima
absorcion resonante sigue la forma de la frecuencia de Larmor, es decir, Si
modificamos el campo magnético la frecuencia de méaxima absorcion cambia
proporcionalmente al campo magnético; y la constante de proporcionalidad
también corresponde con y=e/2m en el caso del hidrégeno sin considerar el
spin del electrén. Note el lector que, a diferencia del caso de la peonza, el giro
de precesion Q es independiente del momento angular orbital de la particula.
De hecho Q es independiente de la trayectoria de la particula, lo cual ya es un
indicio relacionado con el principio de incertidumbre de Heisenberg que nos
introduce en la fisica cuantica. Basado en la teoria del electron de Lorentz y
previo incluso al experimento de Rutherford y al modelo de Borh, el efecto
Zeeman y su modificacion de las lineas espectrales de los distintos &tomos es
un pilar _experimental de la fisica en el que se apoyan conceptos tan
fundamentales de la mecanica cuantica como las reglas de seleccion, momento
magnético de spin, factor g de Landé, acoplamiento de momentos spin-
orbita...

Fuerzas internas de accidon-reaccion.

Imaginese de pie sobre una bascula casera para medir su peso.
Si se eleva un brazo se puede ver que el indicador de peso se
pone a oscilar. Esto es debido a las fuerzas internas al cuerpo
gue aparecen en el proceso, fuerzas relacionadas por el
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principio de accion y reaccion. Al mover el brazo, inicialmente la velocidad del
centro de masas del brazo aumenta, llega a un maximo y disminuye hasta
anularse cuando el brazo esta totalmente en alto. En la primera fase la
aceleracion del centro de masas del brazo sera positiva y corresponde segun la
22 ley de Newton a una fuerza hacia arriba. Esta fuerza procede de la
interaccion con el resto del cuerpo y por tanto el resto del cuerpo sufre una
fuerza de reaccion hacia abajo. Esta reaccién hacia abajo hace que los pies
presionen mas fuertemente la balanza y el indicador de peso aumente. En la
segunda fase pasa lo contrario: la fuerza sobre el brazo es hacia abajo y la
fuerza de reaccion del resto del cuerpo es hacia arriba, lo que hace que los
pies presionen menos sobre la balanza y el indicador de peso disminuya. La
oscilacion del indicador de la balanza es por tanto una sefial de la existencia de
fuerzas de accién y reaccion en el interior de nuestro propio cuerpo. El dibujo
adjunto representa un plano inclinado sobre el que se desliza un bloque. El
plano inclinado puede moverse a izquierda-derecha debido a las ruedas que
tiene. El dibujo representa la fuerza N normal, asociada la superficie de
contacto entre bloque y plano, aplicada al centro de masas del bloque.
También se representa la correspondiente fuerza de reaccion —N actuando
sobre el centro de masas del plano inclinado. Para determinar la dindmica del
centro de masas del plano inclinado falta incluir el peso P del plano inclinado y
las normales N’ del contacto entre el plano inclinado y el eje de las ruedas, o
entre las ruedas y el suelo si se prefiere. Estas componentes P y N’ estan
geométricamente en la direccion vertical y pueden compensar la componente
vertical de —N para que la suma sea cero en la vertical. Pero si el rozamiento
de rodadura no es suficiente, entonces la componente horizontal de —N no
gueda compensada y el plano inclinado empieza a moverse hacia la izquierda.
De esta forma el movimiento del plano inclinado es una consecuencia del
principio de accion-reaccion.

Energia de rotacion y fuerzas externas

Suponga el lector un carrito con cuatro ruedas que cae por un plano inclinado
de dos formas diferentes. En el primer caso las ruedas estan bloqueadas y cae
deslizandose sin rozamiento por el plano. En el segundo las ruedas estan
desbloqueadas y giran ,sin deslizamiento, en contacto con el plano. ¢En que
caso se mueve mas rapido? Si en ambos caso el carrito cae desde la misma
altura, es decir : parten con la misma energia potencial inicial; entonces
claramente el segundo caso incluye un término de energia de rotacién de las
ruedas que restara velocidad a la energia cinética del centro de masas. Por
tanto el carrito que rueda se movera mas lentamente en todo momento, es
decir, su aceleracion de caida ser4 menor. Si consideramos el momento
angular desde el centro de masas de una cualquiera de las ruedas, vemos que
el giro cada vez mas rapido de la rueda supone un aumento con el tiempo del
momento angular de la rueda y que esto debe estar asociado a un momento de
fuerzas externas; momento de fuerzas que no puede proceder de la gravedad,
ni de la fuerza de contacto normal con el plano. Debemos por tanto asignar una
fuerza adicional al contacto de la rueda con el plano inclinado, y esta fuerza ,

combinada con el resto de fuerzas produce también un efecto de

N reduccion de la aceleracion de caida del centro de masas
respecto al caso de caida sin rozamiento, y un aumento
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progresivo del momento angular respecto al centro de masas. Esta fuerza
sobre las ruedas del carro en caida, corresponde a un rozamiento sin
deslizamiento que no tiene asociada una transferencia externa de energia; pero
provoca una transferencia interna entre energia cinética del centro de masas y
energia cinética de rotacion de las ruedas. Lo que si transfiere esta fuerza, del
exterior al carro, es impulso mecéanico y angular.

Centro de masas y muelle sin masa.

Un cuerpo de masa de 3 kg. se desliza, sin friccién, sobre una mesa horizontal

A con una velocidad inicial 9 m/s. Frente a él,
-T— —» moviéndose en la misma direccion y sentido se

| encuentra el cuerpo de masa 4 kg. cuya velocidad

inicial es 3 m/s, éste tiene unido un resorte en la parte
de atrds, cuya constante elastica es k = 1120 N/m, ¢cuéal sera la maxima
compresion del resorte cuando los cuerpos choquen?

Las leyes fisicas se aplican en cualquier punto del espacio e instante del
tiempo. Si podemos, debemos elegir los instantes y puntos en que la aplicacion
de las leyes sea la mas sencilla posible. La maxima compresiéon del muelle
corresponde al minimo de distancia entre las masas. En el instante de la
maxima compresion la velocidad relativa entre masas es 0, ya que corresponde
con la derivada temporal, y por tanto las masas tienen la misma velocidad para
cualquier observador inercial. Por tanto en el momento de maxima compresion
cada parte del sistema se mueve con la misma velocidad del centro de masas
del sistema. En este estado se pueden calcular la modificacion de energia
cinética de cada masa, despreciando la mas del muelle, y sumarlas. Se vera
qgue la suma no es nula. De acuerdo con el principio de conservacién de la
energia esta energia debe compensarse con la energia absorbida por el
muelle.

Il —= CONSIDERACIONES FINALES.

La marca distintiva de la fisica clasica es la aproximacion cuasiestéatica. Toda
accion sobre un sistema de particulas estd sometida a algun tipo de
propagacion ondulatoria de energia e impulso a velocidad finita por el sistema.
En el caso del sélido rigido estos estados intermedios no aparecen y solamente
se consideran estados cinematicos con velocidad angular y eje de rotacion
instantdneo definidos. La aplicacion del célculo diferencial supone considerar
que la propagacion ondulatoria es tan rapida como queramos (velocidad
infinita) de modo que podemos considerar que el cambio de estado del sistema
corresponde a una cinematica como la que hemos visto.

Hemos adoptado varias hipoétesis en la cinematica. Primero considerar que el
tiempo es un parametro absoluto, es decir existe una medida comun del tiempo
para observadores en distintos sistemas de coordenadas. Que dos sistemas de
coordenadas en movimiento relativo pueden coincidir en un instante dado, de
modo que la matriz de transformacién en ese instante es la identidad. Que la
masa de un cuerpo es la suma de las masas de sus particulas.
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La velocidad instantanea de propagacion, el tiempo absoluto, la coincidencia de
coordenadas entre sistemas en movimiento relativo y la conservacion de la
masa son incompatibles o de validez no general en la teoria especial de la
relatividad. Por tanto el lenguaje que debemos utilizar es que suponemos una
velocidad de propagacion muy elevada, un tiempo aproximadamente comun
entre observadores, una coincidencia entre coordenadas muy aproximada y en
general velocidades muy por debajo de la velocidad de la luz. En relacion a la
masa en relatividad, si el enlace entre dos moléculas tiene asociada una
energia E, entonces el sistema de las dos moléculas ha perdido una masa
estimada en E/c%. Esta es una cantidad tremendamente pequefia en la préactica,
por lo que en tiempos de Lavoisier los datos experimentales se interpretaron
como justificantes de la conservacion de la masa en las reacciones quimicas.

Para un solido rigido que gira respecto de un eje fijo, la velocidad instantanea

de un punto cualquiera respecto de dicho eje sera v=wxr lo cual supone
superar la velocidad de la luz para puntos suficientemente alejados. Segun la
relatividad esto no es posible. En este punto es importante algo que se dijo al
principio de la cinemética: la velocidad instantanea debe calcularse o medirse
localmente; de modo que para el caso de la velocidad de la luz el valor del
radio r sera muy elevado y en ese lugar remoto deberia seguir existiendo
nuestro sistema de coordenadas y nuestro solido rigido girando, lo cual es
fisicamente imposible ya que ningun objeto fisico con masa puede alcanzar ni
superar la velocidad de la luz. Por tanto la condiciébn basica de que nuestro
sistema de coordenadas debe ser un objeto fisicamente realizable limita en
este caso la extension sobre la que puede utilizarse dicho sistema. Segun la
Relatividad General los sistemas de coordenadas clasicos (incluidos los de la
relatividad especial), solamente pueden aspirar a una validez local: en entornos
relativamente préximos a un origen o referencia; y entre dos de estos sistemas
locales hay que considerar la curvatura del espacio-tiempo. Sin embargo
“relativamente proximo” en este caso tiene un sentido bastante amplio; el
sistema solar se puede considerar un entorno “relativamente proximo” al sol al
nivel de precision que requiere la fisica clasica.
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APENDICE MATEMATICO.

El teorema de la rotacién de Euler

Consideremos una esfera que puede moverse con la
Unica restriccion de mantener fijo su centro geometrico.
Registrando las posiciones iniciales y finales en
nuestro sistema de coordenadas vamos construyendo
la imagen del dibujo. Nos fijamos inicialmente en el
circulo maximo ecuatorial, cuyos puntos etiquetamos
con letras minusculas. Después de un movimiento
arbitrario y debido a la rigidez de la esfera, los puntos
del circulo ecuatorial inicial se habrdn movido a otro circulo maximo final que
puede ser en principio cualquiera de los posibles. Los puntos de este nuevo
circulo maximo los etiquetamos en mayusculas. Vemos que estos dos circulos
mMAaximos intersectan en un punto que hemos etiquetado con las letras A, b:

1-Si consideramos este punto como perteneciente al circulo maximo final lo
llamamos A (mayuscula) . Este punto final debe corresponder al movimiento
de un punto procedente del circulo ecuatorial inicial, que llamaremos a
(minuscula) y que elegimos libremente en este circulo ecuatorial inicial.

2-Si consideramos este punto como perteneciente al circulo ecuatorial inicial lo
llamamos b (mindscula). Este punto debe corresponder al movimiento de otro
punto en el circulo maximo final, que llamaremos B (mayuscula). Este punto ya
no puede ser elegido libremente ya que debido a la rigidez de la esfera la
longitud del arco [a,b] debe ser la misma que la longitud del arco [A,B] y cada
punto del arco [a,b] acaba ocupando una posicién en el arco [A,B] al final del
movimiento.

Partiendo de los puntos medios de los arcos de circulo maximo [a,b] y [A,B]
trazamos, sobre la superficie esférica, dos circulos maximos que pasen por
dichos puntos medios y sean perpendiculares a los arcos correspondientes.
Estos circulos maximos, en el dibujo en trazo de puntos, intersectan en un
punto de la superficie de la esfera etiquetado como 1. Debido a su
construccion, resulta que la distancia entre 1T y los puntos a,b es la misma que
entre Ty los puntos A,B. Lo mismo se puede decir cada punto del arco [a,b] y
su punto correspondiente del arco [A,B]. Por tanto el punto 1 verifica la
propiedad fundamental del movimiento de un soélido rigido : las distancias
relativas entre sus puntos se mantienen constantes; pero con la salvedad de
que consideramos el mismo punto 1 antes y después del movimiento. Es decir
, €l punto 1T no se ha movido.

De esta forma vemos que un movimiento arbitrario de la esfera en estas
condiciones mantiene dos puntos fijos: el centro de la esfera y el punto .
Evidentemente este punto 1T concreto no tiene por que estar permanentemente
en reposo y la arbitrariedad del movimiento indica que T puede estar en
cualquier parte de la superficie de la esfera. Pero para un movimiento
cualquiera que mantenga en reposo el centro de la esfera debe existir un punto
sobre la superficie de la esfera que también se mantenga en reposo en dicho
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movimiento. Por tanto el movimiento de una esfera que mantiene fijo su centro
es equivalente a un giro respecto de un eje de rotacién que pasa por el centro
de dicha esfera.

Propiedades invariantes del producto escalar y vectorial

Tomemos 2 vectores A,B. Si hacemos el producto escalar de los dos en
términos del producto de matrices podemos hacer

BX BX BX B‘X
(A A A)B, |=(A.A AM M| B, |=[A.A,AMT] M| B, ||=(A,, A, A,) B, |=
BZ BZ BZ B‘Z
AeB-AeB

donde M es una matriz de transformacion entre dos sistemas de coordenadas
girados que comparten un origen comun. Por tanto para estos sistemas de
coordenadas el producto escalar de dos vectores no varia su valor.

Si tomamos un tercer vector C tal que en nuestro sistema de coordenadas sea
AxB=C, podemos expresar el producto vectorial en forma tensorial asi

C) (O A A|B, C, 0 -A A B, 0 -A A

C=AxB—|C,|=|A, 0 -A|B,|=>M|C, |=M|A 0 -A|[B,|={MA 0 -A|M"IM|B, |=

y y

Cc.) -A A 0 B, C, -A, A 0 JB, -A A0
c,) (0 -A, A, YB,
C,|=|A, 0 -A |B,|>C=AxB
c,) \-A, A, 0B

z y X z

y por tanto si C es el producto vectorial de Ay B en un sistema de coordenadas
cartesianas ortogonales S y transformamos estos vectores al sistema S’ girado
respecto del anterior segun la matriz M; entonces los vectores transformados
en S’ siguen relacionados por la operacion del producto vectorial.

Producto mixto, triple producto vectorial y vectores superficie.

El dibujo representa un paralelepipedo
generado por los vectores (a,b,c). Podemos
asociar un vector area S haciendo el
producto vectorial de los vectores a y b. El
volumen V sera el area S multiplicado por la
altura vertical a S del paralelepipedo. El
lector puede comprobar que esto
corresponde a la expresion del producto
mixto

S—axb Vv 2605260(5x5)

B

B

X

z
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Evidentemente, si giramos el paralelepipedo y cambiamos los vectores en el
plano base el volumen debe mantenerse igual, de modo que encontramos
estas relaciones

Colaxb)=aeloxc)=be(cxa)

note el lector que los vectores del producto vectorial que define la base
mantienen un mismo orden de esta forma : sobre el plano base el giro del
vector a al b , el giro del vector b al c, el giro del vector c al a; todos tienen el
mismo sentido anti-horario.

Si ahora consideramos el siguiente producto escalar tenemos
(axb)e[cx(axb)]=ce[axb)<(axb)-o0
y por tanto el triple producto vectorial es un vector perpendicular a axb; es decir

es un vector contenido en el plano de los vectores a y b y que puede
expresarse como combinacion lineal de ellos

Ex(axﬁ):aa+,85

Si multiplicamos este resultado escalarmente por el vector ¢ y aplicamos las
propiedades del producto mixto tenemos

Eo[Ex(éxB)]=(5x5)o[6x6]=0=a605+ﬂ605:>
cx(axb)=A{(cebla-(cea)p |
donde A es un escalar no determinado aun. Sin embargo si el lector realiza los

calculos en componentes para los dos lados de la igualdad anterior puede ver
rapidamente que A =7y la férmula del triple producto vectorial es

0-c, ¢ 0-a, a,\b

y y X

X aX b
¢, 0 -¢,| a, 0 —a |b, :[cxbx+cyby+czbz] a, —[cxax+cyay+czaz] b,
a b

0 \-a, a 0 )b

-c, ¢,

z z z

cx(axb)=(cebla-(cea)d

El dibujo representa un triAngulo vectorial arbitrario de vectores
(a,b,c) y un sistema de coordenadas dispuesto de forma que nos
permite ver facilmente las componentes cartesianas de cada vector.
Un vector superficie asociado a este triangulo vectorial se puede
definir por medio del producto vectorial como

— l, —
S=—axb
2
si indicamos por uy,Uy,u, los vectores unitarios en la direccion de los

ejes coordenados cartesianos, podemos encontrar la componente
del vector superficie en la direccion uy
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s, =5, = [aucrau ebuc+b,0, Jou,
aplicando la regla de ciclo del producto mixto tenemos

s, :%[(axax va,u, x (b, +b,u, Jou, :%[(bxax £, Ity Jo (a0 + azﬁz)zébxﬁz e(auc+a,u,)

=S, =lbxaz =l\bxaz
2 2

b, <0,a, <0

es decir, la componente del vector superficie S en la direccion del eje <y>
corresponde a al &rea de la proyeccion ortogonal de la superficie S del triangulo
vectorial (a,b,c) sobre el plano coordenado normal a la direccion <y>.
Evidentemente encontraremos lo mismo para el resto de las componentes y
finalmente podemos generalizar que cualquier superficie plana puede
representarse mediante un vector cuyas componentes corresponden a la
proyeccion ortogonal de dicha superficie sobre los correspondientes planos
coordenados <y,z>, <z,X> Yy <X,y>.

Ejes principales del tensor de inercia.Diagonalizacioén.

Supongamos un sistema de coordenadas principal en el que el tensor de
inercial de un sdlido resulta estar diagonalizado. Si la velocidad angular del
sélido esta en uno de los ejes de este sistema de coordenadas entonces el
momento angular y la velocidad angular resultan ser vectores paralelos.
Dividiendo por el médulo de la velocidad angular podemos formalizar esto con
las siguientes relaciones

1, 0 01 1) (1,0 0 (0o 0) (1,0 0 )0 0
0 1,0 ||o|=1,/0/;]0 1,0 |1]=1,/1];]0 1,0 [0]|=1,/0
00 1,0 0) lo o 1,0 0) lo o 1,1 1

7 z 7

Tomando una relacion cualquiera de las anteriores podemos aplicarle una
matriz de giro M y ver como se comporta el resultado en otro sistema de
coordenadas

l, 0 O 1 I, 0 O 1 1
M| O IWO 0{=<M|O0 IWO MTM0=IXXM0
0 0 | 0 0 0 | 0 0

7z z

donde utilizamos que para una matriz de giro M la traspuesta es igual a la
inversa M = M y las propiedades de asociatividad del producto de matrices.
El resultado es que se mantiene la misma relacion en el nuevo sistema de
coordenadas
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a l, 0 0 o 1\ (a
1 1 1 _ . T _ 1 1 1 . _
I 1y Uy ey [= 1], |3 MO 1,0 MT=|1', I',1I', | ;M|0|=|a
a a, 00 1, N R 0 a,
Note el lector que el factor escalar Iy, se sigue manteniendo en el cambio de
sistema de coordenadas y corresponde con la componente correspondiente en
el sistema de coordenadas principal. De este modo podemos plantear la
siguiente ecuacion

[N R a, |=1la, | ;i=123
donde el indice numera las tres componentes del tensor de inercia en el

sistema de coordenadas principal. Podemos poner esta ecuacion en forma
matricial de este modo

lex ley lez ax 100 ax I'><><_Ii ley lez ax 0
I,y 1, e, |=1j010]a, | = |1, 1y~ I'y |a|=]0
Ilzx IIzy IIzz a'z 001 az I'zx I'zy I'zz_li az 0

El resultado es un sistema de ecuaciones lineales homogéneo. La solucion
trivial corresponde al vector (ay,ay,a,)=(0,0,0). Pero deben existir soluciones no
triviales correspondientes a los ejes del sistema de coordenadas principal. Para
gue esto sea posible, segun la teoria de resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales, el determinante de la matriz debe ser nulo

XX 1 Xy Xz

det| I' R . =0

yX Yy L yz
Ilzx I|zy I'zz_li
esta ecuacion conduce a una ecuaciéon cubica en |; que debe tener 3 soluciones
reales correspondientes a las componentes del tensor de inercia en el sistema
de coordenadas principal. Si los componentes /I’ son simétricos (I'y=lx;....) €l

correspondiente determinante A de la ecuacion cubica asegura que las tres
soluciones de la ecuacion son reales si A=0

al’+bl”+cl, +d =0 ; A=18abcd —4b’d +b’c* - 27a°d?

Formas cuadraticas

Una forma cuadratica f; en las variables (x,y,z) es una funcion que podemos
expresar, sin pérdida de generalidad, de esta forma
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f.(X,y,z) = AX’ + By® + Cz° + 2axy+2bxz+2c yz

Los valores A,B,C,a,b,c son constantes arbitrarias y las variables (x,y,z) de la
forma cuadratica pueden ser cualquier cosa : tiempos, distancias, angulos,
masas, aceleraciones...de ahi el nombre tan abstracto de las formas
cuadréticas:

-La segunda aproximacion de la serie de Taylor de una funcion de varias
variables es una forma cuadratica.

-La métrica de la teoria de superficies de Gauss es una forma
cuadratica.

Sin embargo la forma cuadratica admite una interpretacidon geométrica directa y
utilizando el &lgebra de matrices podemos expresar cualquier forma cuadratica
como el producto escalar de dos vectores

Aab ) x
f.(x,y,2)=(x,y,z))a Bc |y
bc C)lz

Con esta interpretacion geométrica podemos expresar la forma cuadrética en
otro sistema de coordenadas (x’,y’,z’) que formalmente esté relacionado con
una matriz de giro M respecto del sistema de coordenadas (x,y,z)

Aab X' X X'
f.(xy,2)=(x,y,Z)MlaBc|My| ; |yl=My|;(xy2)=(X,y,2)MT
bcC z z z'
A a'b (' x A a'b' Aab
f.(xy,2)=f.(x,y,2)=(x,y,z")|a' B'c|y]| ; |[a@B<c|=M|aBc|M
b'c C'\z b'c C' bcC

El caracter invariante del producto escalar nos permite mantener el valor de la
forma cuadratica en el cambio de coordenadas. De esta forma podemos
simplificar una forma cuadratica buscando un sistema de coordenadas (x’,y’,z)
en que el tensor correspondiente a la forma cuadratica sea diagonal y a’=0,
b"=0, c¢’=0.

La energia cinética de rotacion de un sdlido rigido respecto de su centro de
masas es una forma cuadratica ya que se puede poner de la forma

Ixx Ixy Ixz )
2EM (1) = w(t) e Lom(®) =(w. w. w1 1. 1. |w
x1 Wy Yz

total yX yy yz y
| | w

X zy Y23 z
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donde el tensor de inercia es simétrico. La energia cinética de rotacion
depende en general del tiempo, por lo que la velocidad angular y los
coeficientes del tensor de inercia también dependen del tiempo. Sin embargo
en cualquier instante t determinado podemos hacer un cambio a un nuevo
sistema de coordenadas en que el tensor de inercia sea diagonal. La forma
cuadratica asegura que el valor de la energia cinética de rotacion en el nuevo
sistema de coordenadas sigue siendo, en el mismo instante t, el mismo valor
de la energia que en el sistema de coordenadas centro de masas. Esto es un
requisito fisico necesario, ya que el sistema de coordenadas centro de masas y
el nuevo sistema de coordenadas estan en reposo relativo instantaneo.

Otro ejemplo de forma cuadréatica es el producto escalar en el espacio de
Minkowski de la relatividad. Si a,b son dos cuadrivectores en el espacio de
Minkowski expresados en la base canodnica, el producto escalar se define
mediante la forma cuadratica siguiente

1.0 0 0)pt

_ 01 0 0|p?

aob:(al a2 a® a* 00 1 0 Ea —ab!+a%?+a’n®-a*n?
0 00 -1)p*

donde la cuarta componente corresponde al eje temporal del espacio de
Minkowski. Esta cuarta componente temporal difiere en unidades de las
componentes espaciales, por lo que para igualar las unidades o bien se
multiplica la cuarta componente por la velocidad de la luz en el vacio o bien se
multiplican las otras tres

por ejemplo para el cuadrivector posicion-tiempo la componente temporal se
multiplica por ¢ y para el cuadrivector energia-impulso son las tres
componentes de impulso las que se multiplican por c. Dicho esto, podemos
calcular las componentes de los vectores respecto de cualquier otro sistema de
coordenadas inercial en movimiento relativo uniforme utilizando la
transformacién de Lorentz M. En caso de dos sistemas de coordenadas que
mantienen sus ejes espaciales paralelos y se mueve relativamente sobre el eje
espacial x comun la transformacion M es

y 00 —p
0 10 O 1 v
M=o 01 o 7" 2P
1——
- 0 0 vy c2

Vemos inmediatamente que se trata de una matriz simétrica y por tanto
coincide con su traspuesta M(v)= M'(v). Por otro lado si hacemos v—-v
obtenemos la matriz inversa : M(-v)=M™(v). Con estos antecedentes podemos
ver el caracter invariante del producto escalar
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1 00 O bt
- - 010 2
aob:(a1 a’? at a“)MT [MTT1 Mtim b
001 b®
00 0 -1 b?*

en los extremos de la expresion reconocemos los cuadrivectores fila (a la
izquierda) y columna (a la derecha) transformados en el nuevo sistema de
coordenadas. En el centro tenemos el tensor asociado a la forma cuadratica en
el nuevo sistema de coordenadas. Si lo calculamos resulta

y 0 0 Y1 0 0 0y O O yp y 0 0 Y » 0 0 5 1 00 O
010001000 1200|010 0)0 10 0| (0100
0 01 0001 0|0 01 0| |0 01 0[O0 01 0| |00T1 O
w 0 0 )0 0 0 -1y 0 0 vy w 00 y\-yp 0 0 —y 0 00 -1

si identificamos los vectores en el nuevo sistema de coordenadas como a’,b’
tenemos

100 0)bpt 100 0 bt
aobz(a1 a’? a® a* 0 10 0fb =(al a’? at a")MT 0100 M b Fep

0 01 0f|pd 001 O b3

0 00 -1)p? 0 0 0 -1 b4

y por tanto la definicion dada para el producto escalar en el espacio de
Minkowski verifica el caracter invariante entre sistemas de coordenadas
inerciales. Si designamos por n el tensor asociado al producto escalar tenemos
que su cuadrado n? es el tensor identidad, de modo que tenemos

ay y 00 B\a

a,| [0 10 0]a

at y 0 0 —yp al a's 0 01 0|a
a’ 0 10 0 a’ a,) B 00 yla,

n =47 nn =

as 0 01 O ad y al a al
a - 00 y a* a, a’ a, | |a?
= 5= i

a4 a4 a4 a4

las componentes con subindices se denominan componentes covariantes y son
una representacion alternativa del mismo vector de componentes contra-
variantes con super-indices. Las componentes covariantes de un vector
cambian entre sistemas de coordenadas inerciales segun la transformacion de
Lorentz inversa : M(-v) y las componentes contravariantes del mismo vector
cambian entre sistemas de coordenadas inerciales segun la transformacién de
Lorentz directa : M(v). Utilizando estas componentes podemos poner el
producto escalar como
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100 0)Ypt

- 010 0]|p?

aob:(al a? ad a4)0 01 0 E3 =alb1+a2b2+a3b3+a4b4
00 0 -1)\p*

El desarrollo del calculo vectorial clasico tridimensional necesita una referencia
a una base vectorial ortonormal cartesiana euclidea. Un desarrollo similar del
calculo vectorial que incluya la relatividad especial requiere que la referencia
sea una base ortonormal cuatridimensional en el espacio de Minkowsky. Una
diferencia llamativa de estos dos espacios es que una base ortonormal
cartesiana tridimensional coincide con su base dual contra-variante (véase el
trabajo sobre mecénica de fluidos); mientras que en el espacio de Minkowski
una base cuatridimensional ortonormal tiene asociada una base dual contra-
variante diferente debido al comportamiento de la coordenada tiempo. El lector
puede comprobar esto a partir de lo expuesto en el trabajo sobre mecanica de
fluidos en la seccion del apéndice sobre bases covariantes y contravariantes.

El tensor velocidad anqular.

Podemos revisar de una forma mas general la siguiente expresion

X X X

d d=\"| =d
Aylc(Am ]y leml y
dtZ (dt jy+ at|

pA

en el texto la matriz M corresponde a un caso particular en que el eje de
rotacion instantdneo coincide con el eje z. La expresion anterior indica que la
posicion del eje instantdneo de rotacion puede ser cualquiera. Continuamos
con la siguiente transformacion

] X 4 =yt X 4 X
Liyl=(Em | wm My
at|’ [dt J[ ]y at| ¥
z Z z

de esta forma introducimos la matriz inversa asociada al giro correspondiente.
Las componentes de la matriz M de giro son los cosenos de los angulos
formados entre los vectores base unitarios y ortogonales de los sistemas de
coordenados relacionados: D(b;)) y A(b’j); o de forma equivalente el producto
escalar correspondiente. Evidentemente la matriz inversa M™ es también una
matriz de giro y las componentes de esta matriz también se calculan de la
misma forma, por medio del producto escalar de los vectores base de A y D.
Esto introduce una simetria que hace que M y M™* sean matrices traspuestas:

Mzmij:BiOB'j —1 =T == = d=\=T =(q=T
=M =M ; MM Elz(anM +M[EM Jz

ol

=-1

M Em_lij :B'i.Bj :mJ|

(-3 (]
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donde hemos aplicado las propiedades de transposicion de un producto de
matrices y que las operaciones de transposicion y derivada en el tiempo
pueden cambiar de orden en cualquier caso. El resultado es que la matriz
correspondiente es antisimétrica, y podemos tomar la forma

0 -w, w

d =Y=-1 L
(MJ(M j: w, 0 —-w, [=wx
dt

-w, w, 0

vemos que la expresion inicial queda, utilizando el producto vectorial, asi

d X X — X

— -w +M—| v Vv:w,w,w

sV x|y m y' (W, Wy, W,)
z Z Z

de modo que la velocidad angular de un solido rigido corresponde
matematicamente con un tensor antisimétrico y que por medio de la operacion
producto vectorial podemos manejar, de forma mas intuitiva, como un vector.

Un calculo sencillo para nuestro caso de giro respecto del eje z recupera el
resultado ya obtenido

—sen(d) —cos(d) 0) cos(8) sen(d) O 0-10
(dM)(Mlj:(dgj cos(f) —sen(d) 0 | —sen(d) cos(8) 0 :(dej 100

dt dt dt
0 0 oL O 0 1 000

Podemos imaginar un giro completo como la composicibn de tres giros
elementales sobre los ejes coordenados. Por ejemplo, primero giramos el
sistema un angulo @, respecto del eje z. Como consecuencia los ejes [y, X]
habran cambiado de posicion. Tomamos el nuevo eje y’ girando ¢y respecto a
dicho eje. Finalmente hacemos lo mismo girando ¢y respecto al nuevo eje x”.
El giro completo corresponde con la siguiente matriz

M =M (p,.)M (¢,)M (¢,)

cos(ep,) —sen(p,) 0 cos(p,) 0 sen(p,) 10 0
M(p,)=| sen(p,) cos(p,) 0| M(p,)=| O 10 yM(p.)=| 0 cos(p,) —sen(p,.)
0 0 1 —sen(p,.) 0 cos(p,") 0 sen(p,.) cos(e,.)

podemos calcular el tensor velocidad angular como

[ I)-

[(jt M (fpx-v))M (0, )M () + M (wx-o[% M ((py.)]M (0,) + M(p,)M (wyo[;’t M (mﬂ[wl TPIMT (9, )M (0,)]=

(Sm600 70| 0] [ S0, 0 70 0 M0, ) 000 ) 70, M 0
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El primer sumando del resultado final corresponde al tensor velocidad angular
asociado al giro respecto del eje x”, en el sistema de coordenadas final. El
segundo sumando es la transformacién al sistema de coordenadas final del
tensor velocidad angular asociado al giro en el eje y’. El tercer sumando es la
transformacion del tensor velocidad angular asociado al giro respecto del eje z
al sistema de coordenadas final. La linealidad de la expresion permite expresar
el resultado asi

(iM)(MT)E Vtha|>< = (va X + VVy' X + VT/Z X)E (Wx + Vvy, + VVZ)X

que esta de acuerdo con la idea de linealidad de la velocidad angular.

Finalmente, el tensor velocidad angular puede aparecer en cualquier contexto
en que un vector C se proyecte geométricamente sobre las coordenadas de
otro sistema que esta en giro relativo segun la matriz M(t) formando el vector C’

C C C, 0 —-w, w
d X _ X —d X _ d =\=-1 z y
—|Cy |=wWx|Cy [+M —|C\. | wx={ =M M |=/ w, 0-w
dt dt dt

C, C, C, —Wy Wy 0

el término asociado a la velocidad angular esta relacionado con el cambio de
orientacion del sistema de coordenadas en el tiempo; una idea similar se
incluye en el concepto matematico de derivada covariante. Si asumimos que C
es un vector de médulo constante y que en el sistema primado el vector C’ se
mantiene instantaneamente (o puntualmente) constante en médulo y direccion,
tenemos para una pequefia variacion

l_

dC=d9xC = CedC = 2dCZ:0:>62 =const

donde d6 es una variacion angular diferencial en la direccion del eje
instantaneo (o puntual) de rotacién. Esta expresion se puede aplicar
formalmente a un vector C de moédulo constante tanto para variaciones
temporales como para variaciones espaciales; como es en general el caso de
los vectores unitarios asociados a la base covariante en geometria diferencial.

Note el lector que el determinante de una matriz antisimétrica 3x3 es nulo y por
tanto no existe la correspondiente matriz inversa. Esto no es cierto para una
matriz antisimétrica 2x2. En general una matriz antisimétrica nxn tiene
determinante nulo si n es impar. El lector puede ver un analisis del problema
de las matrices de giro en la referencia [4].

Formulacién de la cinemética utilizando vectores.

Hemos desarrollado la cinematica entre dos sistemas de coordenadas
cartesianos en movimiento relativo y que mantienen un origen comun (sistemas
A y D) utilizando la transformacion matricial entre puntos propios de los dos
sistemas de coordenadas
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pr— XI
=M y‘ :
7'

N < X

donde las coordenadas primadas se miden en el sistema movil y las no
primadas en el sistema fijo. La relacion anterior se escribe asi en términos
vectoriales

r=r' Xex +Yyey+2e; =X'ex+Yyey+2'ey

donde los vectores e corresponden a los vectores base unitarios en el sistema
fijo y en el sistema movil. Fisicamente la identidad de este vector,
independiente del sistema de coordenadas, se puede entender por qué es una
flecha recta que une dos puntos fisicos determinados : el origen de
coordenadas y el punto movil. La igualdad anterior tiene, del lado izquierdo, un
vector expresado en el sistema de coordenadas fijo, y del lado derecho el
mismo vector expresado en el sistema de coordenadas movil. Si derivamos en
el tiempo la expresion anterior tenemos

dr (dx'— dy' - dz'—) (,déx- .dey ,déz-J
= ex +——e€y +—=€r [+| X +y +7

dt Ldt O dt dt dt dt dt

del lado izquierdo tenemos la velocidad de la particula en el sistema fijo y del
lado derecho una composicion de dos términos, el primero de los cuales es la
velocidad de la particula medida en el sistema movil. El otro término depende
del movimiento de los vectores base del sistema de coordenadas movil. Por el
teorema de Euler sabemos que este movimiento corresponde,
instantaneamente, a un giro de velocidad angular w para todo el sistema de
coordenadas mévil, de modo que tenemos

dex — - dey — - dey — - dr (dx'- dy'= dz'- ) — -
=wXey, =wXEey,; =wX€;, = —=|—Ex+——Eey+—~€r |+wuXr
dt dt dt dt  (dt dt dt

dx' dy'- dz'-
dt dt dt dt

- - dr — - —
r=r = ——-wxr=|—ex+——=ey+—=ey

podemos leer el dltimo resultado como la expresién del mismo vector en el
sistema de coordenadas fijo (término izquierda) y el sistema de coordenadas
movil (término derecha). En consecuencia la segunda derivada con el tiempo
de la expresion anterior sera

d’r do - — dr (d?x- d%'- d%'- ) — (dx'— dy' - dz'—j
— ———XI—@Wx—= €z |[+wx T+ , -
dt? dt dt  { dt?

donde podemos eliminar el valor dr/dt calculado anteriormente de esta forma
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d’r do - — [(dx- dy'= dz'- ) — =] (d?x- d%y'- d%z'- ) — (dx'- dy'-
—5 XTI —ox|| ——ex+——ey+—€r [+OXI'|=| —€x+——5 €y +——€r [+OX| ——Ex+——€y+
dt dt dt dt dt t

d’r do - — [ -1 — (d'= dy'= dz'- d2'-  d?y'-  d%z'-
:>—2=—><I’+a)><[a)><l’]+2(o>< —eX‘+—ey'+—ez‘ + _zex'+_2ey‘+_eZ'
dt dt dt dt dt

El lector puede comprobar que este resultado corresponde con el de la seccion
5 del titulo sobre cinemética.

Los angulos de Euler

Z La imagen adjunta representa la disposicion de dos
sistemas de coordenadas ortogonales : un sistema
_,-f—;i}’ fijo (x,y,z) en azul y un sistema rotante (X,Y.Z) en
Z / \»\\ rojo. Salvo la ligadura de compartir el origen de
— / \ coordenadas, la posicién relativa de los ejes de los
,’\\ dos sistemas de coordenadas es arbitraria. Los
"_,:|y angulos de Euler, representados en la imagen
y / como (a,B,y), son valores que se pueden asociar a
giros mediante los que se puede describir el
\ x —/\ cambio de orientacion relativo entre los ejes de los
\__ L *N dos sistemas de coordenadas. Dicho de otra forma,
- asociado los valores (a,B,y) a los correspondientes
ejes de rotacion es posible hacer coincidir, hasta la identidad, los dos sistemas
de coordenadas relacionados. El proceso seguido es el siguiente:

F//.
S

le,_h_\___’v

1-Eje de rotacién el eje Z mayuscula. Se gira el sistema (X,Y,Z) en un valor -y
hasta que el eje X coincida con la linea N, denominada también linea de nodos.
Como resultado habran cambiado los ejes (X,Y) (no el Z) por lo que podemos
nombrar el nuevo sistema de coordenadas como (X',Y’,Z) después del giro.
Segun la imagen, la linea N es la interseccidén de los planos asociados a los
ejes (x,y) y (X,Y). En el caso de la peonza este giro corresponde con la rotacién
respecto del sistema centro de masas.

2-Eje de rotacion X’ mayuscula = N. El lector puede ver que los ejes Z
mayulscula y z minascula son perpendiculares a N, ya que N esta en la
interseccion de los planos (x,y) y (X,Y’). Por tanto si giramos un valor -
tomando como eje de rotacibn N haremos coincidir los ejes Z mayuscula y z
minuscula. El sistema de coordenadas resultante modifica los ejes Z ,Y’, por lo
que podemos nombrarle como (X’,Y”,Z’=z). Note el lector que en este paso los
ejes X', Y” acaban estando en el plano(x,y). En el caso de la peonza este giro
corresponde a la nutacion.

3-Eje de rotacién Z' = z . Este eje es perpendicular al plano (x,y) , de modo que
girando un valor —a respecto de este eje hacemos coincidir los ejes X
mayuscula y x minuscula. Dado que el giro se produce en el plano (x,y),
necesariamente resulta que el eje Y” llega a coincidir con el eje y; y finalmente
los ejes de los dos sistemas de coordenadas coinciden. En el caso de la
peonza este giro corresponde a la precesion.
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Evidentemente podemos llevar a cabo el proceso en orden inverso y desplazar
el sistema de coordenadas (X,Y,Z) a cualquier configuracién arbitraria respecto
de (x,y,z) y que mantenga el origen de coordenadas.

La matriz de transformacion que necesitamos transforma vectores del sistema

rotante al sistema fijo : M(rotante-XYZ)—fijo-xyz . En términos de matrices la
transformacion en funcion de los angulos de Euler es la siguiente :

X

y

z

X\ (X X\ (X' X
MEPY =Y [ MEBMEN)Y =Y > MEMEAM (7)Y (=
z) \z z) (z z

M =M (-a)M (=AM (-7)

cos(y) —sen(y) O 1 0 0 cos(a) —sen(a) O
M (=y)=]| sen(y) cos(y) O M(-B)=| 0 cos(B) —sen(B) | M(-a)=| sen(a) cos(a) O |;
0 0 1 0 sen(B) cos(B) 0 0 1

a partir de aqui el lector puede calcular la velocidad angular relativa en
términos de los angulos de Euler utilizando la formula

—\/ =T W, ' cos(a) + ysen(B)sen(a)
GtM)(M ]: w, 0 —w, |5 | w, =] fen(a)-ysen(f)cos(a)
w, a'+y'cos(p)

las variables primadas son las correspondientes derivadas temporales y el
vector velocidad angular esta en el sistema de coordenadas fijo. Aunque los
angulos de Euler indican una descomposicion del movimiento en varios giros,
el teorema de la rotacién nos dice que esta descomposicion es equivalente a
un giro respecto de un Unico eje instantaneo de rotacion.

Podemos asociar los giros descritos al principio con componentes lineales de la
velocidad angular que, proyectadas sobre el sistema (x,y,z) y sumados
vectorialmente proporcionan un resultado coherente con el anterior para las
componentes netas de la velocidad angular:

Vsz'Z+ﬂ'N+a'E

donde los vectores del segundo miembro son vectores unitarios y verifican,
segun el dibujo anterior de los angulos de Euler

N =cos(a)x+sen(a)y; Z =cos(B)z+sen(S)n ;n=sen(a)x—cos(a)y

donde n es un vector unitario en la interseccion de los planos Z-z , x-y. El
angulo de n con el vector N en el plano x-y es de 90 grados ya que N es
perpendicular al plano Z-z.
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Teorema de Steiner o de los ejes paralelos.

El calculo de los componentes del tensor de inercia puede ser mas sencillo en
unos sistemas de coordenados que en otros. Puede ser mas sencillo este
calculo en un sistema de coordenadas cuyo origen no sea el centro de masas
del sélido rigido. Sin embargo la teoria desarrollada requiere que las
componentes del tensor de inercia se refieran al sistema de coordenadas
centro de masas. Por tanto sera util encontrar una relacion entre las
componentes del tensor de inercia en dos sistemas de coordenadas diferentes.

El teorema de Steiner relaciona las componentes del tensor de inercia
correspondientes al sistema de coordenadas centro de masas con las mismas
componentes en otro sistema de coordenadas que esté desplazado segun un
vector rp ; de modo que los ejes de ambos sistemas de coordenadas sean
paralelos. Tenemos por tanto, para cada componente del tensor de inercia en
el sistema de coordenadas distinto al del centro de masas

|/ :Zmi (5aﬁ[Fi +Fo]2 —[Xai + XaoIXﬂi + Xﬂo])

donde r;, X; , son medidas referidas al centro de masas de la i-ésima particula
del sélido rigido y ro, Xo son los valores correspondientes del desplazamiento.
Desarrollando la expresion tenemos

1L =" M (Bt + 84518 — XX = XEXE)+ D M (28,571 010 —x7xE —xExf)
i i

debido a que el desplazamiento ry es un vector que no depende de la posicién,
es decir : 0 es constante o depende solo del tiempo, podemos factorizar en el
segundo sumatorio los valores asociados al desplazamiento. Con esto
obtenemos valores relacionados con la posicion del centro de masas respecto
del sistema de coordenadas centro de masas. Esto supone que el segundo
sumatorio se anula y tenemos el siguiente resultado

2 2
17 =" m, (5,41, —xf‘xiﬂ)+M(§wﬂr0 —xg’xé’):
i
aff _ yaf 2 ayp
1 =128 + M (6,12 - xex?)

Expresion que relaciona las componentes del tensor de inercia en el centro de
masas (CM) con las mismas componentes en otro sistema de coordenadas de
ejes paralelos al sistema CM y desplazado en vector ro.

El teorema de Steiner se refiere a un desplazamiento entre sistemas de
coordenadas. En el caso de un giro entre sistemas de coordenadas que
mantienen un punto origen comun, aplicando lo visto para el caso de la
velocidad angular la transformacion la relacion entre las componentes del
tensor de inercia | en el sistema de coordenadas girado (sc-2) y el sistema
coordenadas inicial (sc-1) verifican
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ISC—2 _M ISC—lMT

donde M es la matriz que transforma los vectores del sistema de coordenadas
1 al sistema de coordenadas 2. Dado que el tensor de inercia es simétrico en
todos los sistemas de coordenadas, vemos que el caracter simétrico de un
tensor se mantiene a través de los cambios de coordenadas. Los tensores
antisimétricos también mantienen su caracter antisimétrico en la transformacion
de coordenadas, como puede el lector demostrar facilmente.

El objeto o4 es realmente un tensor ya que verifica la ley de transformacion de
coordenadas para tensores

100 100 100
6,=|010}8,=M(@S,)M =M|010M*=MM*=|010|=0,,
001 001 001

Traza del tensor de inercia.

La traza Tr() de un tensor es la suma de sus elementos diagonales. A partir de
la definicion de los componentes del tensor tenemos

i i i i

el resultado es que la traza Tr(l) es un escalar independiente del sistema de
coordenadas, por supuesto manteniendo su origen en el centro de masas. Por
tanto podemos calcular Tr(l) en cualquier sistema de coordenadas, y utilizar el
resultado para facilitar el célculo de los componentes del tensor en el sistema
de coordenadas que diagonaliza el tensor de inercia. Por ejemplo si es el caso
en que ™= 1" tenemos 21+ 1”’=Tr(l); con lo que calculando Tr(l) y un valor ( I
6 1”%) hemos calculado el tensor completo.

Energia mecéanica y Lagrangiana de la peonza.

Recordemos la ley de conservacion de la energia mecanica de un solido rigido
respecto del sistema inercial del laboratorio es

El trabajo total de las fuerzas externas es igual a la variacion de energia
cinética del solido rigido. La energia cinética tiene dos componentes : la
energia cinética del centro de masas y la energia cinética respecto al centro de
masas. Para el caso de la peonza podemos calcular este ultimo término
retomando el grupo de sistemas de coordenadas G en reposo relativo con el
sistema centro de masas y en coincidencia instantdnea con el sistema
intrinseco de la peonza. Este grupo ya se utiliz6 en la deduccion de las
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ecuaciones de Euler. La energia cinética de rotacion respecto al centro de
masas sera

B = 0 )+ Lon© = LT OW O+ F O] 107 )+ L)

donde se han utilizado las propiedades del producto escalar respecto a
transformaciones ortogonales T(t) (giros). Dado que en el grupo de sistemas G
el tensor de inercia es diagonal y considerando la simetria tenemos

ECM _1

I G
rotacion —
2

(IXGX[WZGX +WZGy]+ IZGZWZGZ); o =1y
Como hemos visto en la seccién anterior podemos expresar la velocidad
angular mediante los angulos de Euler (a,B,y) entre el sistema de coordenadas
S y el sistema de coordenadas centro de masas. Sin embargo necesitamos
ahora proyectar la velocidad angular medida respecto del sistema de
coordenads fijo sobre en el sistema de coordenadas en giro. Esto supone que
debemos utilizar la matriz inversa a la matriz M(rotante)—fjjo; es decir M'(fijo)
—rotante; ya que al ser M una matriz de giro su inversa es igual a su
traspuesta. Por tanto debemaos utilizar la matriz

M =[MEMEAM (D] =M ()IMT (=AM (o) =M ()M (5)M (a)

W, B'cos(a) + ysen(B)sen(«r) B'cos(y)+a'sen(B)sen(y)
Wey |= MM (BIM () Bsen(a)-ySen(B)cos(a) |=| - p'sen(y)+a'sen(B)cos(y)
W, a'+y'cos(f) 7'+a'cos(f)

Alternativamente podemos utilizar el analisis vectorial visto antes para la
velocidad angular y expresar los vectores correspondientes en funcién de los
vectores base del sistema en giro (X,Y,2)

W= }/'Z+,8'N+a'2
N =cos(y)X —sen(y)Y ; z=cos(8)Z +sen(B)n' ; n'=sen(y)X +cos(y)Y

donde n’es un vector unitario en la interseccion de los planos Z-z , X-Y.
Finalmente la energia de rotacion queda

Ehn =5 17](87c05(7) + asen(B)sen(y) + (B5en(y) ~a'sen(p)cos() | 17+ a'cos(p))

= ES = %(I (B +(a'sen(B) ]+ 17+ cos()T)

En la parte de fuerzas externas tenemos que el trabajo realizado por las
fuerzas de contacto del suelo con el extremo de la peonza son nulas al carecer
de desplazamiento. Por tanto solamente queda el trabajo asociado a la
gravedad, que como sabemos puede ponerse como la variacion de energia
potencial del centro de masas y la energia cinética del centro de masas E,“™.
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De esta forma podemos aproximar el principio de conservacion de la energia E
por

E= % Mrz[(ﬁ’)2 +(a‘sen(ﬂ))2]+ %(I x [(,8’)2 +(a'sen(ﬁ))2]+ 1 %[a'+y"cos(B) [ )+ Mgr cos(8)

donde del primer sumando corresponde a la energia cinética del centro de
masas®. La altura del centro de masas respecto al suelo se ha calculado a
partir de la distancia del punto de contacto de la peonza al centro de masas (r)
y el angulo entre el eje z del sistema correspondiente de G y el eje z del
sistema centro de masas; este ultimo lo suponemos vertical, es decir, paralelo
al campo gravitatorio. La funcion Lagrangiana L (no confundir con momento
angular), como la diferencia entre energia cinética y energia potencial es

L(c, B,y ', B 7') = %([Mr2 +1 XX][(,B’)2 +(a'sen(ﬂ))2]+ 1 Z[a+y"cos(B) ] )— Mgr cos(f)

Note el lector que si prescindimos de la energia cinética del centro de masas
obtenemos una funcion Lagrangiana muy similar y cuyo andlisis debe incluir
también los efectos de la precesion y la nutacion.

Un caso similar ocurre en el caso del
movimiento de nutacion de la tierra. El dibujo
representa la tierra en forma de elipsoide, muy

7&) © exagerado, y su eje de rotacion diurna en linea

continua. En linea de puntos esta el plano de la

orbita alrededor del sol, representado como una
pequefia esfera. Las flechas indican el movimiento de nutacion del eje norte-sur
terrestre. Se puede ver que las partes de la tierra mas cercanas al sol seran
mas fuertemente atraidas que las mas lejanas, y la fuerza neta del sol sobre la
tierra varia con el angulo de nutacion. De esta forma la tierra sufrird ligeros
acercamientos y alejamientos respecto al sol asociados al movimiento de
nutacion. De la misma forma que en el caso de la peonza, en la nutacién hay
un intercambio entre la energia potencial y la energia cinética de rotacion.
Ademas en el caso de la tierra la energia cinética de traslacion del centro de
masas E,“M de la tierra no depende de los angulos de Euler, sino de variables
independientes en la Lagrangiana y por tanto E,°™ no influye en las ecuaciones
asociadas a los angulos de Euler derivadas de la funcion Lagrangiana; que son
las ecuaciones que describen el movimiento de nutacién. En el apéndice
matematico de [8] sobre desarrollo multipolar se da una indicacion sobre el
calculo del potencial gravitatorio de una distribucién de masa en forma de
elipse de revolucion para un observador a larga distancia.

El resultado de aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange[5] a la expresion
anterior proporciona una descripcion precisa del movimiento de la peonza
como puede verse en textos clasicos como la Mecénica de Goldstein.

® segtin lo visto en el apéndice sobre los angulos de Euler y en la discusion sobre la dindmica de la
peonza.
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Relatividad Especial : Origenes de la idea de espacio-tiempo.

Medidas de longitud.

Cuando queremos medir la longitud de un objeto, generalmente le aplicamos
una regla y primero hacemos que un extremo del objeto coincide con el cero y
registramos el valor de la regla en el otro extremo. Este tipo de operacion se
extrapola a tres dimensiones en los sistemas de coordenadas cartesianas,
donde los tres ejes perpendiculares son reglas de medicién: la posicién de un
punto en el espacio corresponde al conjunto de tres mediciones en las tres
reglas asociadas con los ejes de coordenadas. En fisica, los sistemas
generalmente se estudian en movimiento y el enfoque clasico suponen que
tanto si un objeto esta en reposo o en movimiento, no hay diferencia en sus
medidas.

Pero el desarrollo de los conceptos fisicos demostr6 que debemos ser mas
sutiles en nuestras ideas. Para medir un objeto en movimiento necesitamos,
ademas de una regla en reposo (sistema de coordenadas), dos relojes
ubicados en reposo en los extremos del segmento medido. Esto es asi porque
se debe garantizar que las indicaciones de la regla se registren
simultdneamente: cuando los dos relojes indican el mismo tiempo; de lo
contrario, la medida incluiria un espacio adicional introducido por el movimiento
del objeto. El lector puede pensar que un reloj es suficiente para objetos
relativamente pequefios, pero esto no se cumple en el caso general para
objetos de gran extension. Por lo tanto, aparece el problema previo de
garantizar que los relojes separados espacialmente que usamos estén
sincronizados y marquen el mismo tiempo simultdneamente. Un proceso de
sincronizacion puede ser asi: desde uno de los relojes, lanzamos una pelota
de masa insignificante que se mueve por inercia a velocidad constante s y
rebota en el segundo reloj con velocidade -s. Como conocemos la distancia
entre los relojes y el tiempo de ida y vuelta hasta que alcanza de nuevo el
primer reloj, podemos medir la velocidad s y, por lo tanto, ral epetir la misma
experiencia, ajustar el segundo reloj para que marque la misma hora que el
primero. Si los dos relojes se construyen de igual manera internamente y se
encuentran en las mismas condiciones fisicas externas, continuaran
funcionando al mismo ritmo y se mantienen sincronizados en cualquier
momento.

Optica elemental

En la figura adjunta vemos un rayo de luz que pasa por el punto A, se refleja en
un espejo en reposo (respecto al observador y su medio fisico) y alcanza el
punto B. Todos conocemos la ley de reflexion de

% un rayo de luz que cae sobre un espejo en reposo:

el angulo de incidencia es igual al angulo de

reflexion y estan en el mismo plano. Si
consideramos la luz como un flujo de particulas,

S2 independientemente de su velocidad, vemos que
la ley de reflexion se verifica si la velocidad es

S1

igual en el médulo antes y después del rebote; de
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la misma manera que una pelota que rebota contra una pared masiva. Por otro
lado, si la luz es un fendbmeno ondulatorio y su velocidad depende del
movimiento del foco hay problemas relacionados con los principios de Fermat y
Huygens. Si la velocidad de la luz depende del movimiento del foco emisor,
debemos considerar que, de acuerdo con el principio de Huygens, el espejo es
un emisor secundario que esta en reposo para el observador. Por lo tanto, las
velocidades de los rayos incidente y reflejado serian diferentes en general. Si
este es el caso ya que el foco emisor incidente se mueve con la velocidad v en
la misma direccion que el rayo s;, entonces el principio de Fermat, que exige
un tiempo minimo entre dos puntos cualquiera en la trayectoria de la luz,
conduce a angulos de incidencia y reflexiéon diferentes. De hecho, la diferencia
en las velocidades s;#s, implica refraccion en lugar de reflexion y diferentes
indices de refraccion para el mismo medio fisico en reposo. Observe al lector
que los telescopios reflectores estan disefiados asumiendo que la ley del
angulo de incidencia igual al angulo de reflexion en el espejo del telescopio se
verifica exactamente. Ademas, en el caso astronémico, los emisores de luz son
estrellas o galaxias que también se estdn moviendo y no hay indicios de ningun
problema con respecto a la ley de la reflexion. La Optica elemental y el modelo
ondulatorio de la luz nos lleva por tanto a la idea de que la velocidad de la luz
no depende del movimiento del foco, sino solo de las caracteristicas del medio
en el que se encuentra la luz; incluyendo el posible movimiento de este medio
con respecto al observador.

Esta conclusidén estad en sintonia con la interpretacion electromagnética de la
luz, que asigna a la luz una velocidad de propagacion que depende
completamente del medio; Medio que siempre se asume en reposo en la teoria
electromagnética clasica. Si enrarecemos al limite el medio en el que la luz se
propaga, como el aire atmosférico en nuestra experiencia habitual,
alcanzaremos el vacio. El barometro de Torricelli proporcion6 el primer vacio
experimental que confirmd experimentalmente que la luz se movia en el vacio;
y el electromagnetismo predice también una velocidad de propagacion de la luz
en el vacio. Pero, ¢puede un observador determinar de algun modo que el
vacio esta en reposo o en movimiento? Por definicién, el vacio es la ausencia
de cualquier referencia fisica y, por lo tanto, es imposible medir un supuesto
movimiento del vacio; y esto independientemente del estado de movimiento del
observador: el vacio esta igualmente vacio para cualquier observador. Si la
velocidad de la luz en el vacio cambia entre observadores inerciales, esto se
interpretaria como una medida del movimiento del vacio; y si esto es absurdo,
la conclusion necesaria es que la velocidad de la luz en el vacio es la misma
para cualquier observador inercial.

Espacio-Tiempo.

Imagine un segmento rigido con un foco en su centro que emite rayos en todas
las direcciones. Si el segmento esta en reposo y activamos el foco, la luz
alcanzara los extremos del segmento al mismo tiempo: simultaneamente. Si el
segmento se mueve en paralelo a su longitud y el foco se activa, entonces un
extremo del segmento se mueve al encuentro de rayo de luz y el otro se aleja
de su rayo de luz correspondiente. Como la velocidad de la luz es la misma en
ambos casos, resulta que la luz no alcanza los extremos del segmento mavil al
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mismo tiempo. El requisito de simultaneidad que hemos exigido en el caso de
las mediciones espaciales resulta ser un concepto relativo al sistema de
coordenadas inercial. Ademas, cualquier medicion del tiempo de eventos
separados espacial y temporalmente requiere la simultaneidad de relojes en
reposo sincronizados y separados espacialmente. La pérdida de simultaneidad
para cualquier otro observador en movimiento relativo asociado a una
separacion espacial es una parte componente del tiempo medido por ese
observador. Hemos visto que las mediciones espaciales requieren
necesariamente un sistema de relojes de reposo sincronizados incluso en la
mecanica clasica. El principio de la constancia de la luz en el vacio es el otro
lado de la moneda: las mediciones de tiempo también requieren una
especificacion espacial precisa.

Este es el camino utilizado por Einstein en su deduccion de las
transformaciones de Lorentz. De estas transformaciones se deduce que la
regla clasica de la adicién de velocidad utilizada en el caso de la pelota es
vélida solo para velocidades bajas con respecto a la velocidad de la luz. En
cambio, la ley de composicion de velocidades se modifica para velocidades
cercanas a la de la luz. Para velocidades paralelas s, v medidas en el mismo
sistema de coordenadas, la regla es

donde c es la velocidad de la luz en el vacio. Si s=c es la velocidad de un rayo
de luz emitido por un foco en reposo, un observador movil con velocidad v lo
percibira con velocidad s'=c; y, por lo tanto, la velocidad de la luz en el vacio es
independiente del movimiento del foco emisor para cualquier observador. Esto
también es aplicable a la luz considerada como flujo de particulas. El
experimento de Michelson-Morley también plantea el problema de la ley de
composicion de velocidades para el caso de la luz. Ademas, las
transformaciones de Lorentz fijan la idea de la necesidad del espacio-tiempo
combinado para medir cualquier cosa; de modo que los eventos fisicos deben
ser registrados en sus correspondientes posiciones y tiempos. El tiempo y el
espacio ya no pueden entenderse como entidades no relacionadas, sino como
componentes de un espacio fisico de 4 dimensiones: el espacio-tiempo o el
espacio de Minkowski.

La falta de comprension del concepto de espacio-tiempo causa la famosa
paradoja de los gemelos. Hay un resultado de la teoria de la relatividad que
generalmente se expresa asi: un reloj en movimiento se retrasa
progresivamente con respecto a uno en reposo. Segun esto, para el gemelo en
tierra, el reloj de pulsera de su hermano viajero parece retrasarse con respecto
al suyo; pero para el gemelo que viaja, el reloj de pulsera de su hermano en
tierra se comporta igualmente y debe retrasar en relacion al suyo. Obviamente,
cuando los gemelos se vuelvan a encontrar en la tierra, determinaran lo que les
ha pasado a los relojes. Pero la regla teérica que hemos utilizado, en lugar de
resolver el problema, lo complica mas.
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La regla anterior sobre relojes en reposo y movimiento no tiene la precision
requerida en el contexto del espacio-tiempo, ya que es una afirmacion sobre el
tiempo sin ninguna referencia al espacio. Es mas correcto imaginar una linea,
recta o curva, jalonada regularmente por relojes en reposo sincronizados, y otro
reloj en movimiento que sigue esa linea: en cada posicion espacial en la que
coinciden el reloj mévil y otro en reposo, el reloj movil marca un tiempo menor
que el reloj fijo correspondiente seguin una determinada ley. Expresada la regla
de esta manera incluimos una referencia al espacio. El sentido fisico mas
bésico nos dice que el reloj del hermano en la tierra no se ha visto afectado por
ningun cambio fisico, incluida la aceleracion; y, por lo tanto, no hay razén para
decir que se haya retrasado o avanzado: siempre ha seguido su ritmo. Sin
embargo, es cierto que el gemelo viajero observa que el reloj de pulsera de su
hermano se mueve mas lento que el suyo; pero en el sentido anterior de una
linea jalonada por relojes sincronizados en reposo con respecto al gemelo
viajero. Cuando el gemelo viajero llega a su destino en la estrella alfa-centauri
(una extension del sistema terrestre de coordenadas), observa
simultdneamente el reloj de su hermano en tierra. Pero para el hermano en
tierra, esta simultaneidad no es tal y la realidad es que el hermano que viaja ha
observado el reloj en tierra antes de alcanzar alfa-centauri; y es por eso que el
gemelo viajero atribuyen una menor cantidad de tiempo al gemelo terrestre.
Pero una vez que se afiade el tiempo debido a la pérdida de la simultaneidad,
el resultado es el predicho por la teoria especial de la relatividad: el gemelo
viajero envejece menos.

Relatividad Especial: La transformacién de Lorentz genérica.

La transformacion de Lorentz entre dos sistemas de coordenadas cartesianos
(x,y,z,1)-(x’,y’,z’,t) en movimiento relativo sobre los ejes coincidentes x-x’
mientras que los ejes y-y’, z-z’ se mantienen paralelos. Siendo v la velocidad
uniforme del sistema de ejes (x’,y’,z’) respecto al sistema de ejes (X,y,z), que
consideramos en reposo, la transformacion de Lorentz es

X X

00
. 7 F=s
—MW) Y M) = 0 10 0 |
B z [ 1o o1 0| Y= 1
ct’ ct - 0 0 1- g2

Para generalizar esta transformacién en el caso de sistemas cartesianos con
orientacién relativa de los ejes y direccién de la velocidad relativa arbitrarias
podemos introducir dos matrices espaciales de giro local G,G’ en el sistema en
reposo y en el sistema movil

X X

G' y, =G'M(V)G'G e y‘ =G'M(V)G' y
Z zZ YA Z
ct' ct ct' ct

donde introducimos la matriz traspuesta que es igual a la inversa para giros
espaciales. Mantenemos la misma notacion para las coordenadas por ahorro,
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entendiendo que se trata de coordenadas en los nuevos sistemas de
coordenados girados localmente. Los componentes de la matriz de giro se
obtienen mediante los productos escalares entre la base vectorial original y la
base vectorial girada. Si la base ortonormal inicial local es (io,jo.ko) Yy la base
girada es (i,},k) , (i"j,k’) tenemos

ieig i‘]o ieko O i'sip i'ej, i'ekg O
G=| it oo eko Of g | Jelo Jelp Jeko O
keip kej, keko O k'eio k'ej, k'eko O
0 0 1 0 0 0 1

i'sig i'ej, ko O) 7 0 0 —yBYieio jeio keio O
GMGT = 1o oo Jeko 0) 010 0 Hiej, jejo kej, O
k'eip k'ej, k'eko O O 0 1 0 jieko jeko keko O
0 0 0 1f-» 00 0 0 1

con esto, si hacemos el segundo producto matricial resulta

i'eig i"io i'ek o
J%io o Jeko
K'eig k'ej, k'eko
0

yieig yjeio 7E0io ./
o Jeds Kelo O
ieko EORO EOEO 0
- =By By

G'M((V)G' =

R O O O
[ ]
—
o
N—
[ ]
—
o

haciendo el producto completo

ieig li'eig jeio i'eig k eig li'eig

iei"  jei' kei' —ypB
PR o E T )
aMuaT <| L Jel kel = gy Ueio)idi fofJelo) \elof el
iek' jek' kek' —yfB. ieig\k'eig| |jeiofk'eio) |keig)k'eig
- =B By 0 0 0

y-1 i0io ]'OEQ EOio ]'Oio EOEO ]'OEO

o O O o

Si a es un vector unitario cualquiera, el vector B verifica

p=r=Yio=Feazp,=fiosamioea=L2
cC ¢C
y por tanto podemos poner la matriz anterior como
Peit jei kel -y BB Bibi Bby
_|*) 1'1 E'l - 1B +7/_—1 BBy BBy BBy

iek' jek' kek' —yB.| pB°|BiBe Bibe BB
-6 =By B c 0 0

o O O o

El vector B tiene la propiedad B’ = -0 ; debido a que al cambiar el observador
de sistema de referencia el vector velocidad relativa entre sistemas de
coordenadas se multiplica por -1. Esto permite escribir la expresion anterior en
una forma mas simétrica de esta forma
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iei'  jei'  kei' —ypei BB BiBy BBy O
O T Pt | IOV Y VI
iek jek'  kek' —ypek'| p*|BBe BB BB O
ieyf jeyp keyp 4 0 0 0 0

Donde M corresponde a la transformaciéon de Lorentz genérica entre dos
sistemas de coordenadas orientados arbitrariamente respecto a la base (io,jo,Ko)
correspondiente a la transformacion de Lorentz clésica, donde la velocidad
relativa esta en la direccion ip. En la aproximacién Galileana de bajas
velocidades tomando y=7 podemos uitilizar la matriz M de

= esta forma

j J X' iei" jei' kei' —pei
vI[ieT 3eT koD g |y
CBt i z ].E _J.Ell |_(o£" —ﬂok' z
I ct ief jep k'ﬂ 1 ct

El dibujo representa las operaciones geométricas

correspondientes. Dado un punto P en el sistema en
reposo (i,j,k) lo primero es una rotacion hasta que los ejes sean paralelos a
(",j,k’) y después una traslacion paralela c@t del origen de (i,j,k) hasta el origen
de (i’j,k’) Aunque esta transformacion incluye correcciones relativistas sobre
el tiempo, si las distancias asociadas a las coordenadas espaciales no son del
orden de kilometros tal correccion es despreciable. La matriz M anterior se
puede factorizar en el producto matricial de una rotacion R y una traslacion T.
Dado que el valor de las coordenadas de traslacion depende de si hay una
rotacion previa 0 no, tenemos dos posibles matrices T distintas que multiplican
a la matriz R a derecha (subindice d) o izquierda (subindice i)

1 0 0 Pei iei' jei' kei' 0 1 0 0 -2
0 1 0 fej|, |ie] jej kej 0] 0 1 0 -p
Ti= = =R=l. = - = - = y Ta= -
0 0 1 Bk iek' jek' kek' 0 0 0 1 -B
'_’E T‘E EOE 1 0 0 0 1 —EO[_)’ —]'Z’ —EOE 1

TR=M=RT, ; f'=-p

Esta factorizacién simplica el calculo de la inversa de M a partir de la inversa de
RT : M! =R'TY = TR Matrices similares a estas se utiliza en los
programas de control del movimiento de robots.

En caso de una transformacion de coordenadas relativista completa entre dos
sistemas cartesianos paralelos, pero cuya velocidad relativa no estd en la
direccién de ninguno de los ejes tenemos

1 0 0 -5 Vs BB BB
_ . 2
B) = 0 1 0 B +7/_—21 BB B ﬂk:fj
0 0 1 =B B BB BiBe Bk
=B =By —wB v 0 0 0

o O O o
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en la literatura se suele llamar boost a esta transformacion entre sistemas de
coordenadas paralelos. Note el lector la simetria de la matriz boost B(v). La
transformada cléasica de Lorentz es un caso especial de boost en que la
direccion de la velocidad relativa es la misma que la de los ejes i-i’ . El lector
puede comprobar que el moédulo de los vectores columna de B, utilizando el
producto escalar del espacio de Minkowski definido en la seccion sobre formas
cuadréticas en este apéndice, vale 1; y el producto escalar de dos columnas
vale 0. Por tanto B es una transformacion lineal entre bases ortonormales en el
espacio de Minkowski. Esto también es cierto para las columnas de T.

Relatividad Especial : La precesiéon de Thomas.

Existe un principio cinématico segun en cual siempre es posible encontrar un
sistema de coordenadas inercial en el que, en algun instante del tiempo, se
anula la velocidad de una particula con movimiento
arbitrario. Por supuesto, lo mismo es aplicable a un
sistema de coordenadas no inercial solidario con la
particula: en un instante dado existe un sistema inercial en
reposo respecto al sistema no inercial. El dibujo
representa una aproximacion por tramos al movimiento de
una particula. En el tramo superior la particula se mueve
con velocidad v y el sistema de coordenadas en el que la
particula esta en reposo es el (x1,yl). En el tramo inferior
la particula se mueve con velocidad v+Av y el sistema de coordenadas en el
que la particula esta en reposo es el (x2,y2). El cambio de movimiento de la
particula se produce en el origen de coordenadas del sistema inercial (x,y) que
consideramos en reposo Yy respecto del cual se miden las velocidades
mencionadas. Podemos tomar como origen de tiempos el instante en que la
particula pasa por el origen de coordenadas de (X,y).

Recordemos que hemos introducido en el texto el sistema de coordenadas
centro de masas como un sistema no inercial que mantiene sus ejes
coordenados paralelos con los del sistema de coordenadas inercial de
referencia; y en esto no hemos supuesto ningln impedimento desde la fisica
clasica; pero veremos que la relatividad va a matizar esto. Por tanto vamos a
estudiar la disposicion en que los ejes de los sistemas (x1,y1) y (x2,y2) son
paralelos al sistema inercial de referencia (x,y). Las transformaciones de
coordenadas correspondientes son

Xy X Xo X Xo Xy
Vi [=BW) Y || Y2 |=BV+AV) Y | = |y, |=B(V+AV)B(-V) v,
c, ct ct, ct ct, cy

donde las matrices son los correspondientes boost entre sistemas de ejes
espaciales paralelos. La ultima relacion corresponde a un cambio entre los
sistemas 1y 2 que puede ser evaluado en el limite en que Av—0. Por sencillez
podemos elegir el caso en que B(v)=B(B) corresponde a una transformacion de
Lorentz clasica y evaluar B(B+AB) por medio del célculo de una serie de
Taylor:
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o r=beg-pr-p)”

np+ BB g 5 g
"o P n=ijk
By

®BB) 5 , PBB)
B T B

B(5+AB) ~ B(f) +

Tomando para B(B) el resultado de la seccion anterior para un boost

10 0 - Bt BB B O
_ 1 —8. _ 3. 2 )
B(ﬂ)z 0 0 7/ﬂl +7/ 21 ﬁlﬂ] ﬂ] ﬂkfj 0
0 0 L =B B | BB BB B O
- =By -1 v 0 0 0 0
la derivada parcial respecto de un indice genérico By (n=ijk €S
B 0 0 0 B5 0 0 0 —%in 23 6y BiSint+Bidin  POin+ Bidkn O
BB __1]| 0 0 0 B N 0 0 0 ¥ +7/—1 BiSin + BiSijn 2Bi0in BiSin+Pdjn O
B 7 o 0 0 BB 0 0 0 ~Pa| B|BSn+Bba B+ hdin 2B, Sn 0
BubBi BuBi BB b ~Pin ~Wjpn ~P,m 0 0 0 0 0
donde & es la delta de kronecker y hemos omitido las derivadas del factor (y-
1)/8% omisién que se justificara posteriormente en la aproximacién de bajas
velocidades. Podemos calcular las correspondientes derivadas en el punto
Bi=B=v/c, B;=0, Bx=0, correspondiente a la transformacion de Lorentz clasica.
También tomaremos una aproximacion de bajas velocidades, de modo que
y=1+ /2 y B<<1. Con estas condiciones tenemos
oB() 0 0 0 -0l 1 Bidin 0 0 0
= +— +..
0ﬂn 0 0 0 _5kn 2 ﬂié‘kn 0 0 0
=0in —0jn —%a PBidn 0 0 0 0
cambiando una componente de matriz, el calculo de B(B+AB)B(-B),
considerando la aproximacion de baja velocidad resulta en
Bidin 0 0 —di 0 fidjn Pid O 100 5 0 0 0 —din 0  Bibjn Pida O
0 0 0 —6pn| 1|86, O 0 0 010 0| [-Bd, O 0 =8| 1|B6, © 0 B
+—= + = +— 2
0 0 0 —6u| 2|Bb6n O 0 0 01 0| |-fidn O 0 ~bn| 2|6 O 0 b6
=0in =0jn —Oi Pidin 0 0 0 © B 00 1 =0  —0jn —6n O 0 0 0 0
despreciando las componentes en B2 frente a 1 , incluyendo el producto del
resultado anterior por ABn (n=ijk Y SUmando en n, de acuerdo a la regla de suma
de Einstein sobre indices repetidos tenemos
0 0 0 - 0  Bidjn Pidw O 0 0 0 -Ap 0 BiAB;  Birpc O
0 0 0 -5 — B35 0 0 O 0 0 0 —ApB; - BiAB; 0 0 0
g Aﬂn"’l A n A+ = ﬂl +1 Bi ’BJ
0 0 0 -6 2| -6, O 0 0 0 0 0 —ABc| 2|-BArB O 0 0
~8n =8 —6m O 0 0 0 0 —AB —AB; —AB O 0 0 0 o0

de modo que el resultado total sera
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_ _ _ _ —  B(B _
B3+ AB)B(~) ~ B()B(-) +% B(-B)ABy +... =
L0 0 A4 0 BB BB O
R 1 0 —ABj| 1|-BAB; O 0 0
BUB+ARB(-A) = 0 1 _ag |2 —ﬁiAﬁ: . oo
“AB AR, —AB 1 0 0 0 0

donde la diagonal de unos se debe al producto de B(pB) por su inversa B(-g).

El resultado obtenido es la suma de una componente simétrica y una
antisimétrica. La componente simétrica corresponde, dentro de la aproximacion
manejada, a un boost B(AB) un desplazamiento paralelo relativo entre los
sistemas 1 y 2 debido a la aceleracion. Esto es lo que se esperaria segun la
fisica clasica, aunque se incluye también un desplazamiento relativo temporal
debido a una cambio en la sincronia debido a la aceleracién entre los relojes
del sistema 1 y el sistema 2; que es despreciable a bajas velocidades. Un
desplazamiento temporal de este tipo es el que se produce en la paradoja de
los gemelos. Esto se discute con mas detalle en el trabajo
Espacio,tiempo,materia y vacio.

Pero la componente antisimétrica del resultado demuestra la desigualdad
B(B+AB)B(-B)# B(AB), o de otra forma B(B+AB) # B(B)B(AB) (B simétrica). La
componente antisimétrica corresponde a un giro relativo entre los sistemas 1y
2. lgualando la componente antisimétrica con la matriz correspondiente a la
velocidad angular tenemos

0 —we w; 1 0 BiAB; BB W;At=0
-w; w0 -pspe 0 0 W At =—BiAB; 2

y en términos vectoriales, donde a es la aceleracion correspondiente

(wi,wj,wk)zz—(lzz(ai,aj,ak)x(vi,0,0)=20i2axv

El resultado obtenido depende de la velocidad relativa v y por tanto
corresponde a una medida en el sistema inercial en reposo (x,y). En el calculo
desarrollado hemos utilizado dos boost paralelos (x1,y1)— (x,y) ; (X2,y2)— (X,y)
y hemos supuesto sin justificacion que el sistema (x,y) es el mismo en ambos
boost. El resultado que hemos obtenido nos dice que esta suposicidon no es
correcta y para que el segundo boost sea correcto es necesario girar el sistema
(x,y) en una cantidad que depende de la aceleracion y de la velocidad relativa.
Este giro es también un giro del sistema de coordenadas no inercial asociado a
una particula afectada por aceleracion y corresponde a la precesion de
Thomas.
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Relatividad General: Sistemas de referencia giratorios v efecto Sagnac.

El caracter invariante entre sistemas de coordenadas inerciales del elemento
de linea ds en el espacio de Minkowsky se deduce de las transformaciones de
Lorentz de la relatividad especial. La relatividad general supone que las leyes
fisicas son las mismas en cualquier sistema de coordenadas, sea inercial o0 no
y acepta el principio de que el elemento de linea ds es también invariante en
cualquier sistema de coordenadas. Estas ideas se pueden aplicar directamente
para calcular la forma del elemento de linea ds en el caso de un sistema de
coordenadas que gire con velocidad angular constante w respecto de otro
sistema de coordenadas con el mismo origen ,que supondremos inercial y que
nos servira de referencia. Si utilizamos coordenadas cilindricas para
representar el elemento de linea ds en el sistema inercial tenemos

ds* = cdt® —ax” —ay” - dzz} = ds? =c%dt? —dz® —dr? —r?d6?
x=rcos(d); y =rsin(0)

Elegimos que el eje de giro coincide con el eje z de ambos sistemas de
coordenadas. Utilizaremos el subindice g como referencia a las coordenadas
en el sistema giratorio. Si consideramos un punto fijo del espacio en el sistema
inercial, las coordenadas z4,ry tampoco varian para ese punto debido a que el
movimiento relativo del punto es perpendicular al eje coordenado z4 y al radio
vector rg, dicho movimiento no afecta a estas coordenadas que son iguales a
los valores z,r correspondientes al sistema inercial.

Consideremos ahora dos anillos delgados centrados en el origen de
coordenadas comun de los dos sistemas, en un mismo plano perpendicular al
eje (z=zg), con el mismo radio(r=rq)y tan proximos entre si como queramos. Uno
de los anillos esta fijo en el sistema inercial y el otro esta en reposo en el
sistema giratorio. Un observador en el sistema inercial marca N sectores
angulares de tamafio A6 sobre el anillo en reposo, de modo que cubren
completamente el perimetro. A continuaciébn realiza el marcado
correspondiente del anillo giratorio con un aparato al que corresponde una
longitud rA6 y capaz de generar dos sefales luminosas simultaneas en sus
extremos. Estas sefiales al incidir en el anillo dejan una marca que utilizaremos
como coordenada angular en el sistema giratorio. El final de una marca
coincide con el inicio de la siguiente, de modo que el nUmero de marcas en el
anillo movil serd el mismo que en el anillo fijo : N y visto por ambos
observadores, la coordenada angular, medida a partir de la direccion de los
ejes X,Xg, coincide salvo un desfase adicional correspondiente al giro relativo w.
Con estas consideraciones planteamos la siguiente transformacién de
coordenadas de Langevin
t=t,;z2=24;r=r,;0=6,+ak,

La primera relacion indica que los relojes del sistema giratorio estan trucados y
copian el valor del tiempo del reloj mas préximo del sistema inercial. La
transformaciéon de coordenadas anterior es legitima segun la relatividad general
por que los valores de las nuevas coordenadas estan bién definidos, y el
observador giratorio puede distinguir cualquier evento fisico con estas
coordenadas. Si sustituimos la transformacién de Langevin en el elemento de
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linea ds, obtendremos la expresion de dicho elemento de linea en funcién de
las nuevas coordenadas de modo que dicho elemento de linea permanece
invariante en el cambio de coordenadas

2 2

2 2442 2 2 2 2442 fyo 2 2 2 2 2
ds? = cZdt? - dzZ — dr? — r2(d6, + wdt, f = dtg(l—gc—zj—Za)rgdﬁgdtg —dz2 —dr? —r2do;

2

2
I,
ds? :CZdtg(l— g

C2

2 2 . 2 2 2 2 2
J—Zwrgdegdtg —dIg ,dlg = dzg +drg +rgd9g

Analicemos el resultado. Para el caso de un reloj no trucado en reposo
respecto al sistema en giro sera dlg=0 y el elemento de linea corresponde al
tiempo propio dr del reloj giratorio no trucado

2 2 2
| 0]
dsz=czdt§{1— ha J=c2dr23dr=dtg]/1—v—2 V=T
C c

resultado que es correcto segun la relatividad especial y corresponde a la
dilatacion relativa del tiempo entre el tiempo marcado por un reloj en
reposo(dty) y uno en movimiento(dr). Sin embargo si analizamos el caso de una
regla (espacio simultaneo: dt;=0) en reposo relativo al sistema en giro tenemos
ds”=dl%;, de modo que en estas coordenadas la contraccién de Lorentz no
aparece explicitamente. Por otro lado ya que ningun punto del sistema de
coordenadas giratorio puede alcanzar la velocidad de la luz en el vacio, c,
respecto a un sistema de coordenadas inercial, la métrica obtenida solo es
vélida para un radio R del sistema en giro que verifique wR<c. Si suponemos
un contexto fisico semiclasico con wR<<c, entonces podemos aproximar la
métrica en estas coordenadas de esta forma

2 2442 2 2 .412 2 2 2 2
ds® ~ cdt; — 2er;dg dt, —dl; ;dlg =dzg +dry +r;d6;

donde vemos que la velocidad de giro w sigue teniendo un papel relevante.
Analicemos el movimiento de un rayo de luz en esta métrica. En el sistema
giratorio y en el inercial el movimiento de un rayo de luz tiene asociado un
elemento de linea nulo de modo que tenemos:

20 20 20 2 20
0~ (cat, f =2, oty )i} = 2ty ~ =2 rjdo i\/(T r;dng adly  “2ridg, <<dly =

aproximando la raiz cuadrada en serie de Taylor como funcion de w de modo
que despreciamos términos en w? y superiores tenemos

di W
Yy
dty ~— =+

o

lB COB

2 2

rdg, = At, zEjdlg+—2jrgdeg
A c A

y por tanto el tiempo que toma un rayo de luz en pasar del punto A al punto B
en las coordenadas del sistema giratorio no solo depende de la distancia
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recorrida dlg sino también del giro del sistema de coordenadas. La integral
correspondiente a este segundo sumando corresponde al &rea sobre el plano
X-y cubierta por el radio ry durante el trayecto de la luz. Este término es el
responsable del efecto Sagnac. En general el trayecto de la luz en el vacio
entre dos puntos A y B en el sistema de coordenadas giratorio no sera una
linea recta. Ademas el trayecto puede estar afectado por espejos 0 guias de
ondas que cambien de direccion a la luz.

Podemos hacer un razonamiento anélogo para encontrar el elemento de linea
en el caso de un sistema de coordenadas ligado rigidamente a la tierra y por
tanto giratorio. En este caso debemos tomar como sistema de coordenadas de
referencia uno correspondiente a una tierra sin giro y que podemos tomar como
el sistema de coordenadas de Schwarzschild[6,5] correspondiente a una masa
gue no gira y con simetria esférica. Si partimos de la métrica de Schwarzschild
y le aplicamos la correspondiente transformacion de Langevin tenemos

2 (dr)?
,_2GM

rc?

ds? = c?(dt)* (1 - :Z'ZA ) — (rd¢)? — (rsen(¢)do)? -

t=ty d=¢,:r=ry0=0,+at,

que conduce a la siguiente métrica

2

2GM rg 2 2 2 2 2 .
—C—Zsen (dg)0”) —2wrgsen”(gy)d o, dt, —dlg ;

ds? =c?dt? (1-
-

dr?
d|g2 = rg2d¢§ + rgz Sen2(¢g)d0§+lﬁ
N 2

rg c

con lo que obtenemos el elemento de linea en el sistema de coordenadas
propio de la tierra y contiene las correcciones relativistas utilizadas en el
sistema de posicionamiento global GPS. Una mejora de la métrica anterior se
obtiene introduciendo el potencial gravitatorio V correspondiente a un elipsoide
que aproxime la forma real de la tierra[3], de modo que se hace el cambio
GM/r—V en la métrica anterior. En el contexto del sistema GPS existen varios
conceptos relacionados con la relatividad. ElI Tiempo Universal Coordenado
(UTC) es un tiempo global valido para el sistema de referencia de coordenadas
Inercial Centrado en la Tierra (ECI) respecto del cual la propia Tierra hace su
rotacion diurna. UTC no es una coordenada temporal global para el sistema de
coordenadas fijo a la Tierra y centrado en ella (ECEF) en el que vivimos,
porque el ECEF es un marco giratorio. Por tanto, cuando dos eventos tienen el
mismo tiempo UTC, son simultdneos para todos los observadores en reposo en
el ECI, pero no son necesariamente simultaneos para un observador en el
ECEF, y de hecho esos dos eventos pueden estar separados por intervalos del
orden de 30 nanosegundos (=100 metros-luz) en el ECEF. El algoritmo de
ubicacion del GPS compensa estos efectos, ya que ese algoritmo con su
coordenada de tiempo global se basa en el ECI.
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En la férmula anterior también aparece un término correspondiente al efecto
Sagnac asociado al producto cruzado dfdt. Para el caso de una particula en
movimiento respecto al sistema giratorio podemos transformar este término asi

2epp2 2 do,
2argsen”(4,)do,dt, = 2ar sen (qﬁg)vgg dt; Vg, =Ty sen(¢g)?
9

donde vy es la velocidad de la particula en la direccion de la linea coordenada
6, en coordenadas esféricas. De esta forma el factor correspondiente a dt* en
el elemento de linea ds? se puede poner asi

2| GM 1, 2
1+_2(————rg sen”(gy)w —a)rgsen(¢g)vgg]
c Iy 2

y vemos que el término aditivo con el potencial gravitatorio newtoniano es el
potencial no inercial efectivo Vg en un sistema giratorio correspondiente a las
ecuaciones de Euler-Lagrange en este sistema no inercial giratorio y que en [5]
encontramos en la forma vectorial de este modo

Ve =2 {oxf -~y o(ox)

donde vy es la velocidad de la particula relativa al sistema giratorio. Este
resultado estd de acuerdo con el principio de equivalencia de la relatividad
general, que considera un sistema de coordenadas acelerado equivalente a un
sistema de coordenadas inercial en el que actia un campo gravitatorio
asociado al potencia Ve. De esta forma el término correspondiente al efecto
Sagnac esta relacionado con la aceleracion de Coriolis en el contexto de los
sistemas no inerciales de la mecéanica clasica.

Relatividad General:Curvatura del espacio-tiempo.

Imaginemos un disco circular plano en reposo
sobre el que trazamos una serie de sectores
iguales, tantos como queramos segun el dibujo
adjunto. El disco esté inicialmente sobre el suelo y
marcamos los sectores también en el suelo
continuando las lineas correspondientes.

A continuacion ponemos a girar el disco respecto
del eje vertical que pasa por su centro y nos
preguntamos por el comportamiento de las marcas
gue hemos hecho segun la relatividad especial.
Las lineas diametrales de la plataforma son perpendiculares al movimiento
relativo y por tanto el observador en tierra no percibira contraccion en ellas. Por
tanto se mantendran con la misma longitud que cuando la plataforma estaba en
reposo’. En principio podemos pensar que el movimiento del disco hace que el
observador en el suelo, que consideramos inercial, perciba una reduccion del

" Salvo posiblemente un pequefio alargamiento debido a la fuerza centrifugas.
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perimetro de la plataforma segun la contraccion de Lorentz. Sin embargo, si el
radio de la plataforma no se modifica, es evidente que el conjunto de puntos
geométricos del perimetro del disco en reposo y en movimiento son los mismos
y el observador en el suelo no puede percibir una reduccién en la anchura de
los sectores del disco cuando este gira, ya que en todo momento el mismo
namero de sectores debe cubrir el mismo numero de puntos y seria
inexplicable una asimetria del tamafio de los distintos sectores. Esto significa
que la contraccidbn de Lorentz, en este caso, queda cancelada para el
observador inercial. Esto no es algo extrafio y también ocurre en el problema
de los cohetes espaciales (“paradoja” de Bell)[6]; y tal como concluimos en [6]
debemos aceptar que, para el observador en el perimetro del disco, el giro ha
supuesto un aumento del perimetro en un factor que cancela la contraccion de
Lorentz. Si el radio se ha mantenido constante para el observador en el disco,
entonces la relacion entre perimetro y diametro es mayor que 7, lo que es una
sefial de que la geometria correspondiente no es Euclidea y existe una
curvatura del espacio-tiempo para el observador en el disco. Pero si el
observador en el disco debe concluir que hay una dilatacién del perimetro,
debe ser posible que las reglas de medida que utilice este observador no estén
afectadas ellas mismas por esta dilatacion o puedan ser rectificadas
efectivamente respecto a este fenomeno, al estar girando ellas también con el
disco. A continuacion se describe una forma posible de conseguir esto.
Supongamos que el perimetro del disco gira a la velocidad v respecto el suelo.
Desde el suelo se lanza una regla de medida a velocidad v de forma que en un
instante dado esta regla es tangente al disco en cierto punto. En ese instante la
velocidad entre la regla y el punto correspondiente del perimetro se anula y el
observador préximo en el disco puede hacer una copia local, que utilizard como
regla de medida local aplicable al anillo perimetral de radio r correspondiente.
Utilizando reglas definidas de esta forma el observador en el disco puede
concluir que el giro del disco ha producido una dilatacién del espacio-tiempo: se
ha creado espacio-tiempo. Este resultado supone que la geometria aplicable en
el disco no es Euclidea y que en general la aceleracién de un sistema de
coordenadas afecta a su geometria mediante la curvatura del espacio-tiempo.
Aunque estas conclusiones son validas para cualquier velocidad del disco
adquieren mas importancia para velocidades comparables con la luz. Segun la
relatividad general, la expansion del universo se debe a la creacidén de espacio-
tiempo.

Retomando el procedimiento descrito en la seccion anterior sobre el marcado
del anillo en giro para registrar las coordenadas 6y, podemos ver que el
proceso de marcado es simultaneo respecto al observador inercial, pero debido
a la velocidad relativa no es simultaneo respecto a un observador en el anillo
que disponga de relojes sincronizados® no trucados distribuidos por todo el
anillo y esté proximo a las marcas. Esta falta de simultaneidad hace, segun las
transformaciones de Lorentz, que los sectores marcados en el anillo mdévil
sean, para el observador del anillo, de mayor longitud en términos de las reglas

8 En la seccién anterior se vio que los relojes situados en un anillo de radio r funcionan todos al mismo
ritmo, tienen todos el mismo tiempo propio dt y por tanto pueden ser sincronizados. Los relojes de un
anillo que inicialmente estan en reposo y sincronizados y pasan a estar en giro, podemos suponer que han
pasado todos por los mismos cambios fisicos. Por tanto deben acaban también sincronizados a juzgar por
el observador no inercial.
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de medida locales utilizadas por el observador en giro y definidas antes. Esto
esta de acuerdo con la conclusién de que el observador en giro percibe una
expansion en el espacio-tiempo.

Los fendmenos relativistas que estamos discutiendo suponen, desde el punto
de vista del observador no inercial, que cuando se pone a girar la plataforma
desde un estado de reposo hay un aumento de la distancia relativa de todos los
atomos, de distinta magnitud en la periferia que en el interior del disco, debido
al aumento del espacio-tiempo disponible. Pero una separacién entre atomos
vecinos requiere aplicar cierta fuerza sobre ellos y la separaciéon obtenida
dependera de la intensidad de las fuerzas de enlace atémicas correspondientes
al material especifico. De esta forma, el proceso en que se pone a girar la
plataforma hasta llegar a un estado estacionario supone que debe haber
alguna acumulacion de energia interna en el disco, lo cual hace probable que
también exista una modificacién del radio de la misma respecto a cuando
estaba en reposo. Esto Ultimo no es nada extrafio ya que sabemos que las
fuerzas centrifugas clasicas pueden generar tensiones en los solidos; pero en
el caso relativista no solo hay aumento de tension, sino que debe haber
acumulacion de energia interna; y por tanto llevar un objeto en el disco giratorio
desde un radio r; a otro r, supone un cambio de la energia interna del objeto
desplazado , ademas de un cambio de energia potencial.

Un analisis detallado del problema se puede ver en el trabajo “On the space-
time in a spinning disk”, en esta misma web.

Calculo vectorial en componentes

Supongamos tres vectores {a,b,c} cuyas componentes se numeran con los
indices i,j,k en una base de vectores ortonormales {e;,e,es} orientada
positivamente. Utilizando el convenio de suma sobre indices repetidos, el
producto escalar de dos vectores nos lleva a la definicion del tensor &;

(aei)olbojes)=aiyleioes) reioes =5 :{Zssii iijtjj

5..6: a,bJ§|J

Si consideramos ahora el producto mixto de los tres vectores, llegamos a la
definicion del simbolo ¢ estipulando que una base ortonormal {ei,e;es}
orientada positiva se caracteriza por €;23=1

[(aiéi)x (bjéj )]. (Ckék): (albj éi Xé] ). (Ckék): aibjCk (él Xé] ).ék = aibjCk gijk
. _ _ 1 S-I (-Il -Jl k) e{(llzls)l (21311)1 (31112)} _8jik pel’mutaCIonSImple
6 xe;)oek = ey =1-15i (i [.K) €4(320), (132,13} ; ey = T
) - ) £4j Ppermutacion ciclica
0 si hayindices repetidos

a partir de esta definicién y dado que los vectores base son unitarios tenemos
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(6 xe; Joex = ey oex = (o <& ) £ycen Joer =0

de modo que si k # i,j se verifica necesariamente
(61 xej)=eyen k=i, ]
Si consideramos ahora el doble producto vectorial de {a,b,c}
locer )<l oy o3 = ot flwen Jo oy - oy e Jo e )
y aplicando la formula previa al lado izquierdo tenemos
(ceen Jx[laei Jxb;e; )|= e Jx laibyeie )= asbicaex xer = abiceeieamen
para el lado derecho tenemos
N R N S W A R N I A

apodemos hacer que los vectores base varien en un Unico indice m
introduciendo los 6 correspondientes

em=0im€i = Jjm€j = a;b;Cy&ijicumem = ajb;cy (5jk5im —=6ikSjm Pm = Eiji€um = O jk%im — %ikOjm

haciendo el cambio k—n y utilizando la propiedad de permutacion ciclica de ¢
tenemos
Eijl€mnl = 5im5jn —5in5jm

que en el lado izquierdo supone una suma debido al indice repetido .

El objeto §; es realmente un tensor ya que verifica la ley de transformacion de
coordenadas para tensores. Esta ley de transformacion se presenté en la
discusion sobre el tensor de inercia en [1] para el caso de sistemas de
coordenadas con origen comun y girados segun la matriz de giro M

100Yb, 100 100 100
aeb=(a,8,8) 010 b, || (5)=|020}(5)=M@E M =M|010M*=MM*=|010|=(5;)
001/ b, 001 001 001

El simbolo € no es un tensor y corresponde al &(p) utilizado en la seccion
siguiente sobre determinantes y podemos visualizarlo en tres dimensiones
mediante un vector de las matrices asociadas a k=1,2,3 y obtener la siguiente
imagen

o b, 0 0 0Y(0 0 -1\(0 1
axb = (ag, a5, es b e b e b2 | (i) () e =40 0 2}[o 0 o||-1 0
b, 0 -1 0/l1 0 oJlo
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Algebra basica de determinantes.

Funciones n-lineales alternas

‘n—lineal: F (X, Xoon O X + B Vi Xn) = 0 T (X, X oo X X ) + 5 T (X, Xt Vi X)) Vi‘
Alterna: Si x; =X; = (X, Xp.. ... X Xy) =0 Vi, j

= F(X X Xi + Vi Xy 4+ Y5 X ) = 0= F (X, Xo e X0 X5 X J(0) + T (X, Xp o Ve Vo X )(0) +
F (X, X oo Xj oo Vi X ) + T (X Xo o Vi X o Xy ) =

F(X X X XX ) = = F (X, X X X X )

una transposicion de los argumentos cambia el signo del valor de la funcion n-
lineal alternada.

Si se expresan los x; funcién de una base b; del espacio vectorial tenemos
(convenio de suma de Einstein: la repeticién de un indice en un término supone
la suma del término completo extendida a todos los valores de dicho indice)
Xi = aibjay 1(1) en[l,n]
= f(aj@bje &jmPjm-animPim) = ajw-2ij)-anjm f B i -Djm)
el argumento (bjy.bj)...bjn) Se anula si hay dos vectores iguales y por tanto la

suma solo se reduce al conjunto de todas las permutaciones posibles de la n-
tupla ordenada (by,b,....by)

f(xl,xz...xi...xj...xn)=Za1p(1)..aip(i)..anp(n)f(bp(l),...bp(i)...bp(n)) ; P permutacion en [1,n]
{r}

toda permutacion se puede descomponer en una serie de trasposiciones de

dos elementos, cada una de las cuales cambia el signo de la funcion n-lineal
alterna y por tanto

donde t es el nimero de trasposiciones desde (b)) hasta (b;). Por tanto

f (X Xoe Xjo X X)) = Zalp(l)..aip(i)..anp(n)g(p) f(by,..15..b,); p permutacion en [1,n]
{r}

el término entre corchetes corresponde al determinante.
Desarrollo del determinante por menores.
Una permutacion cualquiera puede tomar los valores p(1) en [1,n] de modo que

podemos descomponer el determinante en una serie de sumas factorizadas por
los coeficientes ay;
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2 31p0)-ip(i)-@np(n) &(P) =811 2, 2)--Bipy () -Bnpym) €(P1) +
5t {m

80 2 825, () Bip, i) Bap, (1) E(P2) + v
{p.}

80 D B2, (2)-Bip, ) -@np, (n) £(Pn)
{pn}

para el caso de dimension 3 el resultado seria
ay1[8,835 — 8p385,] + Ao (—1)[ 81833 — 8p385: ] + Ay 3[An185; — B20831]

que es el determinante de una matriz cuadrada 3x3 definida por los
coeficientes a; y desarrollado por los componentes de su primera fila. Los
términos entre corchetes son los determinantes de los menores
correspondientes a los elementos de la primera fila de la matriz a;.

Cada sumando del determinante contiene n factores y cada factor pertenece a
una fila y columna que no se repiten debido al caracter biyectivo de una
permutacion. Por ejemplo, si en un sumando aparece el factor az; no habra
mas factores de la fila y columna correspondiente, es decir, no existird ass ni
ai2. Representado los a; en una tabla, podemos comprender el calculo de los
menores en el que se eliminan los elementos correspondientes a la fila y la
columna del menor. Un desarrollo por medio de menores es valido para
dimensiones superiores evaluando los ¢(p;)) adecuadamente. Por ejemplo para
los componentes p, evaluamos las permutaciones hasta la tupla destino
(b2,b1,b3,bg...... bn), lo cual equivale al determinante de la sub-matriz que
elimina el resto de los componentes ay; (fila 1) y ai (columna 2), es decir, el
menor M;,. Dado que la tupla destino no es la (by,bs...by) hay que multiplicar el
resultado por (-1) tantas veces como trasposiciones necesarias. En este caso
hay solo una trasposicién y por tanto hay que multiplicar por -1 los sumandos
correspondientes a p». El mismo sistema se puede seguir para p, evaluando las
permutaciones hasta “la mas ordenada posible”; las siguientes serian
(bs,b1,b2,bs4...... bn),  (ba,b1,b2,b3,bs...... bn)...... , Y luego introducir las
trasposiciones  correspondientes hasta (by,bz....by). ElI numero de
trasposiciones es igual a j-1, donde j es la columna del menor m; y el signo
correspondiente a estas trasposiciones es (-1)*. Se puede desarrollar el
determinante por los menores de otra fila distinta a la primera. Basta recordar
que cualquier fila se pueden trasponer varias veces hasta que sea la primera y
esta operacion introduce el correspondiente cambio de signo. Si partimos de la
fila i, habra que hacer i-1 trasposiciones con las filas precedentes para que
ocupe el primer lugar, lo que introduce un factor adicional (-1)"*. Por tanto, se
puede generalizar la férmula del determinante de esta forma

det(M) =>"a;; (1) det(m;)
i

donde m; es la sub-matriz correspondiente al menor fila i columna j.

Matriz traspuesta : La fila i de la matriz A es la columna i de la matriz traspuesta
AT. En componentes a;=(a");.
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Producto de matrices y trasposicion

(MN)ij = M N5
(MN): ijknki :n:;(mlj :(NTMT)”- =

(MN)" =N"MT

Determinante de una matriz traspuesta

f (X0, Xp o X X X ) = [Z&Tlp(l)..aTip(i)..aTnp(n) s(p)} f(o,...l5...0,)
{r}

= det(A") = {Z pa--Bp(iyi~Ap(nyn €(P) }
{r}

Si aplicamos la permutacién inversa p* a los indices de cada sumando
tenemos

Apy-Bp(i)i-Bpmn = & 1 gy ~Bip1 iy ~Bginy

es evidente que se trata del mismo valor numérico y que cada factor de la
segunda expresion esta también en la primera y al revés. Por otro lado ¢(p)=
g(p™) y los conjuntos {p} y {p™*} son iguales y por tanto el determinante de una
matriz y de su traspuesta es el mismo det(A)=det(A")

Determinante del producto de matrices.

Los términos del determinante de un producto de matrices seran de la
forma(convenio de suma de Einstein)

M Ny -Miy Vo iy~ MawNwp ()€ (P); @, B....en [1,n]

tomemos los sumandos en que haya dos indices griegos iguales, por ejemplo
a=B. Dada una permutacion p, siempre se puede encontrar otra p’ que invierta
los valores correspondientes de alfa y beta : p'(1)=p(2) , p'(2)=p(1) y que
mantenga el resto de valores de p; y por tanto £(p)= -¢(p). El resto de factores
gue no dependen de a=3 se mantienen iguales en py en p’y por tanto la suma
correspondiente se anula. Por tanto los indices griegos en el determinante se
reducen al caso en que todos los indices son distintos, es decir, el caso en que
los indices griegos son parte de una permutacion cualquiera q en [1,n]
independiente de p.
Mo M@ p@-Migm Nt p)-Mnaen) Nacm pey € (P); @ f-...en [1,n]

reagrupando términos tenemos
[Mqcty-Miggiy-Mageny IMacwypy Mty oMy ooy (P

aplicando q* a los indices del segundo corchete y multiplicando por
E(qqil) = g(q)g(qil) =1 tenemos
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[msq)- Mooy Mngtey E@ g 200 Mg 50 Mg 2o @D 5 (@72 0) = 6@ ()

que corresponden, uno por uno a los términos del producto de los
determinantes de M y de N calculados por separado y por tanto

det(MN) = det(M ) det(N)
Matriz inversa.

Podemos expresar la férmula de calculo del determinante mediante un
producto de matrices de esta forma

det(M) =>"ay; (1)) det(my); c;j =(-1)" ' det(my) = r; = ayc); =det(M)
i ]

la matriz c; se denomina matriz de cofactores y el resultado son los coeficientes
(i) de la diagonal de una matriz resultado r, todos con un mismo valor
correspondiente al determinante de M. El valor de los elementos no diagonales
de r sera

T .
I’ikzzaijCjk,lik
j

donde las componentes cT,-k corresponden a menores my; que no anulan la fila i
en su calculo, sino otra distinta (la k) y por tanto la férmula anterior corresponde
al célculo del determinante de una matriz con la fila i repetida y por tanto

I’ik =Za”CTk :0, |¢k
i

De estos resultados, y suponiendo det(M) # 0, podemos definir inmediatamente
la matriz inversa de M como

. 1 -
3 =WC5 ¢y = (=) det(my)
Inversa del producto de dos matrices

Por la definicién de matriz inversa tenemos

MN(MN)l}Z |

(MN)™*MN

y multiplicando adecuadamente por las inversas de las matrices My N ,en los
dos casos llegamos al mismo resultado

(MN)*=N"*Mm

Evidentemente si podemos factorizar una matriz compleja en otras mas simples
el calculo de la inversa se puede simplificar por aplicacion de este teorema.
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Relacién entre los simbolos &gk y O

De la definicion de ¢j y de los vectores base e tenemos

i = 0yj€1 + 051€2 + 03 €3
(eixej).ek E‘gijk; ej:51j81+52j62+53je3

€k = Oy €1+ Oy €2 + I, €3

lo que nos lleva a identificar & con el siguiente determinante

51i é‘2i 53i
gijk :det 51] 52i 531
S ok O3

si multiplicamos lo anterior por &mn tenemos

TP Oy Oy Oy
Sijkeimn =del| 81 Oy I3 |del| Oy o Oam
é‘1k 52k 53k 51n 52n 53n

ya que el producto de determinantes es igual al determinante del producto de
matrices y que el determinante de una matriz y su traspuesta son iguales
tenemos
51i 52i 53i 5ll 5lm 51n
Eijkéimn = d€ty| 1 Opi  O3j || Oz Oam  Oap
5lk 52k 53k 53I 53m 53n

podemos ver que el primer elemento, fila 1 columna 1, del producto de matrices
vale
010y + 050 + 0303 = 0y

y de forma analoga el resto de componentes, de modo que llegamos a la
siguiente expresion que relaciona sy 6

St Oim I
gijkglmn =det 5” 6Jm 5]“
5kl Skm 5kn

El lector puede comprobar que la relacion & sy =6indj —6ind;m deducida
anteriormente es una consecuencia de la expresion mas general anterior.
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